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������ �� �������� ��� ��������� ������������� �������� ���
����� ��������� �� ������� ������!���� ��� �������� �������
��������� �� ������ ���� "���������� #������ �� ����� �����
��$� � ���%���� ������� �������������������� ���� !�����  ���
������� � !�������� ����%��� �������������� ��������"� ���&���
���
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1	 ��(��� 23425� 
�������� ����������$� �� �������� ���%����
������� ��%��� ������� 6��� � �� %� �����  ����������  ��������
"������ ���%����

7��*�� �� ��������� ����������� �������* ����$����� ����������
��� �� ������ �������� �� ������*�� ��������� +�������� � )���
����� ��������� ������������* �  ��������  %� ���$!���� ����
������ ������� �� �������"� ���%����� �����*� ���� ��� �����
����� ����������� ����$�����*��� ��.����&��� �!� ������ ������
��  �������� � ����.�&��������� "������&������ ����������
���������� ����� ���� ������������ ������� ������� �� �������
+����� ������ �������  %� �� ���"�� ��%�� �����*�������*�� )���
������� ��*���������� � ��� %��� ����!��*�� � ����� ���!����
���  ����������

8����������  ��������� ����������$!�� ������� �� ��������"�
�� ����� ��� �� ��������*��"� ���*&�� �� ������ ������ �����
$��� ������������� ��������� ��� ���������"� �������������
���%���� ����* ������� �� ������ ���� 
���.�� 9 ����� ��������
��� �� �����%�� �������������������� ������� ��� ���"��������
��� ��������"� ����"���������� 9 �� "�� �������� ��� ����������
����� �������$� ���%���� �� ����� � ������������ � �����������
�� ����������� ����$�����*��� ����������� 7������* ���������
����$����� �!� �� ����* ������� ����� �����"��* � ����� ���%���
 ����������

:�� ��������� ������� �������* ������������� �������*��"� ����
%���� � ����!*$  ����������  �������� �����"������ "������
�������� �� ���� ��"�� ��� ���  ������$� ������� ���� !����
1�����"� �������5 � �������*��� )��������� +����� �����  �����
����� /� ��� ����$��� �!� �� �������� �����*�� ���*(�� �����
��� )..���� � ������� ����������� ������� ���������� ����%��
��� �� ����� �� ������� ;��� ���������� ���������� ��������*���
� ��� �������� "�� ������ ������"� � ������"� �� ������ ������
����� ������ ���� ��������� ��� :������� � /������� �� ������

������� 
�����  ����������  �������� � � � ������*�� �����
�����������* ����*� $ ����� � ��� �� �����*������� ��%�� ����
���*�� �����(���� ������������� �� .��� �������  �������� �
����.�&��������� "������&������ �����������

� ������ ������ �� ������� ��������� � �� �������� ��������
�� ������ �� ������� )��� ���������� ������� )..����� �� ����
����* ������������� �������*��"� ���%����� � ���%� ������"���
����� ��� ��  ����������
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� ������ ������� �� ������� ������� "�����������"� ��&�������
�� �� ������ �� �������*� ��� �������������������� ���� !����
����$� �� �������������� ��������"� ����"����������

=��������� ��������� !����� "������������ ��&������� ����

>2u1

>t2
+ u1 = −ε cosnt,

>2u2

>t2
+ u2 = −ε sinnt; 125

� �����*����  ���������

u1(0) = 1, u′1(0) = 0, u2(0) = 0, u′2(0) = 1 + ε/(n + 1). 105

?���* u1, u2 - ����"��� ���� ����������� t - ����������� �����
������� ε < 1 - ����� ��������� n > 1 - ������� �������������
�������� ���� !�����

� ������������ � 105  �������� 125 � � � ����* ��(����

u1 =
(

1 − ε

n2 − 1

)
cos t+

ε

n2 − 1
cosnt,

u2 =
(

1 − ε

n2 − 1

)
sin t+

ε

n2 − 1
sinnt. 1<5

� ���������� �� ��(���� ������ ��� ����� ��������������������
���� !���� ��� ���*(�� ��� ��(� ������� n�


�������%�� �����*� ��� �� ����"��� ��  �������� 125 �������
�� ������� 7������ N �"� �������� ������ N > 1� +&���� �(��� 
����"��������� �� ������ �����(����� ������ ���� 7������,

Δu =
1

(N + 1)!

√[
u

(N+1)
1

]2
+
[
u

(N+1)
2

]2
ΔtN+1, 1@5

"�� Δt - (�" ����"����������

�������� 1<5 � 1@5� 7�"�� ��� ���������� ���*(�� n,

n >
1

N−1
√
ε
, 1A5

� ��� ����*

Δu ∼ ΔtN+1

(N + 1)!
εnN−1. 145
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� ������ !����� �� ��� 1ε = 05 �(���� � ���

Δuε=0 =
ΔtN+1

ε=0

(N + 1)!
. 1B5

9���������*��� ��� ��"� ����� ����"��������� � ���� !����� �� �
��� ����������* � ��� %� �������*$� ��� � � ������ !������ (�"
����"��������� Δt ���%�� �������*�� � ������������ � �&�����

Δtε=0

Δt
∼ ε

1
N+1n

N−1
N+1 . 1C5

+&���� 1C5 ����������� ��� ��� ����������  ������ 1A5 �������
�������� ��������"� ����"��������� � ��� ���������*�� ��������
�������������������� ���� !����, ��� ��(� �������� ��� ���*(�
(�" ����"���������� �� ����������*��� ��� ��%� ��������������
��(�"���"� ���&����� :���� ��"�� ���� �� �������*� ��� )�� ��� �
�&��  � " ������� � ����(����� ������� N ��������"� ������,
������ ����* 1C5 ���������� ����� �������� . ��&��� ���������*�
�� n� � ��)..�&���� N+1

√
ε  ����������� � �����&�� 7���� ��������

�������� �� �����%� $ ���* ��������������� ���� !���� � ��(��
��� 1<5� �� ���������* � ����� ������ ��������"� ����"���������
���������� ���*�� � !����������

8�������� 125 ����$��� ������*��  ���!����� �����"��  ����
����� �������*��"� ���%����� 6��� ������ �������� "���������
���"� ��&�������� ��������� ��� ��������* ����������*� $ � ����
��� �� $ ������ ����� ��������������� ���� !����� � �����
��� ����� ���������� ���������*�� �� �������� ��� ���������
����"��������� ������

�� ������������ ��
�
��� ������ ���� ���


���%�� �����*� ��� ������� �������������� ��������"� ����"���
������� ������ �� ������� �������������������� ���� !����� +��
������� � �"���������� �� "���� ������ ���� ����

'� ��������� ��������� ������� �� �������� ����"��������
 �������� ������ ������� ;�������� 2A�"� ������� 1DEFGHIGJ� 23B@5
� ���������� (�"�� � ����������� ����������* ��������������
��������"� ����"��������� �� �������"� ���������� �� � �������
��� ���� 
�� )��� ��������� ���� ���"����* �� ������� �� "����
������� �� ��� ������ ����*�"�� ��)��� ����� "������&������
�������� ��� �������� � �"� ���%���� �������������������� ����
� !�����
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���� 7� H���������% 
������	�����
 ���	���������
 ��
��� ��	�%	�� �	�� ��

������� ���� ������ ��������� �	� (μP = 10−6; '������ + �����	�������
�	��%��� �����	���� μP ����	� '���	���� ����	�� 

	�� ����"��������� �� �����  �������� ���%���� ����

>2x
>t2

= −μS
x − xS

|x − xS |3 − μP
x− xP

|x − xP |3 , 135

"�� x - ������ ����%���� ����*�"� ����� t - ������ xS � xP -
������� ����%���� ��������� ���� � μS � μP - �� "������&������
�����������

K���� ���������* )���������� �  ������� ��������� ������
�� ����%��� μS = 1 19���&�5� � μP = 10−6 1�������5� '����*���
������ ����*�"� ���� ���� �� "���� � ��������� ���� ���� � ���
������ �������������� �������������� �� ����� ������� ����(��
��� (�"�� ����"��������� � ���� !����� � ������������ �� �����

�� ������ ��� �*���� ��������� �� ���� 2�

:�� ����� �� ��� ���� �������������� ����%����� �  ���*(��
���� ���������� aPS = |xP − xS | ��%� ���������� ������ �
����(����� ������� nPS ∼ aPS

−3/2� 7��� ��������� ���� �� ����
�*�� ����� ���
������� ��  ��� "������&�����"� ������� �� ��"�
�� L��� ��� �������� �� ��������� ���&��� ����� � < ����� 6���
��� L��� ��� �������� �������*��� �� ����(���$ � 
����� 
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��M��� �� ���� �������������� ������ "� ���� ���� �� �� �����

������ ��� 
� ���� L��� ��� 1aPS ≈ 0.015 �������� �� ����
������ ���&��� � 0N ���O +�������� �������� �&���� �����������
� ��� ����������� ���������

�� ���
 ���
����� 
��������


���������  �������� 135 � ����  �������� ���� !����� ������
�� � ���

>2x
>t2

= −(μS + μP )
x
|x|3 + P, 12N5

P = μS

(
x
|x|3 − x− xS

|x− xS |3
)

+ μP

(
x
|x|3 − x− xP

|x − xP |3
)
.

?���* P ��%�� ������������* ��� ���� !�$! $ ��� � ������� $
����������� ��������� ��� �� �� ����&������

8�������� ���

μSxS + μPxP = 0,

����� �����%��� �������������� ��� ����

P = − μS

|x|3
(

|x|3
|x− xS |3 − 1

)
(x−xS)− μP

|x|3
(

|x|3
|x− xP |3 − 1

)
(x−xP ).

1225
=��������� ������� �� ���� "�� ����%��� ��� |xS | = PQRSJ � |xP | =
PQRSJ� � ���� ������������ ��(� �������� �� ������ ����� 1225,

PS = − μS

|x|3
(

|x|3
|x − xS |3 − 1

)
(x − xS). 1205

=����%�� PS �� ������*� $ � �����������*� $ ��������$!��,

PS = − μS

|x|2 [(1+α2
S−2αS cosϕS)−3/2−1][(1−αS cosϕS)S−αS sinϕST],

12<5
"�� S � T - ���� ���������� $!�� ������������ αS = |xS |/|x|� �
ϕS -  "�� ��%� ��������� x � xS � 9��� �� �������*� ��� ϕS -
������� �����������

=����%�� �����* 12<5 � ��� �� ����� �������� αS � ��������
��� � ����,

PS = − μ

|x|2βS

(
S

∞∑
k=0

Ck(αS) cos kϕS − T
∞∑

k=1

Sk(αS) sin kϕS

)
, 12@5
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����� ���������� �	���	 � ��������� ����������	��� B

"�� μ = μS + μP � βS = μS/μ� � Ck � Sk - ��������� ���� �� αS �

������� ��(�����%����� �������� ��� �����"� ����� � 1225 �
������������ ���������� $!�� ������� αP � βP � ϕP �

!� "��������� #�
���

:�� �� ������ ������������� 12@5 �"����� ��������������������
������ �������� ����* ����$��� ���"�������������� . ��&��� ���
�������� $!�� k ≥ 1� T������*�� �� ��� � ��� ����� �������*
�������������� ��������"� ����"���������  �������� 12N5 ��%���
���� ��������* � PS 12@5  ��������� /� ��� 1	 ��(��� 23425� �
��� �*���� ��"�  �������� 12N5 �������$� ���

>2xG

>t2
= −[μSC(αS) + μPC(αP )]

xG

|xG|3 , 12A5

"��

C(α) = 1 + C0(α) = 1 +
3
4
α2 +

45
64
α4 +

175
256

α6 + . . . 1245

U��������� �����  �������� 12A5 ������� � ���� ��� ��� ������
��$� 1� ������� �� ���O5 ���%���� ��������*��� �����&� � ����
��"������ �� � ��������*��� ����& � &������� � ������ ���������
� � ���� ���� ����� ��������� ��� 1	 ��(��� 23425� 
����� ��
"������&������ ��������� ����� μS � μP ���������������

	���� ��� � ��� �����������* �� ��� μP � μS � '� ��"�� ��
μSαS = μPαP ���� ��� ��� ��� ���� k > 1

μSα
k
S = μPα

k
P

(
μP

μS

)k−1

� μPα
k
P .

+��$�� μSC0(αS) � μPC0(αP )� 
�)��� � ��� ����"��* C(αS) = 1,
���*&� ��� ���� S ����%������ � ���� � �������$! $ � ����&���
����� 7���� �������� �� � ��� ����* ���� �  ����������

>2xG

>t2
= −μ[1 + βPC0(αP )]

xG

|xG|3 . 12B5

:�� ���������  ����������  �������� 12B5 �����*�� ����(� ����
����$� )���$&�$ ��������� !����� ������� ������*� �����  ���
����$� ������� ��������� 1�����"� �������5 � �������*��� )���
������� '� ���� 0 �� ������� ������� �������� ���������� ����
���� ������� ���������� ���%���� c � ������� V������ f �� ��
 ���������� �����"��� ��� ������ �� ��(����  �������� 12B5� 
��
����*� ������� c � f ���������� ��������$� ����� � �� �� �����

����������	
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���� 8� L�����	��
 ���	��	���� ��
��� �� �������� (αP = 0.2� βP = 10−6;

���������� "������ � ���� ��� ������ ���� ���� ���"�� ���������
������  ���������� �������

+�������� ������� ����� ���������*��� ����������  ��������
���  �������� ��" � ���* ���*�� ��������� ��� ��������"� ���
��"���������� � ����������� ��"�� �������������������� ���� !��
��� ���� � ��������� � ��������� #���� ��"�� ��������� ��� )��
 �������� ����������*�� ��� ��� �!� � ���� ��� ��� �� �����%��
�������������������� �������

+����� ��� �����������"� ����"���������  �������� 12B5 �!�
����$��� �����"������� ������*� ��� ��  ������$� �����*�� ���*�
(�� ������� )..���� � ������� ����������� ��������$!�� �����
%���� ������ ���"� ���� �� ������� '� ���� 0 )�� ������� )..����
�������� �� ������� �������� ���"��� λ�

������� )..���� � ������� ���������� ��" � ��M�����*�� �����
����������� ����������*��� )���"�� ��  ���������� �����" � K���
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�� �������* )��� ������ �� ��������� )���"�� �� ������� �����
�� "���"� ���%�����

$� "�������� %������ � ��
 ��&���� � ��
�
�
� ��
���


�����*� �� ������������� ���� S ��� &������*���� �� P = PP �
7�"��  �������� ��� )���"�� H � ��� ����* ���

>H

>t
= (ẋ ·PP ). 12C5

	�� ������%����� �&���� ��������� H ��� ������������ ��������
��� � ������ ����� 12C5 � ��� �������* � �� "���� ������� 7�"��
(ẋ · S) = 0� � (ẋ · T) = |c|/|x|� :���� ��"��

|x| = PQRSJ �
μ

|x| = −2H.

?���* � ��%� ���  ������� � ��� �� ����* ������ P ��� α� β � ϕ�
� ��� �*����  �������� 12C5 ������ ���

>H

>t
= −2H

|c|
|x|2β

∞∑
k=1

Sk(α) sin kϕ.

?������� ��� α = PQRSJ�
9 ����!*$ ��..����&���*��"� ��������������

>λ =
|c|
|x|2 >t

�������� � ����� ����������� ����������� �������� ���"��� λ� �
 "�� ϕ ���������� ���

ϕ = [ω − 1]λ+ ϕ0,

"�� ω = α−3/2 - ����(���� ������� ���%���� �����"� � ����*�"�
���� � ϕ0 - �����*��� .���� ��������$!�� �������� �������%����
��� �� ��������

'�����&�  �������� )���"�� ������(���� ���

>H

>λ
= −2Hβ

∞∑
k=1

Sk(α) sin k([ω − 1]λ+ ϕ0). 1235

8�������� 1235 ��"�� �������"�������* ������������� 
���"���
λ0 = 0 � H0 = H(0)� � ��� ����* ��(����

ln
H

H0
= 2

β

ω − 1

∞∑
k=1

Sk(α)
k

(cos k([ω − 1]λ+ ϕ0) − cos kϕ0). 10N5
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����  ��������� 10N5 �� λ � �������*$ �� ����� β �����"�
������� ��� ����

H̄

H0
= 1 − 2

β

ω − 1

∞∑
k=1

Sk(α)
k

cos kϕ0. 1025

'� (
��)����
������ 
���������� 
�������� ���*����


�����*� )���"�� HG ���  ����������  �������� 12B5 ���������
� ����� H0� �� (

H̄

H0

)3/2

=

(
H̄

HG

)3/2

=
n̄

nG
,

"�� n̄ � nG - ������� ���%����� ���������� $!�� H̄ � HG� +��
�$�� ���� ��� ��� ��� ��"�(���� ������� )..����� � ������� ���
�������� λ ���������� �������* ������� ���%���� nG�  ���%��
�"� �� n̄/nG� ��� �� ����� ���� ���������� �� ������ nG �� n̄� 9
�� "�� �������� ������*� nG ∝ √

μ� ����� ������"� ���%����

nG ��%�� ���������������* ��� �����%���� �������"� ��������
�� �� (n̄/nG)1/2� � ��� �*���� ����� �����%��� ��������������
 �������� 12B5 ������( ��� ���

>2xG

>t2
= −μ

(
H̄

HG

)3/4

[1 + βC0(α)]
xG

|xG|3 . 1005

'� �������� ����(���� )���"�� � 1005 ��%�� ��������* �� ����
���%����� .��� ��(

H̄

HG

)3/4

= 1 + δ, "�� δ = −3
2

β

α−3/2 − 1

∞∑
k=1

Sk(α)
k

cos kϕ0. 10<5

K���� ����* ������������� � ����� Sk(α) ����(�� ���������
�� ��� �� ����� α ��������"� �������,

S1 =
3
8
α3 + . . . , S2 =

3
2
α2 +

5
8
α4 + . . . ,

S3 =
15
8
α3 + . . . , S4 =

35
16
α4 + . . . ,

� ��� ��"�� ��� ���� � 12@5 ������$� �������������� ����������
������ 16��(�������� 233B5� Ck(α) � Sk(α) ���$� ��!�� ���(

Ck

Sk

)
=

∞∑
i=0

(
ck,k+2i

sk,k+2i

)
αk+2i,

����������	
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��� )��� c00 = s11 = 0�
T�������� �������*� ��� �������� ������� )..����� � �����

��� ����������� "������ �������� ������� �� ����(���� ��������
����� α �����"� � ����*�"� ��� � �� �����*��� ���.�" ��&��� �����
������  "��� ϕ0� 
����� ��� �$��"� α < 1 ��%�� ��������* �����
ϕ0� ��� ������� ������� )..���� � � � ��� ��������*� ���� δ = 0�
7��� ��� ���������� ����� α ����� ϕ0 � � � ������ � ���������
ϕ0 = π/4 + iπ/2 (i = 0, 3)� ������� .��������� ����$��� �������
 �������� cos 2ϕ0 = 0�

L� ����������� �������* ������������� ���%����  ����������
1005 � ��� %� ��������� ������� ��� �� ����������� ��(�� '� ���� <
�������� �����%����� ��(����  �������� 1005 � 135 � ���������
��� �� �������� α� ?���* "��.�� )��� ����������� ��������� ���
(1 + δ)(μS + μP + δμ5� T���"��������� ����������* �� ���������
������� C@ ������� ����*�"� ������ 	�� ��������� �� ���%� ������
��� �&���� �����%����� ��(���� ��� ������ !�����  ��������,
C(α) = 0 1μS5W ���  ��������� "�� ����� �����"� ���$���� � ���� 
�����"�, C(α) = 1� C0(α) = 0 1μS + μP 5W � ���%� ���  �������� �
���� !�$!�� ����� �� "� ����� ���*&�� ������� $!�"� ������� ��
�����"� ����, C(α) > 1� C0(α) �= 0 1μS + μP + δμ5� �� ���� �� ����
ϕ0 = 0� � �����*��� ������ ��� ����*�"� ���� ���������������
��� ��� $!�� �� "���� ������ � ��������� ���� ����

T� ��� ��� ������ ���  ��� ������� )..����� ��������� � !��
������� �������* �������* ������������� ���%����� '����� ����
����* ������ α = 0.5� ���������� � ��M�������� ���� ��� ��� ���*�
��� "������&������ �������� �� �����"� ���� ������ ����*�"�
��������*�� ���������� �� �� "����� ��)��� ��� ������ ���� �&���
�� ������� )..����� ���������� ���(��� "� ����� :���� ��"��
���� �� �������*� ��� ����������������� �������� ��� α < 0.3�
"������ �������� �� �������� �������� �(���� ��� "������ ���
������ � ���$ ������*� ������� ��������*���  ���*(����� (��
"� ����"��������� � �����  ���������� ��M��� ����������� ���
���� ���� ��� ����"��������� �������������������� ���� !�����

=����%����� ��(���� ��� �� "��  �������� ��������*�� ���*�
(�� 6��� ���  ��������� "�� C(α) = 1 � C(α) > 1 1"� ����� ���*&�5�
�  ���*(����� α �������* �� ��(���� ����(������ ������ ���
C(α) > 1 �(���� |Δx|  ������ �������� 7�"�� ��� ����"�������
��� ������ !�����  �������� ���� ����� ���� � �� %� �����*��
���*(�� �����%����� ��(���� ���������� �� α�

T�������� �������*� ��� ��� α = 0.3 1L���5 �������������
������� �� ������� � ����!*$ "� ����� ���*&� ���� ��� %� ���

� M��� ��	�%	 �	�� N J���	�� �� "�� �����	�����	� ���	����� *@@@ �	�
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���� �� L�����	��
 �	#	��� �����	���� �����	��� �� ��������� �	#	��
 ���
��������� α (β = 10−6;

� �*���� ��� � ������� ���$����� ����� ������� � &������*���
����� 
�)��� � ������ �� ��� �� ����� ������"� ������ �����*���
���* ���%���  �������� � "� ������ ���*&�� ������ �������  ����
����� ������ �� � ���� �� � ����.�&��������� "������&������
�����������

: ��%�����$� �&���� ������� )..����� 10<5� ��� ������ ����
��� �� "���"� �� ���� �������$��� �����(���� ������������ ��%�
���  ������� )��&��������� ������ � �� %� ����� �������������
�������� ��� δ � ��!�� �� ��� ���*�� ���� ������*��� 	���� ��
������"��� ��������� ��"����� ��� ������%����"� ���������� δ�

+� ��� ��*���
� ���������� δ

T��� ��"������ ������� � �&���� δ �� ���������$ ��(����� ��� �
������ ��  ���������� � ��������  ��������� �� ����� ��������
�� ������� ������� ����"� �������� ?���� �� �����(����� �����
������*��� ��������� ����"��� $��� ����.�&���������  �����
������  ���������  ������$!�� ������� )..���� �  "����� �����
������� �� ���� ��"� �  ������ �������* �������������� ��������"�
���&�����

+�������� �������� �����"� �������������� ���������� ������
��������������� ���� !���� ���������� �������� �! ������ "����
��� �������� � )���$&������ �������� ��"�� ������������ ����
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%���� ���������� �� �����*�� ������*��� ��������� ����������
������� 2NN �������� ��M���� � ������ 
�)��� &������* �����
��"����"� ��"������ � ��� ��� ��(�� ��� ������� ������ ����
�������� �������� �������� ���� �� �������*� ������*� ��"�����
������%������ �� �� ��������� �������*$  ����* ������� )..���
�� � ������� ����������� ��� �� ������ � �"� ����!*$ ��� %�
 ������ �������* �������* ������������� ���%���� �� ������*��
���������

� ������ �� � ��� ���� ��� �������*�� ���� ���� )���"�� �� �
������� ������������ ��(���� ������$��� �� ������� ΔHK �
��������� �����*��� ������ ������� t0� )�� �������� � ������
%����$ ��(���� ΔxK � ������������ � �������� �&�����

ΔxK =
3
2

ΔHK

HK
ẋKΔt, 10@5

"�� Δt = t−t0� 	����%�� 10@5 �������� ����� � ������ �� ẋK � �����
�����%��� �������������� ��� ���

ΔHK

HK
=

2
3

(ΔxK · ẋK)
|ẋK |2Δt . 10A5

7�"��� ����"��� ��� ��(� ��(���� ������ � ������������� ��"�����
.��� ��� 10<5 � 10@5 � ��� ����*

δ =
3
4

ΔH̄
HG

=
1
2

(Δx · ẋ)
|ẋ|2Δt . 1045

+&���� 1045 ������%������ K����  � �(��* ��� ��%�� ��������*
����������� ��  %� � ������������ ����.�&���������  ��������
� �&����� 1045� � ��� ������ �� ���������� δ�

7����* ���������� �������������� $ ����� � ���%���� ���
������*��� �����&� � "������&������ ���� &������*��"� ���� S
� ��������*��"� ���*&� P � ���� ��� ρP � 7�"�� � ������������
�������� ��������� � ��������*$ ���*&��  �������� ������ ��%��
����������* � ����

>2xG

>t2
= −μS

xG

|xG|3 +
∂U

∂xG
, 10B5

"�� xG = (x1, x2, x3)T � � U - ������� . ��&�� ���*&� 1	 ��(���
23425,

U =
2
π

μP√
(ρ+ ρP )2 + x2

3

π/2∫
0

>ψ√
1 − κ2 sin2 ψ

,

� '� � ������	�� (OEPDQ>23E� ?@@R;

����������	
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ρ =
√
x2

1 + x2
2, κ2 =

4ρρP

(ρ+ ρP )2 + x2
3

.

���� ����%�� x3 = 0� α = ρP /ρ� � β = μP /μ� �� ����� �����%��
��� ������ ����� 10B5 �� ����� �������� α ���������� ��� ���
 �������� ���� 12B5�

'�����&� ����� δ 1045 � 10B5� ��� ���� ����.�&���������  ����
�����

>2xG

>t2
= (1 + δ)

(
−μS

xG

|xG|3 +
∂U

∂xG

)
. 10C5
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K���� ����������* �������* ������������� ���%����  ���������
�� 10C5� �� ������� ��������� )����������� �������� ���������
� ��(�� �� �� ������� ���������������� ������� '�������� ���
�������� ����%���� �������������� ��������"� ����"���������
�������� ��%�� ��� ������������� �� �������� ��������� �����
��� ���������� ��������������������� ���� !������ �� �������
��������� �� ������ ���� "���������� K���� ���������* )�������
���� �  ������� �� �������� ������� �� ����� �����*���  ������
��� ����*�"� ����� ���������� $!�� ������ ����"� �� ������� �� ��
����� 
������� /������� � �������*���� )��������� e = 0.16�
I = 28◦ � ������� μS = 1� μP = 10−4� T���"��������� ������
�����* ������� ;�������� 2A�"� ������� � ���������� (�"�� ��
��������� ������� 2@4 �������� ��M���� 12NN ���5�

��%����*  ����� ��� ��(� �������� ��"����� ���������� ��
���� @� 7��� ���� �� �������� ����"��� �� ����� /������� ���*��
 ��� ������� �� T� � ��� ��������*  ���*(���� (�"� ����"�����
������ � ����� ����%���� �������������� � C ����

'� ���� A ��������� ��� �*���� )������������ ���������� ���
(����  ���!�����  �������� ���������*�� �������"� ��(�����
:�� ���������� ��� ���� ����������� ��� ����� %� ��� � �� ���� <
��� ��������� ������� 6��� ����* ��� ����.�&���������  ����
����� �������� δ ����������* �� ����%����� ��(� ��"����� �
������ �� ��������� Δt� ������ 2 ������ � T� ��� ��� ������ ���
 ��� ����� �������� ���������� ������� )..����� � ������� ���
�������� ��������� �������* �������* ������������� ���%���� ��
������*�� ���������

L� ���%� ����������� )..���������* ����������  ��������
10C5 � ������������� ����*��"� ���%���� ������"� �� ����� /��
������ � ��� �� � ���� !���� �� ���$���� ������� �� ����
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"��������� �� ������ � �� 9���&�� 
����� ���������� �������
��� �� ������ ����������* �� .��� ��� �� "���"� ���%���� �
��������� )������� 
�������� � ���������� 9���&� - �� ).����
���� XD0NN� �  ����������  ��������� ������� �� "���������
�� ������ �������������* � ����!*$ "� ������ ����&�

'� ���� 4 �������� ��������� �(���� ������������� ��� ���
���*������� ���������  ���!�����  ��������� � ���������� ��
��� ��� ������ ��� ����.���&��  ��������� ��� ������ � ���
 ��������� /� ���� ��������� �������* �� �������* �� ������*��
���������

7���� %� ������� �� ��������� ��� �� "�� ������� �� ������,
;����� 
���.� � 9����� � � �����&� ��������� ������*�� � !��
������� ��%�� �������* �������* ��������"� ������������� ���
������ )��� �� ������ � ��� �������� ��������� δ� T� �����&�
������ ���  ��� ���������� ������� )..����� ��������� �������*
�������* ������������� �� 2Y0 �������� ?���* ���*(�� ��� ��* a
� �(���� |Δx| ���� � ����

9��� �� �������*� ��� ������ �&���� ��� ���� �� ���������
%����� ��� "�������� �� ����� ���% ��� �� �� "���� � )������
����*��� �������� � ����*����� )�� �� ���� 
�)��� �� ���%�

� W����	��� ��
 ������	��
 ��������� �����		��� ��������� 
��� ��
��
�� (XY3>Z3� *++-; 
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G�
���� V W���#	��	 �������� ����	����� ���	��������
 ������������
����	��
 ��� ��	�	 δ

'������ a |Δx|δ=0 |Δx|δ �=0 |Δx|LC−L |Δx|LCP −L

[YB6CY6 UV 0.076 1.1 · 10−5 2.5 · 10−7 2.7 · 10−6 9.7 · 10−7

AC646 UVV 0.078 2.8 · 10−5 1.2 · 10−7 3.0 · 10−6 2.6 · 10−6

\6>Y7263 UVVV 0.157 3.8 · 10−7 5.1 · 10−8 2.1 · 10−7 7.3 · 10−8

]Y8073 V^ 0.158 2.4 · 10−7 5.5 · 10−9 2.0 · 10−7 2.9 · 10−8

�&������ ������*�� � !�������� ����%����� �������* �����������
��� ���%���� ������� �� ������ �� ���� ����"�  ���!���� ������
������������ ������� "��������� �� ������� 
�� ������ �(����
���������� � �����&� ��� |Δx|LC−L� +�� .��������� ��������$�
������( $ �������* �������������� ��� $ ��%�� ��� ���* ���
�����*������� ����.�&���������  �������� � ���������� δ� �
���������� �� ������ ��� ��� �� ������ ��������� /������ � ���
��!*$ �������� δ ��%�� ����*�� ��� ���* ����(���� ��������
��(* �� �������� � ��� ��������� 
���.�  ��� ������� )..�����
����!� ����"� �� ����� 
����� ��� ��������� /������ ������*��
�����%���� �������* �����*�� ������ � ���������� �  "����� ���
������ ������� 0.1′′� ��� ���������� �� �������� 
?9�����$������

+����� �������* ������������� ��%�� ������� �������* � ����
�������� ��� �� ������ ��������� 
���.�� ���� � �������������
���%���� "��������� �� ������  �������* ���&����$ �� �����
1��� |Δx|LCP −L5�

�/� 0
�
��
1���
�������� �
��
����� � ���������

��� ��������

� ����$����� �������* �� �������*� ���  ��������� /� ���� �����
��%���  �������� �� �������������������� ������� ���� �����%�
����* � ���*���(�� )..������� ��������* � ��� �� "�� ����� �
��&�� ��� ����(���� �������������� ��������"� ����"����������
'�������� �������� ���������� $!�� �������������� ��� ����
������������ ������%���� �  ����������  ���������� �� ��%��
�����*�� ����(���� ������������� �� ��������"� ����"���������
�!� � ������*�� ���� 
�� ������� %� �  ��������� �������������
�������� ������ )�� ������� �� )..�������!�
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'� ���� B ��������� ������*�� )..������� ���������� ������
����&�� #� �"���� 1ZI[\]IGJF� 23B<5 � ��������� �������������
�� �������"� ���%����� T� ��� ��� ����� 1^_J `aISS � _J `aISS5�
��� ��� ������� �  ��������� �������������������� ������ ����
������&�� ����"� �� ����� � �� %� ����� ���������� ���������&��
�  ����������  ��������� 1^_J bI[SS � _J bI[SS5 ��������� ���
�����* �������������� ����"��������� �!� � ������*�� ���� 7���
��������� ��� �������� ������� 10−7 ���� � ����!*$  ���������
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