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��������

�!$�% �� %� #!#( �����!#(�$�) #"*� )(�)� �) %� �%� �����#� %#!���.

"#(�$��- �� �%� ������) %#!��� #"*� ���$#&# !(�@�$�) 7"�!� �(�)� 

�#*#� �#(#��7$#� � �"�($�$��A �()�,(�/B�> %�@!� �#*#� 7�"�%� ",A

�# #",� $�7#�"�!� (�$$# >�"�� �"���/ !�$�%�����#� �#� #)$�� #*C.

�� � $� #"*� �- ���% #*"��#%A �����!#(� ������� 7"#D��� �(#!� �) �

"�0�$�/ �#$�"� $#� %� �%� �����#� ��!���A � �%�$$# � "�0�$�/ �#.

# (� � (�/B�> �"�($�$��- � �#("�%�$$#� 7#� �$#(�� 7#� � (��  ����

��!��� $� �%�/  #�$,> "�0�$��A 7#< #%� 7"� %#!���"#(�$�� ��7#��.

��/ �) 7"�*��@�$$,� �����$$,� %� #!,-

�#("�%�$$�) %� �%� ������) %#!��� #"*� , #�$#(,(�� �) $� !#� �.

 #�$# ��#@$,> !����"�$D����$,> �"�($�$�)> $�*��$#� %�>�$���A �#.

 #",� $� �$ �&"�"�/ �) �$��� ������- ��) �> "�0�$�) 7"�*�&�/ �

7"�*��@�$$,% �����$$,% %� #!�% �$ �&"�"#(�$�)A � (��� < # 7"#D���

"������� �) $� 7#!"��$#% �#%7�/ �"�-

� 7#���!$�� ("�%) !�) �����$$#&# �$ �&"�"#(�$�) !����"�$D����.

$,> �"�($�$�� #"*� ���$#&# !(�@�$�) (�� ��B� ��7#����/ �) $�)($,�

'#!$#0�&#(,�+ %� #!, ��$&�9��  ,- ���($,% $�!#� � �#% < �> %� #.

!#( )(�)� �)  #A � # $� ��@!#% 0�&� �$ �&"�"#(�$�)  "�*�� �) $�#!.

$#�"� $#� #*"�B�$�� � ��$�D�)% 7"�(,> ��� �� �"�($�$��A 7"���%

 �% *#��0�A ��% (,0� 7#")!#� %� #!� � ��% $�@� ��#"#� � �>#!�%#.

� � � �"�D�#$$#&# 7"#D����A  "�*��%#&# ( (�!� $�)($#� � !�) "�0�$�)

�## (� � (�/B�� ��� �%, $���$��$,> �"�($�$��- E # $�!#� � #� # .

�� � (�� ( %$#&#0�&#(,> %� #!�>- ����(���%# # 7#")!�� %� #!�A #$

 "�*��  #���# $���#���# #*"�B�$�� � 7"�(,% ��� )%A 7"���% )($,�

%� #!  "�*��  #���# #!$# #*"�B�$��-

��� ,(�) < # #*� #) ���� (#A %, 7#� �(��� 7�"�! �#*#� D��� �����.

!#(� � <���� �($#� � %$#&#0�&#(,> %� #!#( �!�%�� 7"�%�$� ���$#

� �����$$#%� %#!���"#(�$�/ #"*� ���$#&# !(�@�$�)- ��) < #&# $�%

7"�!� #)�# "�0� � ")! ��!��F 6+ �#� �(� � ��&#"� % !�) 7"#&"�%%$#�

"������D�� %� #!� �!�%��G 4+ $� #�$#(� �#� �(��$$#&# ��&#"� %� $�7�.

�� � 7"#&"�%%� �$ �&"� #"� $� )�,�� 	#" "�$G 8+ 7"#(�� � �����$$,�

<��7�"�%�$ 7# �����!#(�$�/ <���� �($#� � %� #!� �!�%��G :+ (,7#�.

$� � �$���� 7#����$$,> �����$$,> "����� � #(-
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$ ������ ������

$($ ��)	*+ , -	,)	.��+/ 01	/

�$#&#0�&#(,� %� #!, 7#)(����� &#"��!# "�$�0�A ��% %� #!, ��$&�9

��  ,- �7�"(,� �> 7#����� �@-�- �!�%� �B� ( 6H;; &- I6J- �% @� �7#.

�#*#%A � # � �!�%�A (,(�!�% 7�"(#� ��%��� (# %$#&#0�&#(,> %� #!#(

'�!�%��9K�0�#" �+-

2"�!7#�#@�%A !�) ��!��� �#0�F

x′ = f(t,x), x(t0) = x0;

$�% ��(�� $, 7�"(,� r + 1 "�0�$�) x0, . . . ,xr $� "�($#%�"$#� �� ��

t0, . . . , tr � 0�&#% h- #&!� !�) 0�&� r + 1 �#"%���$# "�0�$�� %#@$#

7"�!� �(� � ���

x(tr+1) = x(tr) +

∫ tr+1

tr

f(t,x(t))Lt. '6+

1�%�$�% 7#!,$ �&"���$�/ ��$�D�/ $� �� �$ �"7#��"�/B�� 7#��$#%

��/ #$�A 7#����$$,� 7# ���#(,% �$���$�)% fi = f(ti,xi) (i = 0, . . . , r)F

p(t) = f0 + f0,1(t − t0) + f0,1,2(t − t0)(t − t1)+

+ . . . + f0,1,...,r(t − t0) . . . (t − tr−1), '4+

&!� "��!���$$,� "��$#� � (,����)/ �) ��  "��&#��$���

t0 f0

f0,1

t1 f1 f0,1,2

f1,2 . . . f0,1,...,r

t2 f2 . . .

. . . . . . . . .

tr fr

#&!� �����$$,� �$��#& '6+ *�!� ��!�(� ��) �#"%��#�

xr+1 = xr +

∫ tr+1

tr

p(t)Lt. '8+



:

�#&���$# '8+A !�) r = 0, 1, 2 7#�����% ���!�/B�� )($,� �#"%��,

�!�%��F

x1 = x0 + hf0 (%� #! E���"�),

x2 = x1 + h

[
3

2
f1 − 1

2
f0

]
,

x3 = x2 + h

[
23

12
f2 − 16

12
f1 +

5

12
f0

]
.

	#"%��, �!�%�� 7#����/ �) 7"� �$ �&"�"#(�$�� �$ �"7#�)D�#$$#.

&# %$#&#���$� '4+ # tr !# tr+1A  -�- ($� �$ �"(��� �$ �"7#�)D��- �!$��#A

��� %, �$��%A ($� < #&# �$ �"(��� �$ �"7#�)D�#$$,� %$#&#���$ #*,�.

$# !�� !#(#��$# 7�#>#� 7"�*��@�$��- M #*, "��"�0� � < � 7"#*��%�A

�!�%� 7"�!�#@�� !�) �$ �"7#�)D�� ��7#���#(� � �$���$�� fr+1 (%�� #

f0- � � #&� #$ 7#����� $�)($,� %� #!, '�!�%��9���� #$�+- 2"�(�!�%

7�"(,� �� $�> !�) r = 0, 1F

x1 = x0 + hf1 ($�)($,� %� #! E���"�),

x2 = x1 + h

[
1

2
f2 +

1

2
f1

]
(7"�(��#  "�7�D��).

� ��A �/*#� s.0�&#(,� %� #! �!�%�� %#@$# 7"�!� �(� � ( (�!�

xs = xs−1 + h
s∑

i=0

βifi, ':+

&!� βi 3 7#� #)$$,� %� #!�- 
��� βs = 0A %� #! )($,�A �$��� 3 $�)(.

$,�- 2#")!#� %� #!� #7"�!��)� �)  #�$#� �/ �$ �"7#��"�/B�� �#"%�.

�, '4+- � #*B�% ������ )($,� %� #! ':+ �%�� 7#")!#� p = sA $�)($,�

3 p = s + 1- ���!�� ��%� � �A � # 7"� s = 0 ( $�)($#% ������ %,

7#�����% #!$#0�&#(,� $�)($,� %� #! E���"�-

$(# �2�*��)	2��	22��)	2

��)($�) �>�%� �$ �&"�"#(�$�) 7"�!7#��&�� � �"�D�#$$#� "�0�$�� ��.

� �%, $���$��$,> �"�($�$�� # $#�� ���$# ���#%#&# "�0�$�) xs- ��)

< #&# #*,�$# 7"�%�$)/ %� #! 7"#� ,> � �"�D��-

� �"�D�#$$,� 7"#D���  "�*�� $�����$#&# 7"�*��@�$�) "�0�$�) $�.

��$��$#� ��� �%,- �*,�$# �&# 7#����/ �� )($#� �>�%, �  #�$#� �/



;

$� 7#")!#� $�@�- �($�/ �>�%� $��,(�/ 7"�!�� #"#% 'P +A  #&!� ���

$�)($�/ 3 �#""�� #"#% 'C+A � � �"�D�#$$�/ 7"#D�!�"� ( D��#% 3 7"�.

!�� #"#%9�#""�� #"#%- �"#%�  #&#A ��� ��%#� #) ���$,� < �7 (,!��).

/  ��@� (,�����$�� ��$�D�� 7"�(,> ��� �� �"�($�$�� fs 'E+- ��%.

(#��$# �>�%� 7"�!�� #"9�#""�� #" 7"�!� �(�)� �) ��� P (EC)lEA ����

7"�(�) ��� � fs � #�$)� �) 7# ��7"�(��$$#%� "�0�$�/A ��� P (EC)l *��

� #�$�$�) 7"�(#� ��� �- 1!��� l 3 ����# � �"�D�� !# �>#!�%#� � � �.

"�D�#$$#&# 7"#D���� � ��!�$$#�  #�$#� �/- �*,�$# l = 294-

��7"�%�"A !�) %� #!�  "�7�D�� '$�)($#&# %� #!� �!�%�� ( #"#&#

7#")!��+ ( ����� (� 7"�!�� #"� ��7#����/ %� #! E���"� ')($,� %�.

 #! �!�%�� 7�"(#&# 7#")!��+ �A ���!#(� ���$#A 7"#D�!�"� 7"�!�� #"9

�#""�� #" P (EC)l �%�� (�!

P : x0
1 = x0 + hf0, E : f1 = f(xl

1) C : xl+1
1 = x0 + h

[
1

2
f0 +

1

2
f1

]
.

$(% ��)	*+ , -�2�/���+/ 01	/

��%�$�$�� (�����$, 0�&� !�) <���� �($#&# �����$$#&# �$ �&"�"#(�.

$�) ( %$#&#0�&#(,> %� #!�> &#"��!# ��#@$��A ��% ( #!$#0�&#(,>- E #

�()��$# �  �%A � # 7"� ��7#���#(�$�� %$#&#0�&#(#� �>�%, �$ �&"�"#(�.

$�) 7#����$�� ��@!#&# ���!�/B�&# "�0�$�) $� $#(#% 0�&� 7"�!7#��&�.

� 7�"�(,�����$�� 7"�!,!�B�> "�0�$�� $� $#(#� "�($#%�"$#� �� �� �

�## (� � (�/B�% 0�&#%- ��) < #&#A ��� 7"�(��#A 7"�*�&�/ � �$ �"7#.

�)D�#$$,% %$#&#���$�%- ���($,� $�!#� � #�  ��#&# 7#!>#!� �#� #� (

 #%A � # (%�� � � "�0�$�)%� $�#*>#!�%# 7�"�(,����) � � �$���$�) 7"�.

(,> ��� �� �"�($�$��- �"�&#� 7#!>#! 3 < # 7#� "#�$�� %$#&#0�&#(,>

�>�% �$ �&"�"#(�$�) $� $�"�($#%�"$#� �� ��-


��� ( )($#% %� #!� �!�%�� ( ����� (� 7"�*��@�$�) 7#!,$ �&"���.

$#� ��$�D�� (,*"� � 7#��$#% ��/ #$�

p(t) = fs−1 + fs−1,s−2(t − ts−1) + . . . + fs−1,s−2,...,0(t − ts−1) . . . (t − t1),

 # !�) s.&# "�0�$�) 7"� ��(�� $,> s 7"�!,!�B�> "�0�$�)> #*#*B�$��

%� #!� $� ������ 7�"�%�$$#&# 0�&� !�� �>�%� �$ �&"�"#(�$�)

xs = xs−1 +

s−1∑
i=0

γi1fs−1,s−2,...,s−1−i, ';+



=

&!� �#<���D��$ , γi1 (,����)/ �) "���""�$ $# 7# �#"%���% I4J

γ0j = (ts − ts−1)
j/j!, γij = (ts − ts−i)γi−1,j − jγi−1,j+1.

�� 7"�� ��� ';+ �!#*$# ��7#���#(� � (  �$!�%� � $�)($,%� �>�%�%�

�$ �&"�"#(�$�)- � $�)($,> %� #!�> � 7�"�%�$$,% 0�&#% (,*�"�� �)

7#��$#%

p(t) = fs−1 + fs−1,s−2(t − ts−1) + . . . + fs,s−1,...,0(t − ts−1) . . . (t − t0).

#&!� "�0�$�� %#@$# 7"�!� �(� � ���

xs = xP
s + γs1fs,s−1,...,0, '=+

&!� xP
s 3 "�0�$��.7"�!�� #" ';+-

�!#*� (#  �$!�%� ';+ � '=+ ( !�$$#% ������ �#� #� (  #%A � # �#""��.

 �"�/B�� ���$ ( '=+ %#@$# ��7#���#(� � !�) �#$ "#�) 0�&�A 7#��#����

#$ 7"�!� �(�)� �#*#� #D�$�� #0�*�� )($#&# %� #!�A  -�-

‖e‖cal = ‖γs1fs,s−1,...,0‖.
���%�" 0�&� ( 7"#D���� �$ �&"�"#(�$�) (,*�"�� �) 7# �#"%���

h̄ = h

(‖e‖tol

‖e‖cal

)1/(p+1)

, '?+

&!� h̄ 3 $#(,� 0�& �$ �&"�"#(�$�)A � ‖e‖tol 3 ��!�(��%�)  #�$#� �-

# ������������ ������������� �������

���������������

#($ �	,)�	�� 3�,
���	1	 4�,-�2�/��)

��) �����!#(�$�) <���� �($#� � %� #!#( �!�%��9���� #$� *,� 7"#.

(�!�$ �����$$,� <��7�"�%�$ - 2"�!(�"� ���$# $� #�$#(� �>�%, �$ �&"�.

"#(�$�) %$#&#0�&#(#&# %� #!� *,� $�7���$ �$ �&"� #" $� )�,�� 	#".

 "�$- E���� �($#� � %$#&#0�&#(#&# �$ �&"�"#(�$�) �����!#(����� $�

7"�%�"� �"�($�$�� 7�#��#� $#"%�"#(�$$#� <���7 �����#� ��!��� !(�>

 �� 'μ = 1A a = 1A e < 1A I = 0+�F

r′ = v, v′ = − r

|r|3
������ µ � �	
��
������� �
	
��	� a � �����
� �������� e � ������	����� I � �
���������



?

���

x′ =

(
r′

v′

)
=

(
v

−r/|r|3
)

= f(x)

� $�����$,%� ���#(�)%�

r1 = 1 − e, r2 = 0, v1 = 0, v2 =
√

(1 + e)/(1 − e).

1!��� r = (r1, r2) � v = (v1, v2) 3 (�� #", 7#�#@�$�) � ��#"#� � �#.

# (� � (�$$#- �$ �&"�"#(�$�� (,7#�$)�#�� $� �$ �"(��� ("�%�$� 6555

#*#"# #( ( �#%7�/ �"$#� �"��%� ��� � !(#�$#�  #�$#� �/-

���!�� # %� � � $��# #",� #�#*�$$#� � ( �#%7�/ �"$#� "������.

D�� %� #!� �!�%��9���� #$�- 1� � �" #(,� *"����� "�0�$�)A (,���.

��$$,� 7� �% �����$$#&# �$ �&"�"#(�$�) �"�($�$�) �����������% %�.

 #!#% ��$&�9��  , ':.&# 7#")!��+ I6J � �%�$�0�$$,% ( (#��%� "�� 0�.

&#%- ���%�" 0�&� �$ �&"�"#(�$�) (,*�"���) 7# �#"%��� '?+- 2"� < #%A

���� �#$��$,� %#%�$ #���,(���) ($� "� 0�&� �$ �&"�"#(�$�)A  # 0�&

(,*�"���) 7"�$�!� ���$#A �  �% � # *, #*��7��� � 7#����$�� �����$.

$#&# "�0�$�) $� ��!�$$,� %#%�$ ("�%�$� ( �#$D� �$ �"(��� �$ �&"�.

"#(�$�)- �"#%�  #&#A "�0�$�) $���$��$,> �"�($�$�� ( �#""�� #"� (,.

7#�$)�#�� %� #!#% 7"#� ,> � �"�D��- �� ��@!#% 0�&� !�) � #�$�$�)

"�0�$�) (,7#�$)�#�� !(� � �"�D��A � # 7"�!7#��&��# !(� #*"�B�$�) �

��$�D�� 7"�(,> ��� ��-

� 7"#D���� �$ �&"�"#(�$�) #D�$�(�����  #�$#� � � *,� "#!��� (��-

#�$#� � �$ �&"�"#(�$�) |Δx| #D�$�(����� $� �#$D� ("�%�$$#&# �$ �".

(��� 7� �% �"�($�$�) 7#����$$,> "����� � #( �$ �&"�"#(�$�) � $�����.

$,%� !�$$,%�A � *,� "#!��� (�� 3 �#����� (#% #*"�B�$�� � 7"#D�!�"�

7"�(,> ��� �� �"�($�$�)- ��@!#� ��!�(��%#�  #�$#� � ‖e‖tol �## (� .

� (�/ �(#� 7#���� ��� &�#*���$#�  #�$#� � � *,� "#!��� (�)- ���%

#*"��#%A (�"��"�) ‖e‖tol %, 7#������ >�"�� �"�� ��� �$ �&"�"#(�$�)

N #�$#� �9*,� "#!��� (��O !�) "�����$,> 7#")!�#( %� #!� �!�%�� (

�"�&#(#� ��!��� '"��- 6+A �  ��@� !�) P.&# 7#")!�� %� #!� ( ��!���> �

"�����$,%� <��D�$ "��� � �%� '"��- 4+-

#(# ��
�5 3�,
���+6 2�57
8))	�
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