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� ����*�%��&	' ����	�	*�� ����%� ������	���@ �	�
	��*���	' 	���9

�����	' L	��4�� ������5E ��� @�@���@ 	��	' �� ����	��� ��������5E.

� �	������� ��*@ ��@ �� ��:���@ �� %�G� ����� �����
��� & %�����9

�	*) *	�����	����M 
�� 	����5 ������5E ��� (	�*����)���@  ���

��((����4�����5E )������'M &	�	�5� ����
���)���@ %������	.

����	' ��)��	����  ��:���� ����% �	�
	��*���	' L	��4�� �

���	���	����* %������5E *��	�	 @�@���@ ���&	� �5���	��'���� �

�	���@ �	%�	���N �	����	������	� 	���������� �	��	@��' ����*�����9

�*	' ����*�%��&	' �����*5 ��@ �� ���&���	
	 �����������@ ����)9

�� *��5' :�
 ����
���	���@M �	
�� &�& &�A�	� ����)�G�� �	��	@���

	������@���@ �	 �� �	��:�*� 	:��&�*�M &	�	�5�M &�	*� �	
	M *	
)�

)��������@ �@�)�	�&	' ��)��	'%�	����.

�	�*����	 ��)��	��� %������	
	 *	�����	���@ �	��	��  ����)�9

G�*. ����������@ *	���� ��*&�)�	' �����*5 
������)�G�E ������5E

��� ��������@�� �	�	' ��&	�	�)� �		&)��	��� 	�4�����)�G�E ����9

*�%��&�E �	������*M &�A��@ �� &	�	�5E 	���5����@ �	�*� ��((�9

���4�����5*� )������@*�. � L�	' (	�*�����4�� *	A�	 	����)A���

�		���	 *�	
	 
��*	��%��&�E �	����@�G�E � :��	&�* ���&��	* %�9

��	�. �� 
��*	��&�M &	�	��@ �*��� ��*)� 5�	&)� %���	�)M (�&��%��&�

� �)��� 	������@�� :�
 �M ����	������	M 	:��&� %������	
	 ����
��9

�	���@ O-M ,P. >�* 5:� %���	�� 
��*	��&�M ��* *���:� :�
 ����
��9

�	���@. � ��)
	' ��	�	�5M ���� *	�����	���� 5�	��@�� � �	��:�*

:�
	*M L�	 ������� & �)G������	' �	���� *��	��%��&	' �	%�	���.

��@ �����:���@ L�	' ��)��	���  ����*�%��&	' ����	�	*�� %���	

�����
��� & *��	��* ���	����	���@ ��((����4�����5E )������' ��9

A���@ � 4���� ��&��%���@ �� ��E 5�	&	%���	��5E �	����@�G�EM ��9

�	M �	 &��'��' *���M )*���:���@ �E �*����)�. � ��&�* *��	��*M ��9

���*��M *	
)� 	��	�����@ ������5� *��	�5 ����4�� ����*���	 #<�9


���A�$M ���	 &		������ #D�&�$ OFP. � ���)������ �E ���*�����@ )*���9

:����@ ��@��� �	����@�G�EM �@����5E � �	������	' %���	�	' �����9

�	
	 ����. !� )��������	M %�	 L�� *��	�5 ��E	�@� :��	&	� ���*���9

���  ����%�E ����*�&� ����&�E ��)���&	M 
�� 
��*	��&�M �@����5� �

�	������	' %���	�	' 	���G���@ 	�Q�&�� 	&	�	 ������5M �	*����)�� 
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	������� ��)���&		' 	����5. ��&	� ��*������ (	�*5 �����������@

)������' ��A���@ �	�	�@�� �)G������	 �	5���� L((�&���	���

%������	
	 ����
���	���@.

� �	 A� ��*@M ����  	����� �*����@ E	�@ �5 *��5� &	�	�&	����	��9

%��&�� 	�*)G���@M 5����5� &�&�*�9���	 ����5*�M �	 5�	&	%���	�9

�5*� 	�*)G��G�*� (�&�	��*�M ���*������ 5:�������5E *��	�	

*	A�� 	&������@ �� L((�&���5* O-M ,P. ��	*� �	
	M �	@�����  	�����

���	����5EM �� ���5' �
�@�M *��5E 	�*)G���' ��	�	��	 ��&A� ��9

��� �� ��� L((�&���	��� ��)
�E ���*��@�*5E 	��
������5E *��	�	

#�����*��M 
�	*����%��&�E ����
���	�	 OHP$M ���)���%�	 � L((�&���	

���	���G�E  ��)%�� ��	�*)G���5E 	����.

� ����	*�	' ���	�� �� ���*��� 
���	
	 ���������)�		
	 	�Q�&��

/�)�	� �������	 ������)���@ ��	���*� &	�	�&	����	��%��&�E 	�*)G�9

��'M &	�	�5�  ��:�* ��)%�� 5�5����@M 
���5* 	����	*M �)������9

*� �������*�M � ��&A� ������
����@ ��&	�	�5� *��	�5 )��������@ &	9

�	�&	����	��%��&�E 	�*)G���' � 	4�������@ L((�&���	��� ���	��9

�	���@ *��	�	  %������	* *	�����	���� 	����5 /�)�	��.

� ���	* ������� 	�@��@ ��((����4�����5� )������@ ��A���@

/�)�	��M �����@ ��	����%��&�� � %������5� 	4��&� ��@��@ &	�	�&	��9

��	��%��&�E 	�*)G���' �� %������	� ����
���	����. �	 �	�	* ���9

���� ����*��������@ �����%�5� �	�E	�5 ��@ )��������@ &	�	�&	��9

��	��%��&�E %���	 �� )������' ��A���@M �	
�� &�& �����' ������

�	�@G�� L&�����*�������	*) ������	���� L((�&���	��� L��E �	�9

E	�	 ���*��������	 & %������	*) *	�����	���� 	����5 /�)�	��. �

��&��%���� ����%���@���@ 	��	�5� ���)�����5 ���	�5.
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� ���	�� ����*��������@ ��	���*�M &	�	��@ �		���	 %���	 	���&���

�� ���&��&� ��� %������	* *	�����	���� ����*�&� ����&�E 	�Q�&�	M

��E	�@G�E�@ �	� ��@���* ����&�E & 4��������	*) ���) *�����5E.

3���&�� 	�Q�&�5 5�5���  ��A���� ����&�E &	�	�&	����	��%��&��

	�*)G���@M )%�� &	�	�5E �)G������	 �	��A��� �5���	��'���� %��9

����	
	 ��	4����.

!� ���&��&� L�� ��	���*� 	�5%�	 �����:����@ �)*@ ��	�	��*�.

/��5' ��	�	� 	��	�� �� �	*M %�	 *���5 &�)��5E 	�Q�&�	 &��%����@

 *���) ������5 O+M BPM 	 �	�	* A� ��	�	�� ��@��� 	� ����&�E 	�Q9

�&�	 *	�����)���@ � �	*	G�� ��& ���5��*5E 
�)��	5E &	��4 O8M JP.

��� ��	�	�� ���	�@� & )��	G���5* )������@* ��A���@N  ���	*

L�	 R 	�*)G���5� )������@ ����%� �)E ��� � *	��(�4��	���5*


�����4�	��5* ����*���	*M 	 �	�	* R )������@M �	�)%��*5� �)9

��* )��������@ ��)��� OKP. /	������� ��������@�� ��A���� 	�Q�&��

�	%���M ��A��� ���5�. ?	�@  �	 A� ��*@ )��������5� )������@ 
	9

����	 ��	A���.

��& ������	M �	��� 5�	&�@ �	%�	��� �����������@ 	��������	
	

��A���@ � �	*	G�� )��������5E )������' �	���
����@M 
���5* 	�9

���	*M �� �%�� �	
	M %�	 	�� )%��5��� �&	5� 	�*)G���@ #���	
	 �	9

�@�&�$  	��������5E L��*����E. ����&	 ��*���*M %�	 �	��� )��������@

��)��� 	������@ �G� ��)%����5*� �		���	 �	��:�� �&	5� L((�&�5

 �5���	' ����*���	'M &	�	��@ 	������@�� �	�	A���� 	�Q�&�� �� 	���9

��M � L�	� ���	����	& ����	���@ ���%������5*M &	
�� 	����5 	�Q�&�	

�	����	%�	 ����&�. ���	%�*M  ���	�� L�� ��	���*� �� ����*��������@.

/�� ��	�E	��*	��� �� �������	� ������	���� *	A�	 ��'��  O-P.

� ����	' ���	�� �� ���*��� ����*�&� 
���	
	 ���������)�		
	

	�Q�&�� #/�)�	�$ *5 ����*������* �����%�5� *��	�5 �
��A����@

&	�	�&	����	��%��&�E 	�*)G���' #	� ����&�E ������$M � ��&A� 	4���9

��* �E *��	��%��&)� �	%�	��� � L((�&���	��� �	 �5���	��'����M

&	�	��@ *	A�� �5�� �	���
�)�� ��� %������	* ����
���	����.
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/�)�	� #-FHFH7 STUVW$ 	��	��*���	 	��	����@ & &����) ���������)�	9

5E 	�Q�&�	M & �	�&����) /�)���	 #���������)�	5� 	�Q�&�5M ��E	9

�@G���@  ,NF 	��������	* ���	����� � !���)�	*$ � & �		*) &����)

������9&����&	. � 	���%�� 	� &�����%��&�E ������ /�)�	� �*��� ����9

�	 ��&�	����)� #& L&�����&�$ 	����) #i = 17◦$ � 5�	&�* L&�4�����9

�����	* #e = 0.249$M �������� %�
	 	� 	&��5����@ ��	
�� ���A� &

�	��4)M %�* !���)� #���. -.-$. 3	��:�@ �	�)	�� 	����5 /�)�	�� a = 40

X.Y.M � �
	 ����	� 	���G���@ �	����@�� �	%�� ,+7 ��� O-7P. ��A����

/�)�	�� 5�5����@M 
���5* 	����	*M ����@A����* �	��4� � ������9
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���	. ���@��� �)������E ������ �	���%�	' �����*5 �)G������	

*���:�M 	���&	 �	*�*	 *��5E &	�	�&	����	��%��&�E 	�*)G���' 	��

�	�@�  	����) /�)�	�� *��5� �&	5� 	�*)G���@M &	�	�5� ��� *	9

�����	���� ��A���@ /�)�	�� �� ��������5E ��*���5E ��������E

�� A� ��	�E	��*	 )%��5���.

3)��* ����*������� ��A���� /�)�	�� �	� ��'����* ��� ����@9

A���@ �	��4� � 	��*� �	��:�E ������ �	���%�	' �����*5  L&�����9
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���	4�����%��&	' �����*� &		������M �@����	' � L�	E	' Z,777.
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�� )������@ ��A���@ 	�Q�&�� *	A�	 ����������  ���

[2x

[t2
= −

8∑
i=0

μi
x − xi

|x − xi|3︸ ︷︷ ︸
PD

−
9∑

i=1

μi
xi

|xi|3︸ ︷︷ ︸
PI

, #-.-$


�� x = x9M x0 = 0 � xi #i = 1, . . . , 8$ R 
���	4�����%��&�� �&�	�5 �	�	9

A���@ /�)�	�� � �	��4�M � ��&A� ����@
���G�E ������ �		�������9

�	\ t R ��*@\ � μi R 
�����4�	��5� �	��	@��5� ����@
���G�E ���.

� )������@E PD R 
�����4�	��5� ���5M ���	���������	 ��@�G��

�� /�)�	�M �	
�� &�& PI R ����4�����5� ���5M 5����5� ������4�9

����	���� &		�������	' �����*5.

��* 	�$�'��$"� ��+,,�-.���/��$�

�������@ ��A���@ /�)�	�� ����
���	����� %������	 *��	�	* D��9

E���� O--M -,PM &	�	�5'  ����	@G�� ��*@ �	���)���@ �	�)�@��	���� ���9

�� ������5E *�E���&	 ��@ %������	
	 *	�����	���@ 	����. /�����*

	��	�5� (	�*)�5 � ���	A�* ��
	���* *��	�� D��E����.

/����	�	A�*M �� :�
� h *5 ��:��* ����%)N

[q
[t

= f(t,q), q0 = q(t0). #-.,$

1���� t R �������*�@ ����*����@M q = (x, ẋ) R ����
���)�*5� ��9

��*���5�M � f R �������@ �&�	�C()�&4�@ t � q. ����* ����*���)�

τ = (t − t0)/h � ��������* ���)� %���� )������' #-.,$  ��� �	��9

�	*� ������� kN

[q
[t

=
1

h

[q
[τ

= f = f0 + A1τ + A2τ
2 + A3τ

3 + . . . + Akτ
k, #-.F$


�� &	L((�4����5 Ai �	&� �� 	��������5. ����
���)@ #-.F$ �	 τ M �	�)9

%��* ��:����

q = q0 + h

(
f0τ +

1

2
A1τ

2 +
1

3
A2τ

3 +
1

4
A3τ

4 + . . . +
1

k + 1
Akτ

k+1
)

.

#-.H$

8



/�����:�* #-.F$  ��� ������	�@4�	��	
	 *�	
	%���� !���	�� �� ���9

&� τ0, τ1, . . . , τk #τ0 = 0$N

f = f0+α1τ+α2τ(τ−τ1)+α3τ(τ−τ1)(τ−τ2)+. . .+αkτ(τ−τ1) . . . (τ−τk−1).

#-.+$

�� �		��	:���'

f1 = f0 + α1τ1,

f2 = f0 + α1τ2 + α2τ2(τ2 − τ1),

f3 = f0 + α1τ3 + α2τ3(τ3 − τ1) + α3τ3(τ3 − τ1)(τ3 − τ2),

. . .

#-.B$

�	�)%��* &	��%�5� ����	��� α

α1 = (f1 − f0)/τ1,

α2 = ((f2 − f0)/τ2 − α1)/(τ2 − τ1),

α3 = (((f3 − f0)/τ3 − α1)/(τ3 − τ1) − α2)/(τ3 − τ2),

. . .

#-.8$

� �	� 	%�����M ������@ #-.F$ � #-.+$M �)��* �*���

A1 = α1 + (−τ1)α2 + (τ1τ2)α3 + . . . + (−1)k−1(τ1 . . . τk−1)αk,

A2 = α2 + (−τ1 − τ2)α3 + . . . ,

. . . . . . . . .

Ak = αk.

#-.J$

A1 = c11α1 + c21α2 + . . . + ck1αk,

A2 = c22α2 + . . . + ck2αk,

. . . . . . . . .

Ak = ckkαk.

�	
�� 	�����5' ����E	� 	� A & α *	A�	 ���������� &�&

α1 = d11A1 + d21A2 + . . . + dk1Ak,

α2 = d22A2 + . . . + dk2Ak,

. . . . . .

αk = dkkAk.

#-.K$

�	L((�4����5 cij � dij @�@���@ %����*� �������
�M &	�	�5� 5%��9

�@���@ �	 (	�*)��*

cii = dii = 1, ci0 = di0 = 0 (i > 0),

cij = ci−1,j−1 − τi−1ci−1,j, dij = di−1,j−1 − τjdi−1,j (i > j > 0).
#-.-7$

J



� �		������� � #-.-7$ &�A�5' &	L((�4���� cij ��������@�� �	�	'

�)**) ��	�*	A�5E ��	�������' i − j ���%�� τ1, . . . , τi−1 �	 ���&	*

(−1)i−j. !����*��M

c62 = τ1τ2τ3τ4 + τ1τ2τ3τ5 + τ1τ2τ4τ5 + τ1τ3τ4τ5 + τ2τ3τ4τ5.

������ �	
����	 ��	��*� ����� ���%���@ τ1, . . . , τi−1 �)�)� @�@���@ &	�9

�@*� �	���	*� ���

Pi−1 = ci1 + ci2τ + ci3τ
2 + . . . + ciiτ

i−1. #-.--$

����%��5 α 	������@���@ �	 f M &	�	�5�M  �	� 	%�����M 5%���@9

���@ �	 ��:���@* q. �	
����	 #-.H$ L�� ��:���@ �)��* ������� &�&

q1 = q0 + h

(
f0τ1 +

1

2
A1τ

2
1 +

1

3
A2τ

3
1 + . . . +

1

k + 1
Akτ

k+1
1

)
,

. . . #-.-,$

qk = q0 + h

(
f0τk +

1

2
A1τ

2
k +

1

3
A2τ

3
k + . . . +

1

k + 1
Akτ

k+1
k

)
.

�	�*)�5 #-.-,$ ��������@�� �	�	' ��@�5� )������@ 	��	�������	 qiM

�	L�	*) 	�� ��:����@ �����4�	��5* ��	�	�	*.

��@ �	�)%���@ ��%����	
	 ������A���@ ᾱ �� ����)�G�* :�
� h̄ ��9

�	���)���@ ��(	�*�4�@ 	 &	L((�4�����E A �� ��&)G�* :�
� h. 3�����9

*����@ �������*�@ ����*����@ ����)�G�
	 :�
� �)��� τ̄ = (t − th)/h̄M


�� th = t0 + h. ������

τ = rτ̄ + 1, #-.-F$


�� r = h̄/h. �	
����	 #-.F$

f0+A1τ +A2τ
2 +A3τ

3 + . . .+Akτ
k = f̄0 +Ā1τ̄ +Ā2τ̄

2+Ā3τ̄
3+ . . .+Ākτ̄

k.

#-.-H$

/	�����@@ #-.-F$  #-.-H$ � ��������@ &	L((�4����5 ��� 	����&	5E

������@E τ̄ M �	�)%��*N

f̄0 = e00f0 + e10A1 + e20A2 + e30A3 + . . . + ek0Ak,

Ā1 = r(e11A1 + e21A2 + e31A3 + . . . + ek1Ak),

Ā2 = r2(e22A2 + e32A3 + . . . + ek2Ak),

. . . . . .

Āk = rkekkAk,

#-.-+$

K




�� eij R %���� ���(*���%��&	
	 ���)
	����&�M 5%���@�*5� �	 ��&)�9

�����5* (	�*)��*

eii = ei0 = 1, eij = ei−1,j−1 + ei−1,j (i > j > 0). #-.-B$

/	���)@�� �		��	:���@*� #-.K$ ��@ ĀM �)��* �*��� ��%����	� ������9

A���� ᾱ.

�4��&) Ā ��@ h̄ *	A�	 �)G������	 )�)%:���M ���� & ��' �	���@��

�	���&) ΔAM �	�)%��*)� &�& ����	��� *�A�) ���%���@*� A �	���

�����4�' � 	4��&	' Ā �� ��&)G�* :�
� h.

��A��@ �����4�@ 5�	��@���@ ����)�G�* 	����	*. ���%��� 	���9

���@���@ ��:���� q1M �� &	�	�	
	 �	 ���	' (	�*)�� #-.B$ )�)%:����@

���%���� α1. ����� 	������@���@ q2M �	 &	�	�	*) )�)%:����@ α2M � ��&

�	 qk. ��& �����	M ��@ �	�)%���@ �	����	%�	 E	�	:�E α ��	�E	��*	

��
	 ��:� , �����4��M 	%��� ���&	 R F.

��& �	��&	 ���%��5 α �	�)%��5M ��:���� �� :�
� h #τ = 1$ �)���

qh = q0 + h

(
f0 +

1

2
A1 +

1

3
A2 + . . . +

1

k + 1
Ak

)
. #-.-8$

� ��%��� ����
���	���@M �� ���	* :�
�M  &�%���� ᾱ 5������

�)��5� ���%���@ � ���)�&����@ 5:�	������5' �����4�	��5' ��	4���.

 ��� ��%����5' :�
 ���:&	* �	��:	'M %�	�5 	�����%��� ������)� �	9

&����)� �	%�	���M �	 �
	 ����)�� )*���:���. /�� 	���*����	 5����9

�	* :�
� 5�	&�@ �	%�	��� α �	���
����@ )A� �� H �����4��.

/	���)@�� #-.8$M #-.J$ � #-.-,$M ����)��	 �	&�����M %�	 ��:���� #-.-8$

��������*	  ���

qh = q0+h
k∑

i=0

biki, 
�� ki = f(t0+hτi,q0+h
k∑

j=0

aijkj) (i = 0, . . . , k),

� &	L((�4����5 aij � bi R �	��	@��5�M ����@G�� �	��&	 	� τi. ��&�*

	����	*M ����
���	� ��)���CD��E���� (�&��%��&� 	��	�� �� ��	��9

*�����5E (	�*)��E ��@�	
	 *��	�� �)�
�C�)��5.

/�	��	���5' 5�	� )��	 ti ���� *��	� �	�@�&� k + 1. ����&	M ��9

�	���)@ �	'��� ��@�5E *��	�	 �)�
�C�)��5M D��E��� 5���� ���9

������ ��)���C���	M %�	 �	�	���	 �	5���� �	%�	��� *��	�� �	 �	�@�&�

2k + 1.
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�	���	�� :�
� ����
���	���@  ����
���	�� 	�)G����@���@ �	 �9

��%��� �	������
	 %����  #-.-8$. /)��� ‖etol‖ R �������@ �	%�	���. /	9

����)�*M %�	�5 �� ����)�G�* :�
� 5�	��@�	�� ������	

h̄

k + 1
‖Āk‖ = ‖etol‖.

������M ���	���)@ �	������� �		��	:����  #-.-+$M �	�)%��* 	4��&)

h̄ = hr = h

(
k + 1

h

‖etol‖
‖Ak‖

) 1
k+1

. #-.-J$

�%����	M ��� ��������@E ��)���C���	 � ��)���C<	����	 ���	����	& ��9

&	' 	4��&� �	��	��  �	*M %�	 :�
 �	 ��' 5�������@ &�& ��@ ��:���@

�	�@�&� kM �	L�	*)M 		�G� 
		�@M 	�� �� 	�����%���� �	E������� �	9

&����	' �	%�	���.

�	 ����A���� ���:&	* �	��:�E #� *��5E$ �	&����5E 	:��	& �� r

����)�� ���	A��� 	
����%����N

1

σ
< rk+1 < σ. #-.-K$

��@ �	
	 %�	�5 ���%��� �	������
	 %����  #-.-8$ �5�� 	
����%���

 �������E 	��	
	 �	�@�&�M ���%���� σ �	�A�	 �5�� ���	
√

10. D�	

����)�� �� �	
	 (�&��M %�	 h̄‖Āk‖ ∼ rk+1.

�5�	������ 	�	�E �������� ��	��@���@ ��:�  ��%��� ����
��9

�	���@ ��� 5�	�� �����		
	 :�
�N ���� #-.-K$ �� 5�	��@���@M �	

����
���	���� �	�	�@���@ � �	5* :�
	* h̄ = hr � ��& �����M �	&�

�� 5�	�����@ )��	�� #-.-K$. ��5%�	 ��@ �	�)%���@ �����		
	 :�
�

����)���@ �� �	��� H �����4�'. � ������':�* ��@ 	
����%���@ r ��	�9

�@���@ �	��&	 ���	� ��������	N ���� ��������	 �� 5�	��@���@M �	

r �����*��� ���%���� ���	
	 �������.

!�%����	� ������A���� �����		
	 :�
� �	�)%����@ �� 	4��&� #-.-J$

��@ k = 1N

h̄ =

√
2h‖etol‖
‖f1 − f0‖ , f1 = f(t0 + h,q0 + hf0), #-.,7$


�� h R *���@ ���%���.  ��� h ����	��&	 *���M %�	  &	*�������	'

���(*���&� f1 = f0M 	�� )���%�����@  -7 ��� � 	4��&� �	�	�@���@

��	�.

--



��0 ��"��$ 1�,2 � "3��2 �% !� ! 2"�"$2"4�� "( 1�,2 /

�"56+7�� 8 �� 1 ,%���"�  �$�'� �"��� � "�# $

!� ���*��� 	
����%���	' &�)
		' ����%� ���E ��� *5 �	&�A�*M &�& &	9

�	�&	����	��%��&�� 	�*)G���@ ��@�� �� �5���	��'���� %������	
	

����
���	���@ O,P.

� ����%� 	����� ������
	 ���� 	�*)G����@ �)������* *�����5*

���	*M �5���	 	���G��G�*�@ 	&	�	 4��������	
	. �������@ ����%�

�*��� ��

[2x

[t2
= −μ

x

|x|3︸ ︷︷ ︸
F

−μP
x − xP

|x − xP |3

PI︷ ︸︸ ︷
−μP

xP

|xP |3︸ ︷︷ ︸
P

. #-.,-$


�� F R &�����	�&�' %���M P R 	�*)G��G�� ���5M � μP � xP R �		�9

�������	 
�����4�	��5' ����*��� � �&�	� �	�	A���@ �	�	
	 ����M

���%�* μP � μ. 1�*���*M %�	 L�� )������@ �������5  &		�������	'

�����*�M �@����	' � 4��������5* ���	*.

/�� ���	���	���� %������	
	 *��	�� �	�@�&� p ��@ 	:��&� ��9

��
���	���@ &�����	�&	' �	%�� &�)
		' 	����5 |ΔxK| �� :�
� Δt

��������� 	4��&�

|ΔxK| ≈ a(nΔt)p+1/(p + 1)! #-.,,$

��)������� *�����	� ���	M 5�5��G��  	����� ������
	 &	�	�&	9

����	��%��&�� 	�*)G���@M �	�A�	 �5�� �	����	%�	 ����&	 & 4�������9

�	*) ���). �	
�� P �)��� �	*����	��� ����4������@ ����PI . �:��&)

����
���	���@ �� :�
� ΔtP L�	' �	����@�G�' *	A�	 	4����� &�&

|ΔxP | ≈ βaP (nPΔtP )p+1/(p + 1)! #-.,F$


�� β = μP/(μ+μP )M a � aP R �	��:�� �	�)	�� �		��������	 ������
	

� �	�	
	 ���M � n � nP R �E ������� ��A���@. ����* *��5' ����*���

α = aP/aM ���%�* α−3/2 = nP/n. �	
�� �	
����	 #-.,,$ � #-.,F$ 	����9

&	�@ �	%�	��� ����
���	���@ F � P �	���A�*� �	��&	  �	* ��)%��M

&	
�� ���%��5 :�
	 Δt � ΔtP �)�)� )�	���	�@�� �		��	:����

ν ≡ |Δt/ΔtP | = (αβ)1/(p+1)α−3/2. #-.,H$

-,



������M ���� ν < 1M �	 ��@��� &	�	�&	����	��%��&�E 	�*)G���' ��

%������	� ����
���	���� ���)G������	 � :�
 �)��� 	������@���@ �	��9

&	 &�����	�&�* %���	* F. � ��	���	* A� ��)%�� *5 ����&���*�@ �

��	���*	' &	�	�&	����	��%��&�E 	�*)G���'M ��@ �����:���@ &	�	�	'

��	�E	��*	 �����
��� & ��* ��� ��5* *��	��* �
��A����@ 	����.

����)�� 	�*�����M %�	 	� ����4�����	
	 %���� *	A�	 ��������@M

���� �������� )������@ ��A���@ 	��	�������	 ����4����� *�����5E

���. D�� )������@ *	A�	 ����������  ���N

[2xB

[t2
= −(μ + μP )

xB

|xB|3︸ ︷︷ ︸
F

−

P1︷ ︸︸ ︷
−μ

xB − x1B

|xB − x1B|3 + μ
xB

|xB|3

P2︷ ︸︸ ︷
−μP

xB − x2B

|xB − x2B|3 + μP
xB

|xB|3︸ ︷︷ ︸
P

, #-.,+$


�� x1BM x2B � x R ����4�����%��&�� �&�	�5 �	�	A���@ ���	
	M �	9

�	
	 � ������
	 ��� �		��������	. 1���� P1 � P2 *	A�	 ����*�������

&�& 	�*)G��G)� ���) �� 	�&�	����� *�����5E ��� 	� ����4�����.

��	*� �	
	M �� )��	�@ μP � μ ����)��M %�	 P1 � P2 #�*.M �����*��M

O-P$ � �	L�	*)  ��:�* ��)%�� 	�*)G��G�' ���	'P1 *	A�	 ��������%�.

/	�)%���� 	4��&� |ΔxP | ��@ P2  	�G�* ��)%�� ���*� ��	���*�9

��%�	. ����&	  &�)
		' ��	�&	' ����%� ��� ���	���	���� %������	
	

*��	�� ��%���	
	 �	�@�&� )�����@ �	�)%��� �� ��������5� ���%���@ O,PN

|ΔxP |max
min ≈ ±a(nΔtP )p+1

(p + 1)!

β

(1 ∓ α)p+1×

×
p−1∑
i=0

(1 ∓ α)i(α−3/2 − 1)p−1−i

p−1−i∑
j=1

aij(±α)j, #-.,B$


�� aij R 4��5� %����M ����@G�� 	� p.

/)��� ��� ��&	�	�	* α = αB 	:��&� |ΔxP | #-.,F$ ���� |ΔxP |max

#-.,B$. �	
�� ��@ ��E α > αB ����E	� & ����4�����%��&	' �����*� ���9

�	���@ ��	�	��	���5*. D*����%��&� �5�� �	�)%��� ����)�G�@ ���9

���A����@ (	�*)�� ��@ 
����%�	
	 ���%���@ αBN αB = e−0.2p.

��@ �	����	%�	 *��5E α

|ΔxP | ≈ |ΔxP |max ≈ |ΔxP |min ≈ 2a(nΔtP )p+1βα(α−3/2)p−1/(p + 1)!,

-F



	����� &	L((�4���� νB ��@ )������@ #-.,+$ �)���

νB = (2βα)1/(p+1)(α−3/2)(p−1)/(p+1). #-.,8$

/	L�	*)M ������@ #-.,H$ � #-.,8$M *	A�	 	A�����M %�	 ��� ����E	�� &

����4�����%��&	' �����*� �5���	��'���� %������	
	 ����
���	���@

�	5����@  (2α3)−1/(p+1) ���.

���	%�*M ���*	��@ �� �	M %�	 )������@ #-.,+$ �)�)� ����
���	���9

�@ �5�����M ��A��� #-.,-$M L�	� �	�E	�M &�& �����	M �� ���&��&� ��

�	�	�@�� �	��	���� �����:��� ��	���*) &	�	�&	����	��%��&�E 	�*)9

G���'M  	�	����	���M ��� ���	���	���� %������5E *��	�	 5�	&	
	

�	�@�&�.

� ��)
	' ��	�	�5M ��������	 	�*�����M %�	 ��* ����E	� & ����4��9

���%��&	' �����*� &		������ *	A�	 ����*������� &�& ��*	��	@����9

�5' *��	� �	5:���@ L((�&���	��� %������	
	 ����
���	���@M 	�9

��&	 �����
��� & ��*) �*��� �*5�� �	��&	 ��� �	����	%�	 *��5E α.

��9 ���2$ 1�,2 � "3��2 �% !� ! 2"�"$2"4�� "( 1�,2 /

�"56+7�� 8 �� 1 ,%���"�  �$�'� �"��� � "�# $

/	&�A�* ������M &�& ������ �	%�	��� � �5���	��'���� %������	
	 ��9

��
���	���@ 	����5 /�)�	�� 	� ��@��@ �	
	 ��� ��	
	 	�*)G��G�
	

(�&�	��. ��@ L�	
	 *5 ��	��� %������5' L&�����*���M 4��� &	�	�	
	

�	��	@��  �	*M %�	�5 	4����� ��@��� &	�	�&	����	��%��&�E 	�*)9

G���' 	� 	��*� �	��:�E ������ �� 	����) /�)�	��. ��@ �	���A���@

�	�������	' 4��� �� �������� ��*��� -77 	�	�	�	 	�Q�&�� *5 %��9

����	 ����
���	��� 
���	4�����%��&�� )������@ 	��������	
	 ��9

A���@ *��	�	* ��)���CD��E���� -79
	 �	�@�&� � ����*���5* :�
	*M �

��&A� ������	��� L((�&���	��� ����
���	���@ ��� �����%�5E *	9

���@E ���M  &	�	�5E �	����	������	M ��%���@ � ���&)��@M 	�&��%���

#�
�	���	���$ ��@��� ������. /���*���5 νM E���&�����)�G�� �������

��@��@ &	�	�&	����	��%��&�E 	�*)G���' �� %������	� ����
���	�9

���M ����������5 ��@ &�A�	' ������5 �� ���. -.,.

���)�����5 %������	
	 ����
���	���@ #�	%�	��� � �5���	��'����$

�������5 �� ���. -.F � -.H. 1���� �	%�	��� *��	�� |Δx| 	4�������� �)9
��* �������@ 5%���@�*5E L(�*���� /�)�	��M �	�)%���5E ��� ���9
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���	���@ &�����	�&	' 	����5 #]Y^TY_$.
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	 ����N

[2x

[t2
= −

M∑
i=0

μi
x

|x|3 −
8∑

i=M+1

μi
x− xi

|x − xi|3 −
9∑

i=M+1

μi
xi

|xi|3 , #,.-$


�� M < 9 R %���	 ������M *���5 &	�	�5E &��%����@  *���) �	��4�.

1�*���* 	���&	M %�	 & ��&	*) �	�E	�) *	A�	 �����
��� �	��&	 �	9
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	' ��	�	�M &	�	�5' *	A�	 ����*������� &�& ��*	��	@�����5' *�9

�	� �	5:���@ L((�&���	��� %������	
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[2x

[t2
= −

8∑
i=0

μi
x − xi

|x − xi|3 , #,.,$


�� �	�	A���@ x � xi 	������5 & ����4�����%��&	' �����*� &		������.

1�*���*M %�	 �����

x0 = − 1

μ0

9∑
i=1

μixi 
= 0.

� ����4�����%��&�E )������@E #,.,$ 	��)���)�� ����4�����5� ���5

PI M 5�5��*5� 
�����4�	��5* ��@���* ������ �� �	��4�M � &	�	�5*
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�	�&	����	��%��&�� %���5M �	 �	 ���%��� 	�� ���%������	 *���:� ��A�9

��  )������@E 	��	�������	
	 ��A���@ #-.-$. ����)�� ��&A� �*��� 

��)M %�	 ����E	� & ����4����) �� ���	��� & �	���� �	%�	���M �	 ���

L�	* ��	�E	��*	 �	*����M %�	 ����
���	���� 5�	��@���@ 	� ��)
�E

#����4�����%��&�E$ ��%����5E )��	�'.

*�0 �,��(��� � ��+,,�

����* �� �����������5E ��	�	�	 �
��A����@ 	����5 � &	�	�&	��9

��	��%��&�*� 	�*)G���@*� *	A�	 �%����� *��	� )��������@ ��)���M

&	�	�5' ����%����	 �5� �����	A�� ��	�	* ��@ 5%������@ �&	5E

	�*)G���' ���	
	 �	�@�&� OKM -FP. � ���)������ ���	����	���@ ��)���

 *	���� ��� ��@��� 	� �5���	��A)G�E�@ 	�Q�&�	 ��*��@���@ ��9
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G�@  	��	�	' ��	�&	��� &		�������	' �����*5. �	
�� �		�����)�9

G�� &	��4	 ��)��� R L�	 	��	�	��	� &�)
�	� &	��4	M ���	�@ ()�&4�@

&	�	�	
	 �*��� ����)�G�' ��N

U(x) = μP
K(κ)√

x2
3 + (ρ + aP )2

, #,.F$

K(κ) =
2

π

∫ π/2

0

[ϕ√
1 − κ2 sin2 ϕ

, κ2 =
4aPρ

x2
3 + (ρ + aP )2 ,


�� μP R 
�����4�	���@ �	��	@���@ ������5\ ρ =
√

x2
1 + x2

2\ aP R ��9

��)� &	��4�\ K(κ) R �	��5' L������%��&�' ����
��� ���	
	 �	��.

��((����4��)@ U �	 ρ � x3M �)��* �*���

∂U

∂ρ
=

μP

2ρ
√

x2
3 + (ρ + aP )2

[
x2

3 + a2
P − ρ2

x2
3 + (ρ − aP )2E(κ) − K(κ)

]
�

P3 =
∂U

∂x3
= − μPx3E(κ)√

x2
3 + (ρ + aP )2

1

x2
3 + (ρ − aP )2 , #,.H$


�� E(κ) 	�	���%��� �	��5' L������%��&�' ����
��� �	�	
	 �	��

E(κ) =
2

π

∫ π/2

0

√
1 − κ2 sin2 ϕ[ϕ.

������ �	����@�G�� ���5 �	 	�@* ���4��� � 	������ �)�)�

P1 =
∂U

∂x1
=

x1

ρ

∂U

∂ρ
, P2 =

∂U

∂x2
=

x2

ρ

∂U

∂ρ
. #,.+$

� ���)������M ���	���)@ *	���� 
�)��	5E &	��4 ��@ ���5E M ���M
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[2x

[t2
= −μ0

x

|x|3 +

M∑
i=1

Pi −
8∑

i=M+1

μi
x− xi

|x − xi|3 −
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μi
xi
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G�� �����������@ ()�&4��  ��� �� ����	A���@  �@� �	 %���5*

������@* κ (
E

K

)
= 1 +

∞∑
i=1

(
Ei

Ki

)
κ2i;

� � ���	���	����* �����4�	��	
	 *��	��M �����	A���	
	 ���
	* O-HP.

�E�*) *��	�� ���
� *	A�	 ����������  ���N

a0 = 1, b0 =
√

1 − κ2

ai+1 =
1

2
(ai + bi), bi+1 =

√
aibi, ci+1 = a2

i+1 − b2
i+1.

������	M %�	

lim
i→∞

ai = lim
i→∞

bi =
1

K
.

�����4�	��5' ��	4��� 5�	��@���@ �	 �E	��*	��� � ��&	�	�	' ������	'

�	%�	���� ε. � ���)������ �	�)%��* ���%���� L������%��&	' ()�&4��

KM � ����* �� �		��	:���@

E

K
= 1 − 1

2

∞∑
i=0

2ic2
i

��E	��* ()�&4�� E.

����)�� ��*�����M %�	 ���	���	���� *��	�� ���
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����
���	���� �����	%���������M �	�&	��&) 	� 	�����%���� �5���)�

�E	��*	��� ��	4���� �� *��	� %���	 �����4�' ��A� ��� �	��:�E ���9

%���@E κM ��� &	�	�5E �@�5M  �	� 	%�����M �E	�@��@ 	%��� *������	.

!��	����	& ���	���	���@ �@�	 �	��	�� �G� �  �	*M %�	 ������� ��	�9

E	��*	 5%���@�� &	L((�4����5 Ei � Ki.
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Pi = −μi

N

N∑
j=1

x − xj

|x − xj|3 , #,.8$


�� N R %���	 *���������5E �	%�&M � xj R �E �	�	A���@M &		������5

&	�	�5E 	������@���@ �	 ����)�G�* (	�*)��*N

xj1 = ai cos
2π

N
, xj2 = ai sin

2π

N
, xj3 = 0.
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�*5*� �	 (	�*)�� #,.8$.
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)���%���� %���� N ���� & �	��A���� �&	�	��� 5%������@ ���5 P .

/	L�	*) ��	�E	��*	 5������ 	���*����	� %���	 N M &	�	�	� �5 	�����9
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��9

�5� &	�	�&	����	��%��&�� 	�*)G���@  ��A���� /�)�	�� 5�5���9

�@ �)������*� �������*�. /	L�	*) �*���	 & L��* 	�*)G���@* *5

���*����� ����*������*5� ��*� �
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