




РЕФЕРАТ 

 

Выпускная квалификационная работа содержит 31 страницу, 10 рисунков, 

4 таблицы, 7 источников. 

 

Ключевые слова: эффект Лидова–Козаи, ограниченная круговая задача трех 

тел, конфигурационная устойчивость, почти круговое движение.   

 

В работе численно исследуется эффект Лидова–Козаи в ограниченной круго-

вой задаче трех тел. На основе результатов численного моделирования орби-

тального движения выявлены условия проявление эффекта Лидова–Козаи, 

вызывающего большие возмущения в эксцентриситете и наклонении орбиты 

внутреннего тела, а также, как следствие, конфигурационную неустойчи-

вость почти кругового движения. Определены критические значения пара-

метров возмущающей силы от внешнего тела, которые приводят к неотлож-

ному выбросу внутреннего тела из орбитальной системы, в том числе вслед-

ствие эффекта Лидова–Козаи при умеренных возмущениях.  
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ВВЕДЕНИЕ 

В слабовозмущенных динамических системах вполне обоснованно ожидать 

малые отклонения возмущенных динамических состояний относительно не-

возмущенных. Однако в частных случаях при определенных особых услови-

ях даже очень слабые возмущающие факторы способны существенно изме-

нять динамическую картину.  

В небесной механике таким характерным примером является эффект 

Лидова–Козаи. Это явление имеет место в задаче трех тел, когда исследуемое 

внутреннее небесное тело возмущается внешним массивным телом при усло-

вии, если угол между их орбитальными плоскостями превышает некоторое 

критическое значение. Эффект Лидова–Козаи вызывает долгопериодические 

изменения эксцентриситета и наклонения орбиты, при этом, чем больше угол 

между орбитальными плоскостями небесных тел, тем значительнее возмуще-

ния в орбитальных элементах.  

Даже при слабом воздействии внешнего массивного тела механизм Ли-

дова–Козаи способен вызвать настолько большие значения эксцентриситета, 

которые могут привести к катастрофическому столкновению возмущаемого 

небесного тела с центральным. Этот вопрос сейчас весьма актуальный при 

проектировании космического полета, в особенности в задачах моделирова-

ния орбит околоземных и окололунных космических аппаратов. 

Целью выпускной работы было исследование орбитальной динамики в 

ограниченной круговой задаче трех тел. В частности рассматривался вопрос 

о поиске конфигурационно устойчивых круговых орбит, а также о возникно-

вении условий экстремальных возмущений, вызываемых механизмом Лидо-

ва–Козаи. Для достижения поставленной цели необходимо было решить сле-

дующие задачи: 1) освоить основные положения теории Лидова–Козаи; 

2) составить алгоритм численного моделирования орбитальной динамики 

ограниченной круговой задачи трех тел; 3) разработать программное обеспе-

чение на основе численного моделирования для исследования орбитальной 

динамики; 4) провести численный эксперимент по выявлению конфигураци-

онно устойчивых круговых орбит; 5) выполнить анализ численных результа-

тов. 
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1. МЕХАНИЗМ ЛИДОВА – КОЗАИ В ЗАДАЧЕ ТРЕХ ТЕЛ 

Механизм Лидова–Козаи [1–4] является особенностью иерархических трой-

ных систем небесных тел, где одно из тел (внешнее возмущающее) располо-

жено далеко от двух других (внутреннего возмущаемого и центрального). 

Для исследования динамики таких систем часто применяют методы теории 

возмущений. Чтобы упростить задачу и сделать ее более удобной для вычис-

лений, обычно прибегают к двойному усреднению уравнений движения по 

быстро меняющимся средним аномалиям внутреннего и внешнего тел. 

Ограниченная задача трех тел предполагает, что внутреннее тело имеет 

бесконечно малую массу. Поэтому ее решение может быть пригодным для 

приближенного описания движения искусственных спутников Земли, кото-

рые возмущаются Луной, или короткопериодических комет, которые возму-

щаются Юпитером. 

Если внешнее возмущающее тело движется по круговой орбите, усред-

ненные уравнения движения возмущаемого тела имеют сохраняющуюся ве-

личину (интеграл Лидова–Козаи) — третью компоненту орбитального угло-

вого момента. Она может быть выражена через эксцентриситет e  и наклоне-

ние I  относительно орбитальной плоскости внешнего тела: 

 2 2(1 )cos const.L e I    (1) 

Сохранение L  означает, что орбитальный эксцентриситет можно «об-

менять» на наклонение. Таким образом, почти круговые и сильно наклонен-

ные орбиты могут стать очень эксцентричными, а поскольку увеличение экс-

центриситета при сохранении большой полуоси уменьшает расстояние меж-

ду объектами в перицентре, то механизм Лидова–Козаи способен привести к 

столкновению малого тела с центральным. 

Эффект Лидова–Козаи — это вековое явление, которое проявляется во 

временных масштабах значительно дольше по сравнению с орбитальными 

периодами внутреннего и внешнего небесных тел, и он проявляется как дол-

гопериодические изменения эксцентриситета и наклонения орбиты с чрезвы-

чайно большими амплитудами. При этом, чем больше (начальное) наклоне-

ние, тем значительнее возмущения в орбитальных элементах.  

Колебания Лидова–Козаи имеют место, если наклонение I  больше 

критического значения  

 
arccos 3 5 39.2CI     (2) 

и меньше 180 CI  . В этих случаях существует L -параметрическое семей-

ство орбитальных решений c долгопериодическими величинами e  и I . Сле-
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дует заметить, что критическое значение зависит от отношения больших по-

луосей внутреннего a  и внешнего 
Pa  небесных тел. Значение (2) соответ-

ствует бесконечно малому отношению. Однако если его устремить к едини-

це, критическое значение уменьшится вплоть до 20CI    [2]. 

Период колебаний Лидова–Козаи (период Козаи) в оборотах внутрен-

него тела задается формулой [4] 

 
3

3
,P P

LK

P

a
T

a

 



 (3) 

где   и 
P  — гравитационные параметры центрального и внешнего тел, а a  

и 
Pa  — большие полуоси внутреннего и внешнего тел. Как видно, период 

Козаи (в среднем) обратно пропорционален прямому гравитационному влия-

нию внешнего тела. При уменьшении гравитационного параметра 
P  и при 

увеличении большой полуоси 
Pa  период Козаи увеличивается, хотя эффект 

Лидова–Козаи сохраняется. 

Амплитуду изменения эксцентриситета, его максимальное значение 

при начальном нулевом, можно оценить как [4] 

 
25

max max3
1 cos ,e I   (4) 

где максимальное значение наклонения maxI  фактически является его началь-

ным значением 0I . Формула (4) дает достаточно хорошую оценку, в особен-

ности для больших максимальных значений эксцентриситета, хотя справед-

лива она лишь для больших наклонений 
max CI I . 

Из интеграла (1) и формулы (4) можно оценить минимальное значение 

наклонения minI . В частности, если внутреннее небесное тело стартует на 

круговой орбите, то оказывается, что min CI I . Таким образом, наклонение 

либрирует в диапазоне 0[ , ]CI I I . 
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2. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  

ОРБИТАЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 

2.1. Дифференциальные уравнения орбитального движения 

Будем рассматривать движение малого (внутреннего) тела 
2P  с бесконечно 

малой массой в гравитационном поле двух массивных тел 
1P  (центрального) 

и 
3P  (внешнего) с массами 1  и 

P  соответственно (Рис. 1). При этом внешнее 

тело 
3P  движется относительно центрального 

1P  по круговой кеплеровской 

орбите. Внутреннее тело 
2P  в начальный момент времени 

0 0t   стартует на 

круговой орбите (эксцентриситет 0e  ) единичного радиуса (большая полу-

ось 1a  , орбитальный период 2T   ) вдоль основной координатной плос-

кости (наклонение 0I  ).  

-2 2x1

-2

0

2

x2

P1 P2 P3

 
 

Рис. 1. Движение внутреннего тела 
2P  в гравитационном поле двух массив-

ных тел 
1P  (центрального) и 

3P  (внешнего): 2.5Pa  , 45P   . Пунктиром 

показана возмущенная эллиптическая орбита с эксцентриситетом 0.1e   
 

Тогда движение внутреннего тела 
2P  относительно центрального 

1P  в 

прямоугольной системе координат (с неподвижными осями) будет описы-

ваться дифференциальными уравнениями [6] 

 

2

2 3 3 3

d

d | | | | | |

P P
P P

P Pt


    



x x x x x
F

x x x x
  

или 

 
d d

, ,
d dt t

 
x x

x F  (5) 

с начальными условиями  

0 0 0(1,0,0) , (0,1,0) , 0.T T t  x x  
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Здесь 
1 2 3( , , )Tx x xx и 

1 2 3( , , )Tx x xx  — векторы положения и скорости внут-

реннего тела соответственно; t  — время, а 
1 2 3( , , )T

P P P Px x xx  — вектор по-

ложения возмущающего тела 
3P , которое движется по круговой кеплеров-

ской орбите радиуса 
Pa  с наклонением 

P : 

1 2 3

3

cos cos , sin , cos sin ,

, (1 ) .

P P P P P P P P

P P P P

x a x a x a

n t n a

       

     

 

2.2. Метод Рунге–Кутты 6-го порядка для численного интегрирования 

дифференциальных уравнений 

Дифференциальные уравнения орбитального движения (5) интегрируются 

численно явным семистадийным методом Рунге–Кутты 6-го порядка с посто-

янным шагом. 

Представим уравнения (5) как 

 
d

( , )
d

t
t


q
Q q  (6) 

с начальными условиями 

0 0 0( ) , 0t t q q , 

где ( , )Tq x x , а ( , )TQ x F . 

Применительно к уравнениям (6) схема интегрирования метода Рунге–

Кутты с шагом h имеет вид [7] 

 
 

7

1 0 1

1

1 0 0 0 0 1

,

( , ), , ( 2, ,7).

i ii

i

i i ij jj

h b

t t hc h a i







 

    





q q k

k Q q k Q q k
 (7) 

Здесь ( 2, ,7; 1, , 1); , ( 1, ,7)ij i ia i j i b c i     — коэффициенты метода. 

Их значения можно представить в виде таблицы Бутчера [5] 

2 21

3 31 32

7 71 72 76

1 2 6 7

0

c a

c a a

c a a a

b b b b

 

как 
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1 1
2 2

2 2 4
3 9 9

71 2 1
3 36 9 12

5 35 55 35 15
6 144 36 48 8

1 1 11 1 1 1
6 360 36 8 2 10

43 118 32 8041 22
260 13 156 39 195 39

13 1311 11 4 4
200 40 40 25 25 200

0

1

0



 

  

 

 

 

2.3. Орбитальная и конфигурационная устойчивость 

В теории динамических систем под орбитальной устойчивостью понимают 

устойчивость фазовой траектории динамической системы к вариациям ее 

начального динамического состояния.  

Пусть *( )tq  — решение системы дифференциальных уравнений (6), 

близкое к исходному ( )tq , с начальными условиями 
0 0 0*( ) ( )t t  q q q , где 

0q  — малая вариация начального динамического состояния 
0q . Тогда, со-

гласно определению, фазовая траектория ( )tq  является орбитально устойчи-

вой, если для любого 0   существует такое 0   что, если 
0|| ||  q , то 

min || *( ) ( ) ||t t


    q q . 

В работе мы исследуем конфигурационную устойчивость почти круго-

вого движения, которая подобна орбитальной. Под конфигурационной 

устойчивостью мы понимаем устойчивость формы почти круговой орбиты к 

влиянию возмущающей силы от внешнего тела 
3P , т.е. 

 
3 3

( , , ) ,
| | | |

P P
P P P P P

P P

a


    


x x x
P

x x x
 (8) 

а точнее к ее параметрам , ,P P Pa I   . В качестве характеристики конфигу-

рационной устойчивости мы рассматриваем эксцентриситет орбиты внутрен-

него небесного тела e . Пусть *e  — критическое значение эксцентриситета, 

при котором можно считать, что орбита значительно отличается от круговой. 

Тогда, если *e e  для любых моментов времени t  будем считать, что круго-

вое движение внутреннего тела конфигурационно устойчиво, в противном 

случае — нет. 
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2.4. Определение орбитальных элементов 

При численном моделировании на каждом шаге интегрирования из вектора 

динамического состояния ( , )Tq x x  внутреннего тела вычисляем его кепле-

ровские позиционные элементы: большая полуось a , эксцентриситет e  и 

наклонение i . Сводка формул для вычисления орбитальных элементов при-

водится ниже.[6] 

Для каждого вектора динамического состояния ( , )Tq x x сначала нахо-

дим радиус-вектор r  и величину скорости v : 

2 2 2 2 2 3

1 2 3 1 2 2, ,r x x x v x x x       

а также энергию  
2 1

.
2

v
H

r
   

Затем вычисляем постоянные интеграла площадей 

2 2 2

1 2 3 3 2 2 3 1 1 3 3 1 2 2 1 1 2 3, , , .c x x x x c x x x x c x x x x c c c c          

Наконец, определяем орбитальные элементы из соотношений 

2 31
, 2 1, arccos .

2

c
a e Hc i

H c
    
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3. АЛГОРИТМ ЧИСЛЕННОЙ МОДЕЛИ И  

ЕЕ ПРОГРАММНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ 

Численная модель орбитального движения реализована программно на про-

цедурном языке Фортран в арифметике с двойной точностью. Опишем 

структуру разработанной программы (см. Приложение, Таблица 1). 

Вначале инициализируются требуемые для интегрирования коэффици-

ента ij i i
a ,b ,c

 метода Рунге–Кутты, задаются начальные условия: постоян-

ный шаг интегрирования h=pi2/n,n=512, вектор положения и скорости 

внутреннего тела 

x=0d0,

x(1)=1d0,x(2)=0d0,x(3)=0d0,

x(4)=0d0,x(5)=1d0,x(6)=0d0,

 

и время t=0d0 . А также определяются параметры внешнего возмущающего 

тела: гравитационный параметр dmp , большая полуось ap  и начальное 

наклонение psi , они варьируются в следующем диапазоне значений: 

-2i j
dmp=2 (i=-3,…,5), ap=2(j=1,…,4), psi=5k(k=0,…,36), 

и задается формула для вычисления периода Козаи: T_k=ap**3/dmp . 

По формулам, описанным в разделе 2.4 , рассчитываются позиционные 

орбитальные элементы внутреннего тела Kepler(x(1:6),sma,ecc,di): 

большая полуось sma, эксцентриситет ecc  и наклонение diи по получен-

ным значениям элементов вычисляется интеграл Лидова–Козаи:  

dl0=(1d0-ecc**2)*dcos(di)**2 

Затем выполняется численное интегрирование дифференциальных 

уравнений движения (5) явным методом Рунге–Кутты 6–го  порядка с посто-

янным шагом на интервале 10000 оборотов и вычисляются векторы положе-

ния и скорости x(6) внутреннего тела. 

После интегрирования из векторов положения и скорости внутреннего 

тела вычисляются его кеплеровские позиционные элементы sma,ecc,di, 

по найденным значениям орбитальных элементов вычисляются значения ин-

теграла Лидова–Козаи: 

dl=(1d0-ecc**2)*dcos(di)**2. 

Далее находятся среднеквадратические отклонения значений интеграла Ли-

дова–Козаи: 

sum=sum+(dl-dl0)**2 
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и определяются экстремальные значения орбитальных элементов внутренне-

го тела: 

ecc_max,sma_max,sma_min,di_max,di_min , 

а также первое превышение эксцентриситета орбиты внутреннего тела кри-

тического значения ecc=0.2:  

if(ecc>0.2.and.key==0)key=1, 

при этом регистрируется период слабой эллиптичности:  

C
T =dfloat(nrev).. 

Интегрирование останавливается, если эксцентриситет возвращается к 

малым значениям ecc<0.2 или если ecc>1 : 

if((ecc<0.2.and.key==1).or.ecc>1d0) exit . 

После интегрирования находится среднее значение интеграла Лидова–Козаи: 

 sred_L=dsqrt(sum/dfloat(nrev)). 

и в выходной файл выводятся значения переменных  

ecc_max,sma_min,sma_max,di_min,di_max,Tc,sred_L,di0, 

при условии, что ecc<1 .   

В таблице 1 приведены переменные программы и соответствующие им 

теоретические аналоги. 

 

Таблица 1: Переменные и процедуры 

Переменные 
Описание 

Программа Теория 

x  1 6( ,..., )Tx xx  Вектор искомых переменных 

y  
1

0 1

i

ij jj
h a




 q k  

Приближенное решение для вы-

числения правой части внутри 

шага для узлового значения 
ic  

f1,...,f7 1 7,...,k k  
Правые части внутри шага для 

узловых значений 
1 7, ,c c  

f  
Q  

Правая часть дифференциальных 

уравнений 

a21,...,a76

b1,...,b7

c1,...,c7

 

21 76

1 7

1 7

,...,

,...,

,...,

a a

b b

c c

 
Коэффициенты метода Рунге–

Кутты 6-го порядка 

h  h  Величина шага 

nrev  [ 2 ]t   Количество оборотов 
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dmp  
P  

Гравитационный параметр внеш-

него тела 

ap  
Pa  

Большая полуось орбиты внешне-

го тела 

di0 P  Наклонение внешнего тела 

T_k   LKT   Период Козаи 

ecc_max  
maxe  

Максимальное значение эксцен-

триситета внутреннего тела 

sma_max(sma_min)  
max min( )a a   

Максимальное (минимальное) 

значение большой полуоси орби-

ты внутреннего тела 

di_max(di_min)  
max min( )i i   

Максимальное (минимальное) 

значение наклонения орбиты 

внутреннего тела 

t   t   Время 

dn   n   
Среднее движение внутреннего 

тела  

prd   T   
Орбитальный период внутреннего 

тела 

vel     Скорость внутреннего тела 

dl0,dl  L
  

Интеграл Лидова–Козаи  

Kepler   
Процедура для вычисления 

кеплеровых элементов орбиты 

sma a  
Большая полуось орбиты внут-

реннего тела 

di  i  Наклонение внутреннего тела 

ecc  e  
Эксцентриситет орбиты внутрен-

него тела 

c1,c2,c3,c  1 2 3, , ,c c c c  Постоянные интеграла площадей 

v2 2v  Квадрат величины скорости 

r  r  Радиус-вектор 

fun

  
 

Процедура вычисления правых 

частей дифференциальных урав-

нений движения 

dnp   
Pn

 
Среднее движение внешнего тела 

по орбите 
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phi   Средняя аномалия внешнего тела 

xp(3) 
1 2 3( , , )T

P P P Px x xx  Вектор положения внешнего тела 

r3 
3

x  

Модуль вектора положения  

внутреннего тела, возведенный в 

третью степень 

rp3 
Px
3

 

Модуль вектора положения  

внешнего тела, возведенный в 

третью степень 

rrp3 3

Px x  

Модуль разности векторов поло-

жения внутреннего и внешнего 

тела в третьей степени 

sred_L

  
L

  

Ср. кв. отклонение значений ин-

теграла Лидова–Козаи 

Tc

  
CT

  Период слабой эллиптичности 
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4. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

4.1. Постановка эксперимента 

Для численного исследования эффекта Лидова–Козаи в ограниченной круго-

вой задаче трех тел с целью определения условий задачи для конфигураци-

онной устойчивости почти кругового движения мы провели численный экс-

перимент.  

Мы выполняли численное моделирование орбит тройных систем на ин-

тервале времени 10000N  оборотов внутреннего тела ( 2 10000)  t  при 

различных значениях трех параметров возмущающей силы от внешнего тела 

,P Pa  и P  (8) в пределах 

  [1/1024,64], [2,16], [0,180 ].     P P Pa   (9) 

Моделирование выполнялось на основе дифференциальных уравнений дви-

жения (5), которые интегрировались методом Рунге–Кутты (7) в арифметике 

с двойной точностью с шагом, обеспечивающим методическую точность по-

рядка 
610
. 

Заметим, что обширные диапазоны параметрических значений (9) поз-

воляют охватить широкий спектр задач динамической астрономии: от спут-

никовой орбитальной динамики до звездной, где доминирующее возмущаю-

щее влияние на внутреннее тело оказывает массивное внешнее. Например, 

параметры 1 81P   и 14.8Pa   приблизительно соответствуют динамике 

космического аппарата навигационной системы ГЛОНАСС под влиянием 

Луны; 1 1024P   и 1.86Pa   — орбитальному движению астероида главно-

го пояса под влиянием Юпитера, а 1P   и 16Pa   — динамике экзопланеты 

внутри двойной звездной системы. 

В процессе моделирования (через каждый оборот) оценивались экстре-

мальные (минимальные и максимальные) значения орбитальных элементов 

внутреннего тела , ,a e I  (Рис. 2), а также период слабой эллиптичности CT  

( 0.2)e  и среднеквадратическое отклонение L  значений интегрального со-

отношения L  (1): 

2 21
01

( ) ,


  
N

iN i
L L L   

где i  — номер оборота; 0L  — начальное значение интеграла. При выбросе 

внутреннего тела из орбитальной системы (когда орбита объекта становится 

гиперболической) моделирование завершалось.  
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Для каждой пары P  и Pa  определялось общее состояние орбиты внут-

реннего тела на множестве всех значений наклонения P  в зависимости от 

показателя гравитационного влияния внешнего тела 

 1

3
.P

LK

P

T
a


    

Рассматривались три состояния: 1) устойчивость (конфигурационная) для 

всех значений орбитального наклонения; 2) устойчивость при малых накло-

нениях вне диапазона [40,140],  механизм Лидова–Козаи при больших 

наклонениях приводит к выбросу внутреннего тела из орбитальной системы; 

3) неустойчивость при любых наклонениях (0.2 1) e , либо гравитационное 

влияние внешнего тела приводит к неотложному выбросу внутреннего тела 

из орбитальной системы ( 1)e . 

 

 

Рис. 2. Исследуемые характеристики орбитального движения 

( 1, 16, 60P P Pa      ) 
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4.2. Описание и анализ результатов 

В Таблице 2 приведены значения показателя гравитационного влияния 

внешнего тела на внутреннее при различных условиях ограниченной задачи 

трех тел. Заливкой выделены состояния орбит внутреннего тела при слабых, 

умеренных и сильных возмущениях от внешнего тела. 

 

Таблица 2: Показатель гравитационного влияния внешнего тела   и конфи-

гурационная устойчивость в зависимости от параметров орбитальной систе-

мы 
P  и 

Pa   

P
a  P

  

1/1024 1/256 1/64 1/16 1/4 1 4 16 64 

2 1·10
–4

 5·10
–4

 2·10
–3

 8·10
–3

 3·10
–2

 0.1 0.5 2 8 

4 2·10
–5

 6·10
–5

 2·10
–4

 1·10
–3

 4·10
–3

 2·10
–2

 6·10
–2

 0.3 1 

8 2·10
–6

 8·10
–6

 3·10
–5

 1·10
–4

 5·10
–4

 2·10
–3

 8·10
–3

 3·10
–2

 0.1 

16 2·10
–7

 1·10
–6

 4·10
–6

 1·10
–5

 6·10
–5

 2·10
–4

 1·10
–3

 4·10
–3

 2·10
–2

 

         

 Устойчивость 

 Устойчивость при наклонениях вне диапазона [40,140] (т.е. при отсутствии эффек-

та Лидова–Козаи). Механизм Лидова–Козаи приводит к выбросу внутреннего тела 

из орбитальной системы 
 

 Неустойчивость, либо гравитационное влияние внешнего тела приводит к неотлож-

ному выбросу внутреннего тела из орбитальной системы  

 

Из таблицы видно, что значительное проявление эффекта Лидова–Козаи 

имеет место при умеренном влиянии внешнего тела, когда 

 4 3 410 8 10  и 125 об. 10 об.LKT        

При 410   эффект слабый и не приводит к конфигурационной неустойчи-

вости, а в случае 5 510 ( 10 об.)LKT    эксцентриситет вообще едва превы-

шает значение 0.001. В сильновозмущенном случае, когда 23 10   , эффект 

Лидова–Козаи не успевает проявиться, поскольку прямое гравитационное 

влияние внешнего тела приводит к немедленному выбросу внутреннего тела 

из орбитальной системы вне зависимости от значений наклонения. 

На Рис. 3 и 4 для частных случаев при умеренных возмущениях пред-

ставлены области изменения орбитальных элементов, а также периоды сла-

бой эллиптичности и среднеквадратические отклонения значений интеграль-

ного соотношения Лидова–Козаи в зависимости от наклонения орбиты 

внешнего тела 
P .  
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 Рис. 3. Максимальные возмущения орбитальных элементов, период слабой 

эллиптичности и среднеквадратическое отклонение интегральных значений 

Лидова–Козаи при  (астероидная задача) 
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Рис. 4. То же, что и на Рис. 3, но для 4, 8P Pa    (звездная задача) 
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Рисунки показывают характерные изменения орбитальных элементов 

при умеренном влиянии внешнего тела. Механизм Лидова–Козаи вызывает 

большие возмущения при наклонениях [35 ,145 ]P     для астероидной зада-

чи и [40 ,140 ]P     для звездной задачи, которые при наклонениях около 

90 , приводят к выбросу внутреннего тела из орбитальной системы. Между 

тем, если наклонения малы, орбиты конфигурационно устойчивые.  

Заметим, что в случае проявления эффекта Лидова–Козаи при наклоне-

ниях около критических значениях, конфигурационная устойчивость орбит 

еще сохраняется на всем рассматриваемом интервале времени. Хотя совер-

шенно очевидно, что с увеличением интервала эффект Лидова–Козаи, каким 

бы он не был малым (см. Рис. 5), будет только усиливаться, что приведет в 

конечном итоге к неустойчивости. 

 

Рис. 5. Возмущения эксцентриситета при слабом влиянии внешнего тела 
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Как показывает Рис. 2 значения интеграла Лидова–Козаи (1) ограниче-

ны, однако их разброс зависит от прямого влияния внешнего тела на внут-

реннее. В астероидной задаче (Рис. 3) влияние слабее 4( 10 )  , нежели в 

звездной задаче (Рис. 4) 3( 8 10 )   , поэтому возмущающее воздействие 

планеты вызывает отклонение интегральных значений до четвертого знака, 

тогда как гравитация массивной звезды — до второго. 

4.3. Частные задачи 

Эффект Лидова–Козаи также исследовался в некоторых частных задачах с 

параметрами, которые приближенно соответствуют реальным тройным си-

стемам: Солнце–астероид (главного пояса)–Юпитер; Земля–ИСЗ
1
–Луна и 

Луна–КА
2
–Земля (Таблица 3). На Рис. 6–8 показаны возмущения эксцентри-

ситета в зависимости от наклонения 
P  для рассматриваемых задач. 

 

Таблица 3: Параметры орбитальных систем 

Система небесных тел 
μ p

 
pa  LKT

 
(г.тыс.об.) 

Центр Внешнее тело Внутреннее тело 

Солнце Юпитер (5.2 а.е.) Астероид (2.8 а.е.) 1/1000 1.86 330007 

Земля 
Луна  

(384 тыс. км.) 

ИСЗГЛОНАСС (26 тыс. км.) 1/81 14.8 395300 

ИСЗГеосинхрон (42 тыс. км.) 1/81 9.14 18970 

Луна 
Земля  

(384 тыс. км.) 

КА  (11920 км. = 1.13 RL) 81 200 2.9110 

КА  (13840 км. = 2.26 RL) 81 100 114 

КА  (17680 км. = 4.52 RL) 81 50 0.42 

 

Как мы видим из рисунков, эффект Лидова–Козаи имеет место во всех 

задачах. Однако при слабых возмущениях 5( 2 10 )   , в задачах ИСЗ и низ-

кого окололунного КА, эффект проявляется лишь как небольшое возвышение 

характеристики возмущений на отрезке [40 ,140 ]P    . При умеренных воз-

мущениях 5 4( 8 10 , 10 об.)LKT     эффект Лидова–Козаи становится уже до-

статочно весомым возмущающим фактором, который способен привести к 

выбросу внутреннего тела из орбитальной системы. 

  

                                                           
1
 Искусственный спутник Земли 

2
 Космический аппарат 
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Рис. 6. Возмущения эксцентриситета в астероидной задаче ( 42 10   ) на ин-

тервале времени 10000 оборотов астероида (внутреннего тела) 

 

 

Рис. 7. То же, что и на Рис. 6, но для задач динамики космического аппарата 

типа ГЛОНАСС 6( 4 10 )    и геосинхронного спутника 5( 2 10 )    
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Рис. 8. То же, что и на Рис. 6, но для задач динамики окололунных космиче-

ских аппаратов с орбитальными большими полуосями 1920 км. 5( 1 10 )   , 

3840 км. 5( 8 10 )    и 7680 км. 4( 7 10 )    

 

Мы также рассмотрели звездную задачу, в которой двойная звезда с 

возмущающей компонентой (Таблица 4) находится внутри внешней малой 

планеты. В этом случае, как и ожидалось, эффект Лидова–Козаи в возмуще-

ниях эксцентриситета не проявляется (Рис. 9), даже несмотря на достаточно 

сильное возмущающее воздействие ( 0.125)  от внутренней звезды и нема-

лые эксцентриситеты до 0.16. 
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Таблица 4: Показатель гравитационного влияния внешнего тела   и конфи-

гурационная устойчивость в звездной задаче  

P
a  P

  

1/1024 1/256 1/64 1/16 1/4 1 4 16 64 

1/2 8·10
–3

 3·10
–2

 0.125 0.5 2 8 32 128 512 

 

 
Рис. 9. Возмущения эксцентриситета в звездной задаче при 1 64P   и 

1 2Pa   ( 0.125)   на интервале времени 10000 оборотов планеты 

(внешнего тела)  

Интересно, что если распределить массу внешнего тела вдоль его (кру-

говой) орбиты, эффект Лидова–Козаи сохраняется, причем не только, каче-

ственно, но и количественно. Из Рис. 10 видно, что численные результаты 

при использовании точечной и кольцевой моделей хорошо согласуются. 

Формально кольцевое представление гравитации внешнего тела соот-

ветствует усреднению его возмущающей силы по средней аномалии. Грави-

тационное кольцо мы приближенно моделировали, используя мультиполь 

Ring 3
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| |
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P P P i
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где положения гравитирующих полюсов i

Px  ( 1, , )i N  определяются как 

1 2 3cos cos , sin , cos sin ,

2 ( 1, , ).

i i i i i i

P P P P P P P P

i

x a x a x a

i N i N
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Хорошее согласие результатов (Рис. 10) свидетельствует, в частности,  

о том, что эффект Лидова–Козаи зависит не столько от динамики внешнего 

возмущающего тела вдоль его орбиты, сколько от взаимного расположения 

орбитальных плоскостей (их взаимного наклонения) внутреннего и внешнего 

небесных тел. 
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Рис. 10. Численные результаты для точечной (Point) и кольцевой 

(мультипольной) (Ring) моделей возмущающей силы от внешнего 

тела ( 1, 16, 60 )P P Pa       
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, в работе получены следующие результаты: 

1. Разработано программное обеспечение для исследования орбитального 

движения в ограниченной круговой (иерархической) задаче трех тел. 

2. Проведен численный эксперимент по выявлению конфигурационно 

устойчивых орбит в зависимости от параметров возмущающей силы. 

3. Определены критические значения параметров, которые приводят к 

неотложному выбросу внутреннего тела из орбитальной системы.  

4. При слабом воздействии возмущающей силы всегда присутствует эф-

фект Лидова–Козаи в диапазоне начальных наклонений от 40° до 140°, 

что вполне соответствует теоретическим оценкам. 

5. Однако только на временных интервалах, соизмеримых с периодом Ко-

заи, механизм Лидова–Козаи приводит к появлению конфигурационно 

неустойчивых орбит.  

6. Во многих случаях при значительных возмущениях он провоцирует 

выброс внутреннего тела из орбитальной системы. 

7. Между тем для малых наклонений при отсутствии механизма Лидова–

Козаи все орбиты конфигурационно устойчивы 
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ПРИЛОЖЕНИЕ  (ТЕКСТ ПРОГРАММЫ) 

 

program lidov_kozai 

implicit real*8(a-h,o-z) 

parameter (pi2=6.283185307179586d0) 

parameter (n=512)  

real*8, dimension(6) :: x,f1,f2,f3,f4,f5,f6,f7,y 

common /incl/dmp,ap,psi 

  

open(1,file='4_8.dat') 

 

! Коэффициенты метода Рунге-Кутты 6-го порядка 

 

a21=1d0/2d0  

a31=2d0/9d0; a32=4d0/9d0  

a41=7d0/36d0; a42=2d0/9d0; a43=-1d0/12d0 

a51=-35d0/144d0; a52=-55d0/36d0; a53=35d0/48d0; a54=15d0/8d0 

a61=-1d0/360d0; a62=-11d0/36d0; a63=-1d0/8d0 

a64=1d0/2d0; a65=1d0/10d0  

a71=-41d0/260d0; a72=22d0/13d0; a73=43d0/156d0 

a74=-118d0/39d0; a75=32d0/195d0; a76=80d0/39d0 

b1=13d0/200d0; b3=11d0/40d0; b4=11d0/40d0; b5=4d0/25d0 

b6=4d0/25d0; b7=13d0/200d0 

c2=1d0/2d0; c3=2d0/3d0; c4=1d0/3d0; c5=5d0/6d0  

c6=1d0/6d0; c7=1d0 

 

! Параметры возмущающей силы 

 

m=5; dmp=2d0**(-2*m) ! m=-3,...,5 

j=4; ap=dfloat(2**j) ! j=-1,1,...,4 

 

T_k=ap**3/dmp ! Период Козаи 

 

do k=0,36 

 

di0=dfloat(5*k) ! Начальное наклонение 

 

! Инициализация начальных значений переменных 

 

ecc_max=0d0 

sma_max=0d0 

sma_min=1d0 

di_max=0d0 

di_min=180d0 

sum=0 

key=0 

 

! Начальные условия 

 

h=pi2/dfloat(n); x=0d0 

x(1)=1d0; x(5)=1d0; t=0d0 
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sma=1d0    ! Semimajor Axis (km) 

dn=dsqrt(1d0/sma**3) ! Mean Motion 

prd=pi2/dn   ! Period (sec) 

vel=dn*sma   ! Mean Velocity (km/sec) 

ecc=0d0    ! Eccentricity 

psi=0d0    ! Inclination (deg.) 

nskip=n    ! Skip of Data 

 

x=0d0 

x(1)=sma*(1d0-ecc) 

x(5)=dcos(di0*pi2/360d0)*vel*dsqrt((1d0+ecc)/(1d0-ecc)) 

x(6)=dsin(di0*pi2/360d0)*vel*dsqrt((1d0+ecc)/(1d0-ecc)) 

 

! Вычисление позиционных орбитальных элементов 

 

call Kepler(x,sma,ecc,di) 

 

! Вычисление начального значения интеграла Лидова-Козаи 

 

dl0=(1d0-ecc**2)*dcos(di)**2 

 

! Численное интегрирование дифференциальных уравнений 

 

do nrev=1,10000 

 

do i=1,n 

call fun(t,x,f1)        ! k1 

y=x+h*a21*f1 

call fun(t+h*c2,y,f2)       ! k2 

y=x+h*(a31*f1+a32*f2) 

call fun(t+h*c3,y,f3       ! k3 

y=x+h*(a41*f1+a42*f2+a43*f3) 

call fun(t+h*c4,y,f4)       ! k4 

y=x+h*(a51*f1+a52*f2+a53*f3+a54*f4) 

call fun(t+h*c5,y,f5)       ! k5 

y=x+h*(a61*f1+a62*f2+a63*f3+a64*f4+a65*f5) 

call fun(t+h*c6,y,f6)       ! k6 

y=x+h*(a71*f1+a72*f2+a73*f3+a74*f4+a75*f5+a76*f6) 

call fun(t+h*c7,y,f7)       ! k7 

x=x+h*(b1*f1+b3*f3+b4*f4+b5*f5+b6*f6+b7*f7) 

t=t+h 

end do ! i 

 

! Вычисление позиционных орбитальных элементов 

 

call Kepler(x,sma,ecc,di) 

 

! Вычисление значений интеграла Лидова-Козаи 

 

dl=(1d0-ecc**2)*dcos(di)**2 
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! Сумма отклонений значений интеграла Лидова-Козаи от начального   

 

sum=sum+(dl-dl0)**2 

 

! Нахождение максимального эксцентриситета 

 

if(ecc_max<ecc) then 

ecc_max=ecc; T_kn=dfloat(nrev) 

end if  

 

! Нахождение максимальной большой полуоси 

 

if(sma_max<sma) sma_max=sma 

 

! Нахождение максимального наклонения 

 

if(di_max<di) di_max=di 

 

! Нахождение минимальной большой полуоси 

 

if(sma_min>sma) sma_min=sma 

 

! Нахождение минимального наклонения 

 

if(di_min>di) di_min=di 

   

! Нахождение первого максимума эксцентриситета 

 

if(ecc>0.2.and.key==0) key=1 

 

! Нахождение периода слабой эллиптичности   

 

if(ecc<0.2.and.key==0) Tc=dfloat(nrev) 

 

! Условие выхода из цикла 

 

if((ecc<0.2.and.key==1).or.ecc>1d0) exit 

 

end do ! nrev 

 

! Ср. кв. отклонение значений интеграла Лидова-Козаи  

 

sred_L=dsqrt(sum/dfloat(nrev)) 

 

! Вывод результатов в файл 

 

if(ecc<1d0)  

*write(1,'(10g16.9)') ecc_max,sma_min,sma_max, 

*di_min/pi2*360d0,di_max/pi2*360d0,Tc, 

*T_kn*2d0,T_k,sred_L,di0 
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call flush(1) 

 

end do ! k - di0 

 

end 

 

******************************************************* 

subroutine fun(t,x,f) 

implicit real*8(a-h,o-z) 

dimension x(6),f(6),xp(3) 

common /incl/dmp,ap,psi 

data key/0/ 

 

if(key==0) then 

dnp=(1d0+dmp)**(0.5d0)*ap**(-1.5d0); key=1 

end if 

 

phi=dnp*t 

xp(1)=ap*dcos(phi)*dcos(psi) 

xp(2)=ap*dsin(phi) 

xp(3)=ap*dcos(phi)*dsin(psi) 

 

r2=x(1)**2+x(2)**2+x(3)**2 

r3=dsqrt(r2)**3 

rp3=dsqrt(xp(1)**2+xp(2)**2+xp(3)**2)**3 

rrp3=dsqrt((x(1)-xp(1))**2+(x(2)-xp(2))**2+(x(3)-xp(3))**2)**3 

rpr2=(xp(1)-x(1))**2+(xp(2)-x(2))**2+(xp(3)-x(3))**2 

rpr3=dsqrt(rpr2)**3 

 

f(1:3)= x(4:6) 

f(4:6)=-x(1:3)/r3-dmp*((x(1:3)-xp(1:3))/rrp3+xp(1:3)/rp3) 

 

end subroutine fun 

 

******************************************************* 

subroutine fun_ring(t,x,f) 

implicit real*8(a-h,o-z) 

parameter (n=32) 

dimension x(6),f(6),xp(3),p(3) 

common /incl/dmp,ap,psi 

data key/0/ 

 

if(key==0) then 

dnp=(1d0+dmp)**(0.5d0)*ap**(-1.5d0); key=1 

end if 

 

p=0d0 

 

do i=1,n 

 

xp(1)=ap*dcos(phi)*dcos(psi) 

xp(2)=ap*dsin(phi) 

xp(3)=ap*dcos(phi)*dsin(psi) 



31 
 

 
 

 

r2=x(1)**2+x(2)**2+x(3)**2 

r3=dsqrt(r2)**3 

rp3=dsqrt(xp(1)**2+xp(2)**2+xp(3)**2)**3 

rrp3=dsqrt((x(1)-xp(1))**2+(x(2)-xp(2))**2+(x(3)-xp(3))**2)**3 

rpr2=(xp(1)-x(1))**2+(xp(2)-x(2))**2+(xp(3)-x(3))**2 

rpr3=dsqrt(rpr2)**3 

 

p=p+dmp*((x(1:3)-xp(1:3))/rrp3)/dfloat(n) 

 

end do 

 

f(1:3)= x(4:6) 

f(4:6)=-x(1:3)/r3-p 

 

end subroutine fun_ring 

 

******************************************************* 

subroutine Kepler(x,sma,ecc,di)  

implicit real*8(a-h,o-z) 

dimension x(6) 

 

c1=x(2)*x(6)-x(3)*x(5) 

c2=x(3)*x(4)-x(1)*x(6) 

c3=x(1)*x(5)-x(2)*x(4) 

 

c=dsqrt(c1**2+c2**2+c3**2) 

v2=x(4)**2+x(5)**2+x(6)**2 

r=dsqrt(x(1)**2+x(2)**2+x(3)**2) 

 

eh=v2/2d0-1d0/r 

sma=-1d0/(2d0*eh) 

di=dacos(c3/c) 

 

t1=x(5)*c3-c2*x(6)-x(1)/r 

t2=c1*x(6)-x(4)*c3-x(2)/r 

t3=x(4)*c2-c1*x(5)-x(3)/r 

 

ecc=dsqrt(t1**2+t2**2+t3**2) 

 

end subroutine Kepler 
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