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2

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îäíèì èç ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ îðáèò ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëè-

ðîâàíèå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ìåæäó ñîáîé ïàðàìåòðû,

êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî õàðàêòåðèçóþò äèíàìè÷åñêîå ñîñòîÿíèå îáú-

åêòà íà îðáèòå. Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàòåëüñêèé ïðîöåññ ñâîäèòñÿ ê

ðåøåíèþ êîíêðåòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è, à èìåííî ê ðåøåíèþ ñî-

îòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé. Â ñîâðåìåííîé ïîñòàíîâêå ïî÷òè âñå òàêèå

çàäà÷è íå èìåþò òî÷íûõ ðåøåíèé, ïîýòîìó ïðè ìîäåëèðîâàíèè èñïîëü-

çóþòñÿ ëèáî ïðèáëèæåííûå àíàëèòè÷åñêèå, ëèáî ÷èñëåííûå ìåòîäû.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ãëàâíûì îáðàçîì çà ñ÷åò èíòåíñèâíîãî ðàçâèòèÿ

êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé äëÿ èññëåäîâàíèÿ îðáèò âñå ÷àùå ïðèáåãàþò

ê ÷èñëåííûì ìåòîäàì. Ïðîöåññ ðåàëèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ÷èñ-

ëåííûì ìåòîäîì íà êîìïüþòåðå íàçûâàåòñÿ ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëåííàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçêó, ïî ìåíü-

øåé ìåðå, òðåõ êîìïîíåíò: ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ÷èñëåííîãî ìåòîäà è

êîìïüþòåðà. Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îðáèòû îñíîâûâàåòñÿ

íà äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ íåáåñíîé ìåõà-

íèêè, êîòîðûå íå èíòåãðèðóþòñÿ àíàëèòè÷åñêè. Äëÿ èõ ðåøåíèÿ ïðèáå-

ãàþò ê ïðèáëèæåííûì ÷èñëåííûì ìåòîäàì èíòåãðèðîâàíèÿ, è âåñü ýòîò

ïðîöåññ ðåàëèçóåòñÿ íà ïîäðó÷íîì êîìïüþòåðå.

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì ñðåäñòâîì äëÿ èññëå-

äîâàíèÿ îðáèò íåáåñíûõ òåë, è îíî ñòàëî óæå ïî÷òè òðàäèöèîííûì â

ñîâðåìåííîé ïðàêòèêå. Ìåæäó òåì ïîñòðîåíèå äîáðîòíîé ÷èñëåííîé îð-

áèòàëüíîé ìîäåëè � ïðîöåññ âåñüìà òðóäîåìêèé, íà ÷òî îò ðàçðàáîò÷è-

êà ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ âåñüìà øèðîêèå è óãëóáëåííûå çíàíèÿ íå òîëüêî

íåáåñíîé ìåõàíèêè, íî è ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè, à òàêæå

ãîäû êðîïîòëèâîé ðàáîòû ïî èõ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè è ïîñëåäóþ-

ùåìó òåñòèðîâàíèþ.

Îäíèì èç îñíîâíûõ è âàæíûõ ýòàïîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îð-

áèò ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ìîäåëüíûõ ïàðàìåòðîâ èç íàáëþäåíèé, äëÿ ÷å-

ãî, êàê ïðàâèëî, ïðèìåíÿþò ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ñóòü êîòîðîãî

ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñóììó

êâàäðàòîâ ðàçíîñòåé (íåâÿçîê) ìåæäó íàáëþäåíèÿìè (èçìåðåíèÿìè) è
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èõ ìîäåëüíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè. Î÷åâèäíî, ÷åì òî÷íåå îïðåäåëÿþòñÿ

îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû íåáåñíîãî òåëà, òåì òî÷íåå ìîæíî âûïîëíÿòü

ïðîãíîç åãî äâèæåíèÿ. Ìåæäó òåì òî÷íîñòü îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ

çàâèñèò íå òîëüêî îò òî÷íîñòè íàáëþäåíèé, íî òàêæå îò èõ êîëè÷åñòâà

è îò âðåìåííîãî (ìåðíîãî) èíòåðâàëà, íà êîòîðîì îíè ðàñïðåäåëåíû.

Ãëàâíîé öåëüþ êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòû êàê ðàç ÿâëÿëîñü èññëå-

äîâàíèå çàâèñèìîñòè òî÷íîñòè îïðåäåëÿåìûõ îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ

àñòåðîèäîâ îò êîëè÷åñòâà íàáëþäåíèé è äëèíû ìåðíîãî âðåìåííîãî èí-

òåðâàëà. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè ïðåäïîëàãàëîñü âûïîëíèòü

ñëåäóþùèå çàäà÷è: 1) ïîñòðîèòü ÷èñëåííóþ ìîäåëü îðáèòàëüíîãî äâè-

æåíèÿ, ïðîãðàììíî ðåàëèçîâàííóþ íà ïðîöåäóðíîì ÿçûêå Ôîðòðàí 90;

2) âûïîëíèòü òåñòèðîâàíèå ðàçðàáîòàííîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà íà

ïðèìåðå àñòåðîèäà Àïîôèñ; 3) ïðîâåñòè ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî èñ-

ñëåäîâàíèþ çàâèñèìîñòè òî÷íîñòè îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ îò êîëè-

÷åñòâà íàáëþäåíèé è äëèíû ìåðíîãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà íà ïðèìåðå

íåêîòîðûõ àñòåðîèäîâ ãëàâíîãî ïîÿñà; 4) âûïîëíèòü àíàëèç ïîëó÷åííûõ

÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ.
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1 ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

ÎÐÁÈÒÀËÜÍÎÃÎ ÄÂÈÆÅÍÈß

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå íåáåñíîãî òåëà, îáúåêòà ñ ïðåíåáðåæèìî

ìàëîé ìàññîé, â ïîëå òÿãîòåíèÿ Ñîëíöà ïîä äåéñòâèåì ãðàâèòàöèîííûõ

ñèë áîëüøèõ ïëàíåò, Ïëóòîíà è Ëóíû â ãåëèîöåíòðè÷åñêîé ãåîýêâàòîðè-

àëüíîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, îòíåñåííîé íà ñòàíäàðòíóþ

ýïîõó J2000. Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îðáèòàëüíîãî äâèæå-

íèÿ áóäóò èìåòü âèä
d2x

dt2
= P(t,x),

èëè

dx

dt
= ẋ,

dẋ

dt
= P = − µ

|x|3
x+

10∑
P=1

µP

(
xP − x

|xP − x|3
− xP

|xP |3

)
, (1.1)

ãäå x = (x1, x2, x3)
T è ẋ = (ẋ1, ẋ2, ẋ3)

T � ãåëèîöåíòðè÷åñêèé âåêòîð ïîëî-

æåíèÿ è ñêîðîñòè òåëà ñîîòâåòñòâåííî; t � ôèçè÷åñêîå âðåìÿ; µ = K2 �

ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð Ñîëíöà; K2 � ãàóññîâà ïîñòîÿííàÿ; xP � ãå-

ëèîöåíòðè÷åñêèé âåêòîð ïîëîæåíèÿ P -ãî âîçìóùàþùåãî òåëà; µP � åãî

ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð. Èíäåêñû P = 1�8 ñîîòâåòñòâóþò áîëüøèì

ïëàíåòàì (ñì. òàáë. 1.1); P = 9 � Ïëóòîíó, à P = 10 � Ëóíå. Êîîðäèíà-

òû âîçìóùàþùèõ òåë xP , íåîáõîäèìûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé âîçìó-

ùàþùèõ óñêîðåíèé, îïðåäåëÿëèñü èç ýôåìåðèäû DE405 [7]. Äèôôåðåí-

öèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.1) èíòåãðèðîâàëèñü ÷èñëåííî ìåòîäîì

Ýâåðõàðòà, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Òàáë. 1.1: Ìàññû âîçìóùàþùèõ òåë

P Îáúåêò M/MP P Îáúåêò M/MP

1 Ìåðêóðèé 6023600 6 Ñàòóðí 3497.898

2 Âåíåðà 408523.71 7 Óðàí 22902.98

3 Çåìëÿ 328900.5614 8 Íåïòóí 19412.24

4 Ìàðñ 3098708 9 Ïëóòîí 135200000

5 Þïèòåð 1047.3486 10 Ëóíà 26739799,82613
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2 ÈÍÒÅÃÐÀÒÎÐ ÝÂÅÐÕÀÐÒÀ

Â 1973 ã. Ý. Ýâåðõàðò ïðåäëîæèë èíòåãðàòîð [2], ðàçðàáîòàííûé èì ñïå-

öèàëüíî äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ îðáèò, è ïðîäåìîíñòðèðîâàë åãî

âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü â çàäà÷àõ êîìåòíîé äèíàìèêè. Ïî-âèäèìîìó,

îáíàðóæèâ â äàëüíåéøåì ïðèíàäëåæíîñòü ñâîåãî èíòåãðàòîðà ê ñåìåé-

ñòâó èíòåãðàòîðîâ òèïà Áóò÷åðà, Ýâåðõàðò àêöåíòèðîâàë âíèìàíèå íà

îðèãèíàëüíî ðåàëèçîâàííîì èì àëãîðèòìå èíòåãðèðîâàíèÿ è îáîáùèë

åãî äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ëþáûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ [3, 4]. Òåì ñàìûì åìó óäàëîñü ðàñ-

øèðèòü îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ñâîåãî èíòåãðàòîðà, êîòîðûé òåì íå ìåíåå

îñòàåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ èìåííî â ðåøåíèè çàäà÷ íåáåñíîé

ìåõàíèêè.

2.1 Îñíîâíûå ôîðìóëû

Ïðåäïîëîæèì, íà øàãå h ìû ðåøàåì çàäà÷ó Êîøè

x′ = f(t,x), x0 = x(t0).

Ïðåäñòàâèì ïðèáëèæåííî ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé f â âèäå êàíîíè÷å-

ñêîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè s− 1:

x′ = x′
τ/h = f ≈ g′(t0 + hτ) =

s∑
j=1

ajτ
j−1, (2.1)

ãäå êîýôôèöèåíòû a ïîêà íå îïðåäåëåíû. Èíòåãðèðóÿ (2.1) ïî τ , ïîëó-

÷àåì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

x(t0 + hτ) ≈ g(t0 + hτ) = x0 + h
s∑

j=1

aj
j
τ j. (2.2)

Ïåðåïèøåì êàíîíè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (2.1) â âèäå èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíî-

ãî÷ëåíà Íüþòîíà íà ñåòêå c1, . . . , cs:

f ≈ g′(t0 + hτ) = α1 +
s∑

j=2

αj

j−1∏
m=1

(τ − cm). (2.3)
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Ðàâåíñòâî ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ è ìíîãî÷ëåíà â (2.3) èìååò ìå-

ñòî â óçëîâûõ òî÷êàõ ci, íàçûâàåìûõ òî÷êàìè êîëëîêàöèè, ïîýòîìó èç

ñîîòíîøåíèé

k1 = f(t0 + hc1,g(t0 + hc1)) = α1,

ki = f(t0 + hci,g(t0 + hci)) = f(t0 + hci,yi) =

= α1 +
i∑

j=2

αj

j−1∏
m=1

(ci − cm) (i = 2, . . . , s) (2.4)

ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì êîíå÷íûå ðàçíîñòè α:

α1 = k1

α2 = (k2 −α1)/(c2 − c1),

α3 = ((k3 −α1)/(c3 − c1)−α2)/(c3 − c2),

. . .

(2.5)

Â ñâîþ î÷åðåäü, ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ (2.1) è (2.3) ïðè

îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ τ , áóäåì èìåòü

a1 = α1 + (−c1)α2 + (c1c2)α3 + . . .+ (−1)s−1(c1 . . . cs−1)αs,

a2 = α2 + (−c1 − c2)α3 + . . . ,

. . .

as = αs.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ, à òàêæå îáðàòíûé ïåðåõîä îò a êα ìîæíî ïðåäñòàâèòü

êàê

aj =
s∑

i=j

cijαi, αj =
s∑

i=j

dijai (j = 1, . . . , s). (2.6)

Êîýôôèöèåíòû cij è dij ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè Ñòèðëèíãà, êîòîðûå âû÷èñ-

ëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

cii = dii = 1, ci0 = di0 = 0 (i > 0),

cij = ci−1,j−1 − ci−1ci−1,j, dij = di−1,j−1 − cjdi−1,j (i > j > 0).
(2.7)
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2.2 Èíòåãðèðîâàíèå íà øàãå

Âåëè÷èíû α (2.5) îïðåäåëÿþòñÿ ïî k (2.4), êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü,

âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðèáëèæåííûì ðåøåíèÿì â òî÷êàõ êîëëîêàöèè yi. Ñî-

ãëàñíî (2.2), ýòè ðåøåíèÿ áóäåì çàäàâàòü êàê

yi = g(t0 + hci) = x0 + h

s∑
j=1

aj
j
cji (i = 1, . . . , s). (2.8)

Ôîðìóëû (2.8) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåÿâíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî y:

y = y(a(α(k(y)))),

ïîýòîìó îíè ðåøàþòñÿ èòåðàöèîííûì ñïîñîáîì. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ

ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé â ìîäèôèêàöèè Çåéäåëÿ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé ā è ᾱ íà ñëåäóþùåì øà-

ãå h̄ èñïîëüçóåòñÿ èíôîðìàöèÿ î êîýôôèöèåíòàõ a íà òåêóùåì øàãå

h. Áåçðàçìåðíàÿ íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ ñëåäóþùåãî øàãà áóäåò τ̄ =

(t− t1)/h̄, ãäå t1 = t0 + h. Îòñþäà

τ = rτ̄ + 1, (2.9)

ãäå r = h̄/h. Ñîãëàñíî (2.1),

s∑
j=1

ajτ
j−1 =

s∑
j=1

āj τ̄
j−1. (2.10)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.9) â (2.10) è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ

ñòåïåíÿõ τ̄ , ïîëó÷àåì

āj = rj−1
s∑

i=j

eijai (j = 1, . . . , s), (2.11)

ãäå eij � ÷èñëà àðèôìåòè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà, âû÷èñëÿåìûå ïî ðåêóð-

ðåíòíûì ôîðìóëàì

eii = ei1 = 1, eij = ei−1,j−1 + ei−1,j (i > j > 1). (2.12)

Êðîìå òîãî, îöåíêà ā óòî÷íÿåòñÿ ïóòåì âíåñåíèÿ ïîïðàâêè ∆a, ïîëó÷à-

åìîé êàê ðàçíîñòü ìåæäó çíà÷åíèÿìè a ïîñëå èòåðàöèé è îöåíêîé ā íà
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òåêóùåì øàãå h. Äàëåå ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè (2.6) äëÿ ïåðåõîäà îò

a ê α, íàõîäèì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ᾱ.

Êàæäàÿ èòåðàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà îïðå-

äåëÿåòñÿ ðåøåíèå y1, èç êîòîðîãî ïî ïåðâîé ôîðìóëå (2.5) íàõîäèòñÿ

çíà÷åíèå α1, à çàòåì ïî ïåðâîé ãðóïïå ñîîòíîøåíèé (2.6) óòî÷íÿåòñÿ a1.

Äàëåå îïðåäåëÿåòñÿ y2, ïî êîòîðîìó óëó÷øàåòñÿ α2 è ñîîòâåòñòâåííî

a1 è a2, è òàê äî ys. Êàê ïðàâèëî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íî õîðîøèõ

ïðèáëèæåíèé íåîáõîäèìî âñåãî ëèøü 2 èòåðàöèè, î÷åíü ðåäêî � 3.

Êàê òîëüêî âåëè÷èíû α ïîëó÷åíû, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íà øàãå

h (τ = 1) áóäåò

x1 = x0 + h

s∑
j=1

aj
j
. (2.13)

Â íà÷àëå èíòåãðèðîâàíèÿ, íà ïåðâîì øàãå, èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

áóêâàëüíî çàïóñêàåòñÿ ñ íóëÿ, ò.å. â êà÷åñòâå ā è ᾱ âûáèðàþò íóëåâûå

çíà÷åíèÿ. Åñëè íà÷àëüíûé øàã äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ÷òîáû îáåñïå÷èòü

çàäàííóþ ëîêàëüíóþ òî÷íîñòü, òî åãî ñëåäóåò óìåíüøèòü. Ïðè îïòèìàëü-

íî âûáðàííîì øàãå âûñîêàÿ òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèé äîñòèãàåòñÿ óæå íà

4-é èòåðàöèè.

Â îðèãèíàëüíîé âåðñèè èíòåãðàòîðà Ýâåðõàðòà èñïîëüçóåòñÿ ëåâîå

ðàçáèåíèå Ãàóññà�Ðàäî, à íå Ãàóññà�Ëåæàíäðà, ïîýòîìó àïïðîêñèìèðó-

þùàÿ ñõåìà èìååò ïîðÿäîê p = 2s − 1. Ïî-âèäèìîìó, àâòîð íàøåë ýòî

ðàçáèåíèå áîëåå óäîáíûì, ïîñêîëüêó îíî íå òðåáóåò ïåðåâû÷èñëåíèé êî-

ýôôèöèåíòîâ â ïåðâîé òî÷êå êîëëîêàöèè ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé (2.8). Äåéñòâèòåëüíî, âåäü â ýòîì ñëó÷àå c1 = 0 è a1 = α1 = k1 =

f(t0,x0).

2.3 Îöåíèâàíèå ëîêàëüíîé òî÷íîñòè è àëãîðèòì âûáîðà øàãà

Â èíòåãðàòîðå Ýâåðõàðòà êîíòðîëü øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ îñóùåñòâëÿåò-

ñÿ ïî âåëè÷èíå ïîñëåäíåãî ÷ëåíà â (2.13). Ïóñòü ∥e∥tol � çàäàííàÿ òî÷-

íîñòü. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû íà ñëåäóþùåì øàãå âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

h̄

s
∥ās∥(= ∥e∥cal) = ∥e∥tol.
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Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå (2.11) (j = s), ïîëó÷àåì îöåí-

êó

h̄ = hr = h

(
s

h

∥e∥tol
∥as∥

)1/s

. (2.14)

Î÷åâèäíî, ïðè ðàçáèåíèÿõ Ãàóññà íåäîñòàòîê òàêîé îöåíêè ñîñòîèò â òîì,

÷òî øàã ïî íåé âûáèðàåòñÿ ôàêòè÷åñêè êàê äëÿ ðåøåíèÿ ïîðÿäêà s −
1, ïîýòîìó, âîîáùå ãîâîðÿ, îíà íå îáåñïå÷èâàåò ñîõðàíåíèå òðåáóåìîé

ëîêàëüíîé òî÷íîñòè.

Âî èçáåæàíèå ñëèøêîì áîëüøèõ (è ìàëûõ) ëîêàëüíûõ îøèáîê, íà r

ñëåäóåò íàëîæèòü îãðàíè÷åíèå

1

σ
< rs < σ. (2.15)

Äëÿ òîãî ÷òîáû âåëè÷èíà ïîñëåäíåãî ÷ëåíà â (2.13) áûëà îãðàíè÷åíà

â ïðåäåëàõ îäíîãî ïîðÿäêà, çíà÷åíèå σ äîëæíî áûòü ðàâíî
√
10. Ýòî

ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî

h̄∥ās∥ ∼ rs.

Âûïîëíåíèå îáîèõ íåðàâåíñòâ ïðîâåðÿåòñÿ ëèøü â íà÷àëå èíòåãðè-

ðîâàíèÿ ïðè âûáîðå ñòàðòîâîãî øàãà: åñëè (2.15) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî

èíòåãðèðîâàíèå ïîâòîðÿåòñÿ ñ íîâûì øàãîì h̄ = hr è òàê äàëåå, ïîêà

íå âûïîëíèòñÿ óñëîâèå (2.15). Îáû÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòàðòîâîãî øàãà

òðåáóåòñÿ íå áîëåå 4 èòåðàöèé. Â äàëüíåéøåì äëÿ îãðàíè÷åíèÿ r ïðîâå-

ðÿåòñÿ òîëüêî ïðàâîå íåðàâåíñòâî: åñëè íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, òî

r ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ïðàâîãî ïðåäåëà.

Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ñòàðòîâîãî øàãà ïîëó÷àåòñÿ èç îöåíêè, ïî-

äîáíîé (2.14), äëÿ s = 2:

h̄ =

√
2h∥e∥tol
∥k2 − k1∥

, k1 = f(t0,x0), k2 = f(t0 + h,x0 + hk1), (2.16)

ãäå h � ìàëàÿ âåëè÷èíà. Åñëè h íàñòîëüêî ìàëà, ÷òî â êîìïüþòåðíîé

àðèôìåòèêå k1 = k2, îíà óâåëè÷èâàåòñÿ â 10 ðàç, è îöåíêà ïîâòîðÿåòñÿ

ñíîâà.
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3 ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÌÎÄÅËÈ

ÈÇ ÍÀÁËÞÄÅÍÈÉ

Îäíèì èç îñíîâíûõ ýòàïîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå îðáè-

òàëüíûõ ïàðàìåòðîâ èç íàáëþäåíèé, ò.å. ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è îðáè-

òàëüíîé äèíàìèêè. Ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþòñÿ èç íàáëþäåíèé íåáåñíîãî

òåëà, êàê ïðàâèëî, â ðàìêàõ çàäà÷è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ÷òî ïîçâî-

ëÿåò èç ñåìåéñòâà îðáèò, îïèñûâàåìûõ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ, âûäå-

ëèòü åäèíñòâåííóþ, êîòîðàÿ íàèëó÷øèì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíî-

ìó äâèæåíèþ èññëåäóåìîãî îáúåêòà.

3.1 Îáðàòíàÿ çàäà÷à îðáèòàëüíîé äèíàìèêè

Îáðàòíàÿ çàäà÷à îðáèòàëüíîé äèíàìèêè ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè îðáè-

òàëüíûõ ïàðàìåòðîâ èç àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé â ðàìêàõ âûáðàí-

íîé ìîäåëè.

Ôîðìàëüíî ìîäåëü äâèæåíèÿ pC â ïðîñòðàíñòâå óãëîâûõ êîîðäèíàò

p = (α, δ)T (α � ïðÿìîå âîñõîæäåíèå, δ � ñêëîíåíèå) ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå

pC(t,q) = T(t,x(t,q)) (3.1)

ãäå q � âåêòîð îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ; t � ýôåìåðèäíîå âðåìÿ; x �

ãåëèîöåíòðè÷åñêèé âåêòîð ïîëîæåíèÿ òåëà, à T � ïðåîáðàçîâàíèå ïåðå-

õîäà îò x ê p. Â êà÷åñòâå îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ q âûñòóïàëè êîìïî-

íåíòû âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû x0 è ẋ0 íà íà÷àëüíûé

ìîìåíò t0.

Ïóñòü èìååì J íàáëþäåííûõ ïîëîæåíèé pO
i â L-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

íà ìîìåíòû âðåìåíè ti (i = 1, . . . , J). Òðåáóåòñÿ ïî íàáëþäåíèÿì pO
i

îïðåäåëèòü K îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ q ìîäåëè pC = pC(t,q).

Îáû÷íî îïðåäåëåíèå q ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ñóììû êâàäðàòîâ

íåâÿçîê, ò.å. öåëåâîé ôóíêöèè

S(q) =
∑J

i=1
∥pO

i − pC
i ∥2, (3.2)

ãäå pC
i = pC(ti,q). Ïîñêîëüêó íîðìà â (3.2) åâêëèäîâà, òî öåëåâóþ ôóíê-

öèþ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

S(q) = ∥pO − pC∥2, (3.3)



11

ãäå pO = (pO
1 , . . . ,p

O
J )

T è pC = (pC
1 , . . . ,p

C
J )

T � N -ìåðíûå âåêòîðû èç-

ìåðåíèé è èõ ìîäåëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé; N = JL. Åñëè íàáëþäåíèÿ ðàç-

íîðîäíû èëè íåðàâíîòî÷íû, òî öåëåñîîáðàçíî ââåñòè âåñîâóþ ñèììåò-

ðè÷íóþ (êàê ïðàâèëî, äèàãîíàëüíóþ) ìàòðèöó W ðàçìåðà N×N . Òîãäà

öåëåâóþ ôóíêöèþ (3.3) ôîðìàëüíî ìîæíî çàïèñàòü êàê

S(q) = ∥(W1/2)T (pO − pC)∥2, (3.4)

ãäå W1/2 � òàêàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà N ×N (ñêàæåì, ìàòðèöà-ìíîæèòåëü

ðàçëîæåíèÿ Õîëåöêîãî), äëÿ êîòîðîé W1/2(W1/2)T = W. Ôàêòè÷åñêè

âåñîâàÿ ìàòðèöà ïîäáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ëèíåéíî ïðåîáðà-

çîâàííûå íàáëþäåíèÿ (W1/2)TpO ñòàíîâèëèñü ðàâíîòî÷íûìè. Íàïðè-

ìåð, ïðè îáðàáîòêå àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé (L = 2) â ñôåðè-

÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ αO (ïðÿìîå âîñõîæäåíèå) è δO (ñêëîíåíèå), ïîëó-

÷åííûõ ñ ðàâíîòî÷íûõ òåëåñêîïîâ, îáû÷íî èñïîëüçóþò âåñîâóþ ìàòðèöó

W = diag(w1, ..., w2J), ãäå w2i−1 = cos2 δOi è w2i = 1 (i = 1, . . . , J): èçâåñò-

íî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ñêëîíåíèÿ δO äèñïåðñèÿ îøèáîê èçìåðåíèÿ äëÿ αO

îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà cos2 δO, äëÿ ÷åãî è ââîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå

êîìïåíñèðóþùèå âåñà.

Ìèíèìóì ôóíêöèè (3.4) íàõîäèòñÿ èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ýêñòðå-

ìóìà:
∂S

∂q
= −2(pO − pC)TW

∂pC

∂q
= 0. (3.5)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.5) íåëèíåéíà, è ïîýòîìó íà ïðàêòèêå äëÿ åå ðåøå-

íèÿ ïðèáåãàþò ê èòåðàöèîííûì ìåòîäàì, êîòîðûå áóäóò èçëîæåíû íèæå.

Ðåøåíèå ñèñòåìû (3.5), ñîîòâåòñòâóþùåå ìèíèìóìó öåëåâîé ôóíêöèè,

îáîçíà÷èì q̂.

3.2 Ìîäåëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ íàáëþäåíèé

Ïðèâåäåì òåïåðü îñíîâíûå ôîðìóëû äëÿ ìîäåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà-

áëþäåíèé â óãëîâûõ êîîðäèíàòàõ α è δ.

Êîîðäèíàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå T ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé

T = Tα,δ ◦Ttop ◦Tgeo, (3.6)
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î ãäå Tgeo è Ttop � ïåðåõîäû ñîîòâåòñòâåííî îò êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû x

ê ãåîöåíòðè÷åñêîé, îòíåñåííîé íà ñòàíäàðòíóþ ýïîõó, ñêàæåì, J2000.0, è

îò ãåî- ê òîïîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå; Tα,δ � ïîëó÷åíèå óãëîâûõ êîîðäè-

íàò îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåõîäà ê òîïîöåíòðó

ôîðìàëüíî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Ttop ◦Tgeo(x) = x− xEO − xTE = xT , (3.7)

ãäå xEO � ïîëîæåíèå Çåìëè â ïðîñòðàíñòâå x; xTE � ãåîöåíòðè÷åñêîå

ïîëîæåíèå íàáëþäàòåëÿ, âû÷èñëÿåìîå ïî åãî ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì:

ãåîöåíòðè÷åñêîìó ðàññòîÿíèþ b, øèðîòå φ è ìåñòíîìó çâåçäíîìó âðåìå-

íè s, êàê

xTE1 = b cosφ cos s, xTE2 = b cosφ sin s, xTE3 = b sinφ,

s = λ+ 2πUT1+ 2π(24110s.54841 +

+ 8640184s.812866T + 0s.093104T 2 − 6s.2 · 10−6T 3)/86400s. (3.8)

Çäåñü λ� äîëãîòà íàáëþäàòåëÿ; T �þëèàíñêèå ñòîëåòèÿ îò ñòàíäàðòíîé

ýïîõè J2000.0: T = (UT1 − 2451545)/36525, UT1 � ñðåäíåå ñîëíå÷íîå

âðåìÿ â ñóòêàõ. Íàêîíåö, óãëîâûå êîîðäèíàòû ïîëó÷àþòñÿ ïî ôîðìóëàì

αC = arctg
xT2
xT1

, δC = arcsin
xT3
|xT |

.

Íàçåìíûå íàáëþäåíèÿ pO
i = (αO

i , δ
O
i )

T , êàê ïðàâèëî, îòíåñåíû ê ìî-

ìåíòàì tOi âñåìèðíîãî êîîðäèíèðîâàííîãî âðåìåíè (àïïðîêñèìàöèÿ UT1),

ïîýòîìó ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷èñëåííîé ìîäåëè (3.1) òðåáóåòñÿ ïðåäâàðè-

òåëüíûé ïåðåõîä ê ýôåìåðèäíîìó âðåìåíè t∗i . Êðîìå òîãî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ

âèäèìûõ ïîëîæåíèé íåáåñíîãî òåëà pC
i = (αC

i , δ
C
i )

T îòíîñèòåëüíî çåì-

íîãî íàáëþäàòåëÿ íåîáõîäèìî òàêæå ó÷èòûâàòü ýôôåêò çàïàçäûâàíèÿ

ñâåòà, êîòîðûé âûðàæàåòñÿ ïîñðåäñòâîì óðàâíåíèÿ

ti = t∗i − |xTO(t
∗
i )− x(ti)|/c, (3.9)

ãäå xTO(t
∗
i ) � ïîëîæåíèå òîïîöåíòðà â ïðîñòðàíñòâå x íà ìîìåíò ýôåìå-

ðèäíîãî âðåìåíè t∗i ; c � ñêîðîñòü ñâåòà. Óðàâíåíèå (3.9) ðåøàåòñÿ ìåòî-

äîì ïðîñòûõ èòåðàöèé, ÷òî ïðåäïîëàãàåò ìíîãîêðàòíîå ÷èñëåííîå èíòå-

ãðèðîâàíèå îðáèòû (îáû÷íî 2�3 èòåðàöèè) äëÿ ïîëó÷åíèÿ x(ti) íà êàæ-

äîå íîâîå ïðèáëèæåíèå ýôåìåðèäíîãî âðåìåíè. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî
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ïðèáëèæåíèÿ âûáèðàåòñÿ ti = t∗i . Êñòàòè, èìåííî ïîëó÷åííûé â ðåçóëü-

òàòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ âåêòîð ïîëîæåíèÿ x äîëæåí èñïîëüçîâàòüñÿ â

ôîðìóëàõ ïåðåõîäà (3.7).

3.3 Èçîõðîííûå ïðîèçâîäíûå

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (3.5) ïðåäïîëàãàåò âû÷èñëåíèå òàê íàçûâàåìûõ èçî-

õðîííûõ ïðîèçâîäíûõ ∂pC/∂q. Èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

∂pC

∂q

∣∣∣∣
ti

=
∂T

∂x

∣∣∣∣
ti

∂x

∂q

∣∣∣∣
ti

. (3.10)

Çäåñü ðàçìåðû ìàòðèö â ëåâîé ÷àñòè L ×K, à â ïðàâîé L × 3 è 3 ×K

ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè îáðàáîòêå àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé (L = 2)

ïðîèçâîäíûå ∂T/∂x îïðåäåëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêè èç äèôôåðåíöèàëüíûõ

ñîîòíîøåíèé

ρCdαC cos δC = −dx1 sinαC + dx2 cosα
C ,

ρCdδC = −dx1 cosαC sin δC − dx2 sinα
C sin δC + dx3 cos δ

C ,

òîãäà êàê ïðîèçâîäíûå ∂x/∂q â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.1) íàõîäÿòñÿ ÷èñëåííî

èç äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ

d2

dt2
∂x

∂q
=

∂P
∂x

∂x

∂q
(3.11)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè(
∂x

∂x0

)
0

= E,

(
∂x

∂ẋ0

)
0

= 0,
d

dt

(
∂x

∂x0

)
0

= 0,
d

dt

(
∂x

∂ẋ0

)
0

= E.

Çäåñü T = (αC , δC)T , ρC = |xT | � òîïîöåíòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå êîñìè÷å-

ñêîãî îáúåêòà; E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 3× 3. Óðàâíåíèÿ (3.11)

èíòåãðèðóþòñÿ ÷èñëåííî ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ. Òàêèì îá-

ðàçîì, ïðè ìîäåëèðîâàíèè èíòåãðèðóåòñÿ ñèñòåìà 42-ãî ïîðÿäêà.

3.4 Ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.5) ÷àùå âñåãî ïðèáåãàþò ê èòåðàöè-

îííûì ìåòîäàì òèïà Íüþòîíà [8], ãäå ïðèâëåêàþòñÿ âòîðûå ïðîèçâîäíûå
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∂2S/∂q2 èëè èõ ïðèáëèæåíèÿ â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè,

óòî÷íÿþùåé ëîêàëüíîå ïîâåäåíèå öåëåâîé ôóíêöèè.

Ñîãëàñíî èòåðàöèîííîé ñõåìå Íüþòîíà, ïîïðàâêà ê òåêóùåìó ïðè-

áëèæåíèþ q îïðåäåëÿåòñÿ êàê

∆q = −
(
∂2S

∂q2

)−1(
∂S

∂q

)T

, (3.12)

ãäå ∂2S/∂q2 � ìàòðèöà Ãåññå:

∂2S

∂q2
= 2

(
∂pC

∂q

)T

W
∂pC

∂q
− 2(pO − pC)TW

∂2pC

∂q2
. (3.13)

Ââèäó ïðîáëåìàòè÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ â (3.13) íà

ïðàêòèêå èõ îïóñêàþò è, òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóþò óïðîùåííóþ ñõåìó

òàê íàçûâàåìîãî ìåòîäà Ãàóññà�Íüþòîíà, êîòîðûé îòíîñèòñÿ ê øèðîêî-

ìó êëàññó êâàçèíüþòîíîâñêèõ ìåòîäîâ. Ìû òàêæå ïðèìåíÿëè ýòó ñõåìó

äëÿ ìèíèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè.

Ââåäåì ìàòðèöû

AN×K = (W1/2)T
∂pC

∂q
è BN×1 = (W1/2)T (pO − pC). (3.14)

Òîãäà ìîäèôèöèðîâàííóþ ïîïðàâêó ìåòîäà Íüþòîíà (3.12) ìîæíî ïåðå-

ïèñàòü êàê

∆q = −Q−1G, (3.15)

ãäå Q = ATA � íîðìàëüíàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ â ìèíèìóìå öåëåâîé

ôóíêöèè S(q) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ íåâÿçêàõ B áëèçêà ê äåëåííîé íà

äâà ìàòðèöå Ãåññå, à G = −ATB � äåëåííûé íà äâà ãðàäèåíò ôóíêöèè

S ïî q.

3.5 Òî÷íîñòü îïðåäåëÿåìûõ îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ

Îøèáêè îïðåäåëÿåìûõ îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, êàê ïðàâèëî, îöåíèâà-

þòñÿ èç äèñïåðñèé (äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ) êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû

C = σ̂2Q−1, σ̂2 = S(q̂)/(2N − 6),

ãäå q̂ � âåêòîð îöåíîê ïàðàìåòðîâ, äîñòàâëÿþùèé ìèíèìóì öåëåâîé

ôóíêöèè S(q). Òîãäà ïàðàìåòðè÷åñêèå îøèáêè ìîæíî îöåíèòü êàê

∆qi =
√
cii (i = 1, . . . , K).
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4 ÀËÃÎÐÈÒÌ ×ÈÑËÅÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ È

ÅÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÀß ÐÅÀËÈÇÀÖÈß

×èñëåííàÿ ìîäåëü àñòåðîèäíîãî äâèæåíèÿ ðåàëèçîâàíà ïðîãðàììíî íà

ïðîöåäóðíîì ÿçûêå Ôîðòðàí â àðèôìåòèêå ñ äâîéíîé òî÷íîñòüþ. Îïè-

øåì ñòðóêòóðó ðàçðàáîòàííîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà.

Â íà÷àëå çàäàþòñÿ ïîëîæåíèå x0 è ñêîðîñòü ẋ0 îáúåêòà íà íà÷àëüíóþ

ýïîõó t0, à òàêæå ñ÷èòûâàþòñÿ íàáëþäàòåëüíûå äàííûå: âðåìÿ UTC,

óãëîâûå êîîðäèíàòû α è δ è êîä îáñåðâàòîðèè, âíîñèòñÿ ïîïðàâêà êî

âðåìåíè UTC äëÿ ïåðåõîäà ê ýôåìåðèäíîìó âðåìåíè ET.

Çàòåì íà êàæäûé èç ìîìåíòîâ âðåìåíè íàáëþäåíèÿ ïóòåì ÷èñëåí-

íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (1.1) âû-

÷èñëÿåòñÿ ãåëèîöåíòðè÷åñêîå ïîëîæåíèå x èññëåäóåìîãî òåëà, äëÿ ÷åãî

èñïîëüçóåòñÿ èíòåãðàòîð Ýâåðõàðòà 12-ãî ïîðÿäêà ñ çàäàâàåìîé ëîêàëü-

íîé òî÷íîñòüþ 10−10 à.å.

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ x âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä îò ïðÿìîóãîëü-

íûõ êîîðäèíàò x1, x2 è x3 ê óãëîâûì α è δ (3.6) ñ ó÷åòîì ýôôåêòà çàïàç-

äûâàíèÿ ñâåòà (3.9). Ïîïóòíî îïðåäåëÿþòñÿ èçîõîðíûå ïðîèçâîäíûå (ñì.

ðàçä. 3.3), âû÷èñëÿþòñÿ íåâÿçêè (O�C) è îöåíèâàåòñÿ äèñïåðñèÿ îøèáîê

íàáëþäåíèé σ̂2 = S(q̂)/(2N − 6).

Íàêîíåö, îöåíèâàåì âåëè÷èíó îøèáêè â âåêòîðå ïîëîæåíèÿ ∆x, à

òàêæå íåêèé ïàðàìåòð Σ:

|∆x| =
√
c11 + c22 + c33, Σ =

√
N |∆x|/σ̂2. (4.1)
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5 ÒÅÑÒÈÐÎÂÀÍÈÅ ×ÈÑËÅÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ

×èñëåííàÿ ìîäåëü îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ òåñòèðîâàëàñü íà ïðèìåðå

àñòåðîèäà Àïîôèñ. Åãî îðáèòàëüíûå ýëåìåíòû ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 5.1.

Çäåñü a � áîëüøàÿ ïîëóîñü; e � ýêñöåíòðèñèòåò; i � íàêëîíåíèå ê ïëîñ-

êîñòè ýêëèïòèêè; Ω � äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà; ω � àðãóìåíò ïåðèöåí-

òðà; M � ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ.

Òàáë. 5.1: Îðáèòàëüíûå ýëåìåíòû Àïîôèñà

Ýëåìåíò Çíà÷åíèå Ýëåìåíò Çíà÷åíèå

a 0.9 à.å. Ω 204.4◦

e 0.19 ω 126.4◦

i 3.3◦ M 202.5◦

Íàáëþäåíèÿ Àïîôèñà, êîòîðûå ìû èñïîëüçîâàëè, âçÿòû ñ ñàéòà Öåí-

òðà ìàëûõ ïëàíåò (MPC) (www.minorplanetcenter.net). Îíè ðàñïðåäåëå-

íû íà äåñÿòèëåòíåì âðåìåííîì èíòåðâàëå, îò 15.03.2004 ã. äî 26.02.2014 ã.

(ðèñ. 5.1). Çà ýòîò ïåðèîä ïîëó÷åíî N = 4138 ÏÇÑ-íàáëþäåíèé.

 

Ðèñ. 5.1: Ðàñïðåäåëåíèå íàáëþäåíèé

Íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ïàðàìåòðîâ q ïîëó÷åíû èç îðáèòàëüíûõ

ýëåìåíòîâ, îïóáëèêîâàííûõ òàêæå íà ñàéòå MPC. Èòåðàöèîííûé ïðî-

öåññ îïðåäåëåíèÿ îðáèòû Àïîôèñà ñîøåëñÿ î÷åíü áûñòðî, âñåãî çà 4 èòå-

ðàöèè. Èçìåíåíèå âåëè÷èíû σ =
√

S(q)/2N , õàðàêòåðèçóþùåé ñîãëàñèå

ðåçóëüòàòîâ ìîäåëè è íàáëþäåíèé, ïðåäñòàâëåíî â òàáë. 5.2, èç êîòî-

ðîé âèäíî, ÷òî ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíî
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âûïîëíÿåòñÿ. Ìåæäó òåì ìàëàÿ âåëè÷èíà σ ïîðÿäêà 0.4′′ ãîâîðèò î õî-

ðîøåì ñîãëàñèè ìîäåëèðóåìîé îðáèòû è èñïîëüçóåìûõ íàáëþäàòåëüíûõ

äàííûõ.

Òàáë. 5.2: Óëó÷øåíèå îðáèòû

Èòåðàöèÿ 1 2 3 4

σ (′′) 1.930 0.450 0.398 0.397

2453000 2454000 2455000 2456000 2457000

-4

-2

0

2

4

c
o
s
''

2453000 2454000 2455000 2456000 2457000

-4

-2

0

2

4

''

Ðèñ. 5.2: Íåâÿçêè O�C îðáèòàëüíîé ìîäåëè

Íà ðèñ. 5.2 ïðåäñòàâëåíû íåâÿçêè äëÿ âåëè÷èí α è δ, äëÿ êàæäîãî

íàáëþäåíèÿ ïîñëå îïðåäåëåíèÿ îðáèòû. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ðàçáðîñ

âåëè÷èí íåâÿçîê â ðàçíûå ïåðèîäû íàáëþäåíèé ðàçëè÷åí è ñîñòàâëÿåò

îò äåñÿòûõ äîëåé ñåêóíäû îðáèòàëüíîé äóãè äî 4 ñåêóíä. Â îáùåì èç

ìàëûõ íåâÿçîê, ñîïîñòàâèìûõ ñ îøèáêàìè íàçåìíûõ íàáëþäåíèé, ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëåííàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò íàáëþäåíèÿ âïîëíå àäåêâàòíî.



18

6 ×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñòè òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ îðáè-

òû íåáåñíîãî òåëà îò ñîñòàâà íàáëþäåíèé, áûëî ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñ-

ïåðèìåíò íà ïðèìåðå ïÿòè îáúåêòîâ ãëàâíîãî ïîÿñà (òàáë. 6.1; òàáë. 6.2).

Òàáë. 6.1: Îðáèòàëüíûå ýëåìåíòû â ýêëèïòè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Ýëåìåíò Öåðåðà Ñòàðð Âåñòà Ëåííîí Ïàëëàäà

a 2.8 à.å. 2.2 à.å. 2.8 à.å. 2.4 à.å. 2.8 à.å.

e 0.08 0.17 0.09 0.09 0.23

i 10.6◦ 3.2◦ 7.2◦ 5.7◦ 34.8◦

Ω 80.4◦ 122.9◦ 103.9◦ 288.6◦ 173.1◦

ω 2.8◦ 197.2◦ 151.1◦ 302.8◦ 309.9◦

M 27.5◦ 155.9◦ 129.5◦ 340.2◦ 206.3◦

Òàáë. 6.2: Ñîñòàâû íàáëþäåíèé è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îøèáêè

Îáúåêò N Ïåðèîä íàáëþäåíèé σ̂ (′′)

Öåðåðà 7361 26.01.1802�28.04.2015 0.60

Ñòàðð 1986 29.05.1957�18.04.2016 0.46

Âåñòà 7736 29.01.1821�09.02.2016 0.68

Ëåííîí 1530 02.01.2011�12.04.2016 0.43

Ïàëëàäà 8503 09.05.1821�22.04.2016 0.58

Äëÿ âñåõ îáúåêòîâ â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé èñïîëüçîâà-

ëèñü îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû, ïîëó÷åííûå ñ ñàéòà Öåíòðà ìàëûõ ïëà-

íåò. Íà÷àëüíûå ýïîõè, íà êîòîðûå ïðèâåäåíû îðáèòàëüíûå ýëåìåíòû

òàáë. 6.1, äëÿ êàæäîãî èç òåë ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 6.3. Îíè ñîîòâåòñòâó-

þò ïðèáëèçèòåëüíî êîíå÷íûì ìîìåíòàì ïåðèîäîâ íàáëþäåíèé (òàáë. 6.2).

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñòè òî÷íîñòè îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ

|∆x| îò êîëè÷åñòâà íàáëþäåíèé N è äëèíû ìåðíîãî èíòåðâàëà ∆t íåîá-

õîäèìî áûëî ïîñòðîèòü õàðàêòåðèñòèêè Σ â çàâèñèìîñòè ∆t. Äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè äëÿ êàæäîãî îáúåêòà ñíà÷àëà èñïîëüçîâàëèñü
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Òàáë. 6.3: Íà÷àëüíûå ýïîõè
P Îáúåêò Íà÷àëüíûé ìîìåíò

1 Öåðåðà 13.01.2016

2 Ñòàðð 13.01.2016

3 Âåñòà 13.01.2016

4 Ëåííîí 31.07.2016

5 Ïàëëàäà 31.07.2016

íàáëþäåíèÿ ðàñïîëîæåííûå íà èíòåðâàëå ïðèáëèçèòåëüíî â 1/5 îáîðîòà.

Çàòåì ìàññèâ íàáëþäåíèé äîïîëíÿëñÿ çàñ÷åò áîëåå ñòàðûõ íàáëþäåíèé:

äëÿ ïÿòè ñëåäóþùèõ ïîâòîðåíèé ìàññèâ íàáëþäåíèé óâåëè÷èâàëñÿ íà

1/5 îáîðîòà; òîãäà êàê äëÿ ïîñëåäóþùèõ äåñÿòè ïîâòîðåíèé ìàññèâ óâå-

ëè÷èâàëñÿ íà 1 ãîä; çàòåì ìàññèâ äîïîëíÿëñÿ íàáëþäåíèÿìè çà êàæäûå

ñëåäóþùèå 10 ëåò.

Ïðè êàæäîì óâåëè÷åíèè ìàññèâà âû÷èñëÿëñÿ ïàðàìåòð Σ (4.1). Òà-

êèì îáðàçîì, áûëè ïîëó÷åíû õàðàêòåðèñòèêè Σ�∆t (ðèñ. 6.1�6.5). Êàê

âèäíî èç âñåõ õàðàêòåðèñòèê, äëÿ ìåðíûõ èíòåðâàëîâ â ïðåäåëàõ îäíîãî

îáîðîòà (ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäåíèé) òî÷íîñòü îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåò-

ðîâ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò äëèíû ìåðíîãî èíòåðâàëà è åãî óâåëè÷åíèå

ïîçâîëÿåò ïîâûøàòü òî÷íîñòü. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ìåðíîãî èí-

òåðâàëà õàðàêòåðèñòèêà ñòàíîâèòñÿ ïî÷òè ïîñòîÿííîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

òî÷íîñòü ôàêòè÷åñêè çàâèñèò òîëüêî îò êîëè÷åñòâà èñïîëüçóåìûõ íà-

áëþäåíèé N è ïîâûøàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî
√
N .
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Ðèñ. 6.1: Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû Σ îò äëèíû ìåðíîãî èíòåðâàëà äëÿ Öå-
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Ðèñ. 6.2: Òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 6.1, íî äëÿ Ñòàððà
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Ðèñ. 6.3: Òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 6.1, íî äëÿ Âåñòû
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Ðèñ. 6.4: Òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 6.1, íî äëÿ Ëåííîíà
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Ðèñ. 6.5: Òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 6.1, íî äëÿ Ïàëëàäû

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â èòîãå âûïîëíåííîé ðàáîòû áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

1. Ðàçðàáîòàíà ÷èñëåííàÿ ìîäåëü àñòåðîèäíîãî äâèæåíèÿ, ðåàëèçî-

âàííàÿ íà àëãîðèòìè÷åñêîì ÿçûêå Ôîðòðàí.

2. Òåñòèðîâàíèå ìîäåëè íà ïðèìåðå àñòåðîèäà Àïîôèñ ïîêàçàëî, ÷òî

ìîäåëü âïîëíå àäåêâàòíà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ àñòåðîèäíîãî äâèæå-

íèÿ.

3. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè òî÷íîñòè îïðåäåëÿåìûõ ïà-

ðàìåòðîâ îò êîëè÷åñòâà íàáëþäåíèé è äëèíû ìåðíîãî èíòåðâàëà.

4. Ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ìåðíûõ èíòåðâàëîâ â ïðåäå-

ëàõ îäíîãî îáîðîòà òî÷íîñòü îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ ñóùåñòâåí-

íî çàâèñèò îò äëèíû ìåðíîãî èíòåðâàëà è åãî óâåëè÷åíèå ïîâûøàåò

òî÷íîñòü. Äëÿ ìåðíûõ èíòåðâàëîâ áîëåå îäíîãî îáîðîòà òî÷íîñòü

çàâèñèò, ãëàâíûì îáðàçîì, òîëüêî îò êîëè÷åñòâà èñïîëüçóåìûõ íà-

áëþäåíèé N è ïîâûøàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî
√
N .
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Была проведена проверка магистерской диссертации Есипова Павла Александровича 

«ИССЛЕДОВАНИЕ  ЗАВИСИМОСТИ  ТОЧНОСТИ  ОПРЕДЕЛЯЕМЫХ  ОРБИТАЛЬНЫХ  ПАРАМЕТРОВ 

АСТЕРОИДОВ ОТ КОЛИЧЕСТВА НАБЛЮДЕНИЙ И ДЛИНЫ МЕРНОГО ВРЕМЕННОГО ИНТЕРВАЛА» по 

направлению 03.04.02 – «Физика». Документ проверен системой «Антиплагиат» Модули 

поиска:РГБ, диссертации, Elibrary, Интернет (Антиплагиат), Университетская библиотека 

онлайн, Модуль поиска ЭБС «Лань», Томский государственный университет, Кольцо 

вузов.  

Проверка показала, что доля оригинального текста в дипломной работе составляет 

83.48%, а 16.52% присутствует в источниках, приведенных ниже. 

Текстовые статистики: 

Индекс читаемости: обычный 

Неизвестные слова: в пределах нормы 

Макс. длина слова: в пределах нормы 

Большие слова: в пределах нормы 

  

 Источник Ссылка на источник 
Коллекция/мод
уль поиска 

Доля в 
отчёте 

Доля в 
тексте 

 
[1] Авдюшев, 
Виктор Анат... 

http://dlib.rsl.ru/rsl01004000000
/rsl01004741000/rsl01004741... 

Диссертации и 
авторефераты 
РГБ 

10.89% 10.89% 

 
[2] Баньщикова, 
Мария Ал... 

http://dlib.rsl.ru/rsl01004000000
/rsl01004315000/rsl01004315... 

Диссертации и 
авторефераты 
РГБ 

0.59% 10.09% 

 
[3] Численное 
интегриров... 

http://elibrary.ru/item.asp?id=23
325901 

Научные 
статьи Elibrary 

0.89% 6.51% 

 
[4] Александрова, 
Анна Г... 

http://dlib.rsl.ru/rsl01005000000
/rsl01005516000/rsl01005516... 

Диссертации и 
авторефераты 
РГБ 

0% 6.31% 

 
[5] Интегратор 
Гаусса-Эв... 

http://elibrary.ru/item.asp?id=15
207196 

Научные 
статьи Elibrary 

0.05% 5.49% 

 
[6] ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
ОРБИТ БЛ... 

http://elibrary.ru/item.asp?id=11
032616 

Научные 
статьи Elibrary 

0.02% 2.79% 

 
[7] ИТЕРАЦИОННЫ
Е МЕТОДЫ ... 

http://elibrary.ru/item.asp?id=17
252262 

Научные 
статьи Elibrary 

1.07% 2.14% 



 
[8] КИНЕМАТИЧЕС
КОЕ МОДЕЛ... 

http://elibrary.ru/item.asp?id=16
045096 

Научные 
статьи Elibrary 

0.33% 1.26% 

 
[9] Рамоданов, 
Сергей Ми... 

http://dlib.rsl.ru/rsl01004000000
/rsl01004582000/rsl01004582... 

Диссертации и 
авторефераты 
РГБ 

0% 0.91% 

 
[10] Килин, 
Александр Але... 

http://dlib.rsl.ru/rsl01004000000
/rsl01004309000/rsl01004309... 

Диссертации и 
авторефераты 
РГБ 

0% 0.91% 

 
[11] Чазов, Вадим 
Викторо... 

http://dlib.rsl.ru/rsl01006000000
/rsl01006741000/rsl01006741... 

Диссертации и 
авторефераты 
РГБ 

0.47% 0.65% 

 
[12] Полный текст 
(14/14) 

http://istina.msu.ru/media/course
s/courseteaching/73a/b3d/58... 

Интернет 
(Антиплагиат) 

0% 0.65% 

 
[13] Программные 
пакеты, ... 

http://www.skachatreferat.ru/ref
eraty/%D0%9F%D1%80%D0%B
E%D0%... 

Интернет 
(Антиплагиат) 

0.59% 0.59% 

 
[14] Long-
termevolution ... 

http://arxiv.org/pdf/astro-
ph/0607530.pdf#2 

Интернет 
(Антиплагиат) 

0.01% 0.59% 

 
[15] Галушина, 
Татьяна Юр... 

http://dlib.rsl.ru/rsl01002000000
/rsl01002902000/rsl01002902... 

Диссертации и 
авторефераты 
РГБ 

0% 0.51% 

 
[16] Солнце и 
Солнечная с... 

http://otherreferats.allbest.ru/air/
00151173_0.html 

Интернет 
(Антиплагиат) 

0.49% 0.49% 

 [17] 47409 
http://e.lanbook.com/books/elem
ent.php?pl1_id=47409 

Модуль поиска 
ЭБС "Лань" 

0% 0.48% 

 
[18] Шефер, 
Владимир Алек... 

http://dlib.rsl.ru/rsl01002000000
/rsl01002625000/rsl01002625... 

Диссертации и 
авторефераты 
РГБ 

0% 0.46% 

 
[19] Ссылка для 
скачивани... 

http://idg.chph.ras.ru/data_files/
%D0%A1%D0%B1%D0%BE%D1
%80%D... 

Интернет 
(Антиплагиат) 

0% 0.46% 

 [20] 222671 http://biblioclub.ru/index.php?pa
ge=book_red&id=222671 

Университетск
ая библиотека 
онлайн 

0% 0.43% 

 
[21] Галеев, Олег 
Рафаило... 

http://dlib.rsl.ru/rsl01004000000
/rsl01004142000/rsl01004142... 

Диссертации и 
авторефераты 
РГБ 

0% 0.43% 

 
[22] Состоялось 
заседание... 

http://elibrary.ru/item.asp?id=23
181542 

Научные 
статьи Elibrary 

0.42% 0.42% 

 [23] 68291 
http://e.lanbook.com/books/elem
ent.php?pl1_id=68291 

Модуль поиска 
ЭБС "Лань" 

0% 0.42% 

 [24] Моиссева 
 

Томский гос. 
Университет 

0% 0.42% 

 
[25] Кантер, 
Алексей Анат... 

http://dlib.rsl.ru/rsl01000000000
/rsl01000204000/rsl01000204... 

Диссертации и 
авторефераты 
РГБ 

0% 0.41% 

 
[26] Батхина, 
Наталья Вла... 

http://dlib.rsl.ru/rsl01002000000
/rsl01002933000/rsl01002933... 

Диссертации и 
авторефераты 
РГБ 

0% 0.4% 

 
[27] Сюсина, 
Ольга Михайл... 

http://dlib.rsl.ru/rsl01006000000
/rsl01006580000/rsl01006580... 

Диссертации и 
авторефераты 
РГБ 

0.2% 0.38% 



 
[28] Использовани
е эволюц...  

Кольцо вузов 0.14% 0.38% 

 [29] 241078 http://biblioclub.ru/index.php?pa
ge=book_red&id=241078 

Университетск
ая библиотека 
онлайн 

0% 0.34% 

 
[30] Яковенко, 
Елена Евге... 

http://dlib.rsl.ru/rsl01000000000
/rsl01000321000/rsl01000321... 

Диссертации и 
авторефераты 
РГБ 

0% 0.3% 

 

[31] МЕТОД 
ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
ПР... 

http://elibrary.ru/item.asp?id=11
480235 

Научные 
статьи Elibrary 

0% 0.3% 

 [32] ВАК-2004 http://agora.guru.ru/display.php?
PHPSESSID=fv6urttlanvamosbl... 

Интернет 
(Антиплагиат) 

0% 0.3% 

 
[33] автореферат_
Акрестин...  

Томский гос. 
Университет 

0% 0.25% 

 [34] 251134 
http://e.lanbook.com/journal/issu
e.php?p_f_journal=2260&p_f_... 

Модуль поиска 
ЭБС "Лань" 

0% 0.24% 

 
[35] Кознов, В. В. 
диссер... 

http://dlib.rsl.ru/rsl01000000000
/rsl01000148000/rsl01000148... 

Диссертации и 
авторефераты 
РГБ 

0% 0.23% 

 
[36] Питьева, 
Елена Влади... 

http://dlib.rsl.ru/rsl01002000000
/rsl01002882000/rsl01002882... 

Диссертации и 
авторефераты 
РГБ 

0% 0.23% 

 [37] 2309 
http://e.lanbook.com/books/elem
ent.php?pl1_id=2309 

Модуль поиска 
ЭБС "Лань" 

0% 0.23% 

 
[38] МОДЕЛИРОВА
НИЕ ВЛИЯНИ... 

http://elibrary.ru/item.asp?id=99
55698 

Научные 
статьи Elibrary 

0.23% 0.23% 

 
[39] усюкевич_АР/
АВТОРЕФЕ...  

Томский гос. 
Университет 

0% 0.23% 

 
[40] Васильев, 
Михаил Вас... 

http://dlib.rsl.ru/rsl01000000000
/rsl01000262000/rsl01000262... 

Диссертации и 
авторефераты 
РГБ 

0% 0.2% 

 
[41] Бирюков, 
Евгений Евг... 

http://dlib.rsl.ru/rsl01004000000
/rsl01004044000/rsl01004044... 

Диссертации и 
авторефераты 
РГБ 

0% 0.18% 

 
[42] Продолжение 
исследов... 

http://sd4.uchebalegko.ru/docs/9
4000/index-6178.html 

Интернет 
(Антиплагиат) 

0% 0.18% 

 [43] Источник 43 http://www.ccas.ru/papers/pointe
r2001/Index2001.zip 

Интернет 
(Антиплагиат) 

0% 0.18% 

 [44] Автореферат 
http://oldvak.ed.gov.ru/common/
img/uploaded/files/vak/announ... 

Интернет 
(Антиплагиат) 

0% 0.15% 

 
[45] Шапорев, 
Сергей Дмит... 

http://dlib.rsl.ru/rsl01000000000
/rsl01000218000/rsl01000218... 

Диссертации и 
авторефераты 
РГБ 

0% 0.14% 

 
[46] Титова, 
Наталья Нико... 

http://dlib.rsl.ru/rsl01002000000
/rsl01002618000/rsl01002618... 

Диссертации и 
авторефераты 
РГБ 

0.12% 0.13% 

 

Оригинальные блоки: 83.48%  

Заимствованные блоки: 16.52%  



Заимствование из "белых" источников: 0%  

Итоговая оценка оригинальности: 83.48%  

 

Анализ указанных источников показал, что выявленные текстовые совпадения 

представляют собой незначительные по объёму высказывания в виде корректно 

оформленных цитат или общепринятой терминологии, используемой в рамках научного 

направления, соответствующего тематике выпускной работы.  

 
Выполнил проверку и составил заключение, 
ответственный за работу с системой «Антиплагиат»     Есипов П. А. 
08.06.2016 


