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� �� �������� �	� ��������� ����
������ �� ��!�����"# �$ %��&���'�� ��(
)�%�����
� �%%��������( ��!��� � �����$��%�������� �
� �"%�*+, -..�*�����%�' �
 ���)�� *�$����# ����$�*�� /������$�$+� �!���+��� � ���'��#0�$ �����������%�'
%���
� ����
������ * %�$�#%��+ ����
������� ���� 1+�)���� �������� �*&���������
���$���� �� ���
����'�� ����� ������$ �$ ��
����$� ����
��������( � �!�!2�� �
�
��( )�%�����
� ��0���( �,!"� �!"*������"� ��..����&���'�"� +�������# �����
�
� �����
� ���(�*�� �3� ��� 4�$ %�$"$ �$+ +����%' ��%0����' �!��%�' ���$�����( %���
�
����
������� *����"# ��$ �� $���� �%����%( ����$ � %�$"� ���+�(��"� �$���� �
��0����  ���) ��!�%��# $�����*��

5���
����� ��������� 678	9: �%����� �� ����� $�����"� .��$+��� ��(��"� *���
��*�&����"� $������ ;+�
�<=+��" !+�)����%*�
� ����� ��-��$+ �� ��%���+�� �%� ��
 �$�)����'�"� %��#%��� �>�� 1���� ��
�� �$���� !��
����( ���
����'��$+ ����%����
����, �")�%�����'��# %��$" ����
����� ��������� �!��� �(� ����$+2�%�� % ��)*�
 ����( )�%�����
� ����
��������(� 	: ��
����$ ����
��������( +�����%���� ��( �,�
!�
� ���(�*�? 3: ����
����� �$��� ���%��# *������# ��( �"!��� 0�
� ����
��������(?
� ��*�� �: � ��$ ����� ���� ��%����)�� ��)�"# �����*��� ��0���(� )�� �� ���(��
�"����(�' )�%������ ����
��������� �%�
� % 3 �����&�($� �� 0�
��

@�%$���( �� -��� ���
��$$�"# *�� ��������� 78	9 ��� 6����)�$� *�* � �,!�( �
�
$���.�*�&�( ���� 78A8BC3�:� �� ��0 � 
�(�� �����'�� %+2�%������ �
����)����
�� �� $����%�� ����
������ � ��-��$+ �+�����%( � ����������'��# ����*&��� D���
�� 
����"� ����%���*�� � ���
��$$��# ����� �&�� ����
������ $���� ����)�%���'
%���+,2��� 	: ��+���)����$"# � 
��$� �*�# *��? 3: $��
� *��%����� %�( ���"� % ���
�(�*�$ ����
������� )��  ���+��(�� �!�!2���� *��� �� ��+
�� ���(�*�? �: ����
�����
����� ���� ���'*� ��( ����������"� ���(�*��� ���)�$ ��( ��)���"� % �� !�����$
E�+%%�<;���� ���( � ��%���� )�� ��(��"� *����*�&����"� $����" ;+�
�<=+��"� ���
%������"� �� %�$$����)�"� �� !����(� E�+%%�<F�!���� � E�+%%�<F�������� �!�����
,� 
��$����)�%*�$� %��#%���$� �9�? >: ��
����$ �"!��� 0�
� ��( +�������# �����
�
���(�*� �%���' +��%( ��*�# �� *�* � ��( +�������# �����
� ���(�*�� ��-��$+ 0�

��� ����
��������� +�������# �����
� ���(�*� �"!�����%( �������? 9: %������"# 0�
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3 ���� �������

����
��������( � ����$� ����$����
� 0�
� �"!�����%( �� ���%�$� �� ��..����&��
��'�"� +�������#� ��-��$+ �� �%�
�� ����$��'��? G: �
����)���( �� ����)��+ �"!����
�$�
� ����$����
� 0�
�� �������$�$+�  ����" � ����
������ ���%�� � -$����)�%*��
%��!������# � ���� *��$� ��
�� ��  ���%(� �� ���(�*� ����
�������

� ��!��� $" ����%����(�$ ���"# *�� ����
������ ��������� H8BIIC	9� *����"#
�� ��0��� �� ����"� �"0� ��+���%��� 	: �%���' +( �� $����%�� J������ 
K� ��$ +���
��%' %�*�����' ���
��$$�"# *�� ��)�� � 3 �� �? 3: +%������" �%� *��%����"� %�( ���
�"� % ���(�*�$ $����� 6�%������" ��0' *��%����" + ���"�  ��)���# �� 0�
�:? �: *��
�� ���(�� ���+)��' ��0���� 3<	9 ���(�*� ��)��%�� 6���( ��� ���!����$�%�� *�� !� 
� $�����# $���� �!�!2��' �� �,!�# ��+
�# ���(��*� ��( -��
� �+��� ��0' ���+�
)��' %������%��+,2�� + ���"�  ��)���(:? >: �%������� ��
����$ �"!��� ����$����
�
0�
�? 9: %������"# 0�
 �"!�����%( �� �&��*� ����
���+,2�# %��$" �����
� ���(��
*� % +)���$ ��������( ����"� )�%��# +�������#? G: ��*���"��,�%( �
����)���( ��
�"!����$"# 0�
 � %������%���� % ���(�*�$ ����
�������

=��$� ��
�� $" �������� ����
����� ���"$� �� $����%�($�� 	: ����
��������� ��
0�
� �� �����# %����$�%�� �����&�����
� ���&�%%�? 3:  ���$������ ����)��" �������
%�����
� 0�
� ��%�� �"�������( ���&��+�" ����
��������(� )�� ���� �� ��� $��
��
*�����$ �%���' ������ ���
��$$��
� *��� � ����$� ����$����
� 0�
�? � �: !"%��"#
�"!�� %�������
� 0�
�� ���!+�$"# ��0' ��( �����
� �!��2���( * ����
�����+ 6���
��������$ �!��2���� �%���' +��%(  ���$����$"# 0�
 ����"�+2�
� �!��2���(:�

� ��!��� � ��
���%( �!2�( �����( ����
������ ��������� % ���%���"$� ��$� *���
��*����$�� ������
���%( ���"# ���
��$$�"# *�� ����
������� � ��*�� ����%����(�
,�%( �� +�'���" ��%��������( ����
������ �� ���$��� ��..����&���'�"� +�������#
 ���)� ��+� ���� � ���'��#0�$ �� ���)��� ��
�� )�� ����
����� �%���' +�� 
�+%%��"
�� !����(� $" !+��$ �� "���' �
� ����
������$ E�+%%�<��������� 6���( �!")�� ��*��
����
�����" �� "��,� 
�+%%��"$� �9�:�

�� 	
������ 
������

/���������$� �� 0�
� h $" ��0��$  ���)+�

x′ = f(t,x), x0 = x(t0). 6	:

L��%' t M �� ���%�$�( ����$����(� x M ����
���+�$"� ����$���"�� � f M  ������(
��*���<.+�*&�( t � x� �����$ ����$���+, τ = (t − t0)/h � ����%����$ ����+, )�%�'
+�������# 6	: � ���� ������$� %������ k�

x′ = x′
τ/h = f = f0 + A1τ + A2τ

2 + A3τ
3 + . . .+ Akτ

k, 63:


�� *�-..�&����" Ai ��*� �� ���������"� 5���
���+( 63: �� τ � ���+)��$ ��0����

x = x0 + h

(
f0τ +

1

2
A1τ

2 +
1

3
A2τ

3 +
1

4
A3τ

4 + . . .+
1

k + 1
Akτ

k+1

)
. 6�:

/�����0�$ 63: � ���� ��������(&�����
� $��
�)���� @',���� �� %��*� τ0, τ1, . . . , τk
6τ0 = 0:�

f = f0 + α1τ + α2τ(τ − τ1) + α3τ(τ − τ1)(τ − τ2) + . . .+ αkτ(τ − τ1) . . . (τ − τk−1). 6>:



	
���
���
 ����������
��
�� �

5 %�����0���#

f1 = f0 + α1τ1,
f2 = f0 + α1τ2 + α2τ2(τ2 − τ1),
f3 = f0 + α1τ3 + α2τ3(τ3 − τ1) + α3τ3(τ3 − τ1)(τ3 − τ2),
. . .

69:

���+)��$ *���)�"� �� ��%�� α

α1 = (f1 − f0)/τ1,
α2 = ((f2 − f0)/τ2 − α1)/(τ2 − τ1),
α3 = (((f3 − f0)/τ3 − α1)/(τ3 − τ1) − α2)/(τ3 − τ2),
. . .

6G:

� %��, �)����'� %�������( 63: � 6>:� !+��$ �$��'

A1 = α1 + (−τ1)α2 + (τ1τ2)α3 + . . .+ (−1)k−1(τ1 . . . τk−1)αk,
A2 = α2 + (−τ1 − τ2)α3 + . . . ,
. . .
Ak = αk,

���

A1 = c11α1 + c21α2 + . . .+ ck1αk,
A2 = c22α2 + . . .+ ck2αk,
. . . . . .
Ak = ckkαk.

6�:

4�
�� �!����"# ������� �� A * α $���� ����%�����' *�*

α1 = d11A1 + d21A2 + . . .+ dk1Ak,
α2 = d22A2 + . . .+ dk2Ak,
. . . . . .
αk = dkkAk.

6N:

=�-..�&����" cij � dij (��(,�%( )�%��$� D������
�� *����"� �")�%�(,�%( �� .���
$+��$

cii = dii = 1, ci0 = di0 = 0 (i > 0),
cij = ci−1,j−1 − τi−1ci−1,j , dij = di−1,j−1 − τjdi−1,j (i > j > 0).

6
:

� %������%���� % 6
: *���"# *�-..�&���� cij ����%����(�� %�!�# %+$$+ �%��� $���"�
���� ������# i− j ����)�� τ1, . . . , τi−1 %�  ��*�$ (−1)i−j� @����$���

c62 = τ1τ2τ3τ4 + τ1τ2τ3τ5 + τ1τ2τ4τ5 + τ1τ3τ4τ5 + τ2τ3τ4τ5.

O�%,�� %�
��%�� �����$� �����  ��)���( τ1, . . . , τi−1 !+�+� (��(�'%( *���($� ������$�
����

Pi−1 = ci1 + ci2τ + ci3τ
2 + . . .+ ciiτ

i−1. 6	K:



> ���� �������

�� �������������� �� ����

����)��" α �������(,�%( �� f � *����"�� � %��, �)����'� �")�%�(,�%( �� ��0���($
x� D�
��%�� 6�: -�� ��0���( !+��$  ������' *�*

x1 = x0 + h

(
f0τ1 +

1

2
A1τ

2
1 +

1

3
A2τ

3
1 + . . .+

1

k + 1
Akτ

k+1
1

)
,

. . . 6		:

xk = x0 + h

(
f0τk +

1

2
A1τ

2
k +

1

3
A2τ

3
k + . . .+

1

k + 1
Akτ

k+1
k

)
.

J��$+�" 6		: ����%����(,� %�!�# ��(��"� +�������( ����%����'�� x� ��-��$+ ���
��0�,�%( �����&����"$ %��%�!�$�

P�( ���+)���( ��)��'��
� ���!������( ᾱ �� %���+,2�$ 0�
� h̄ �%���' +��%( ���
.��$�&�( � *�-..�&������ A �� ��*+2�$ 0�
� h� 1� �� $����( �� ���%�$�( �����
$����( %���+,2�
� 0�
� !+��� τ̄ = (t− th)/h̄� 
�� th = t0 + h� O�%,��

τ = rτ̄ + 1, 6	3:


�� r = h̄/h� D�
��%�� 63:

f0 + A1τ + A2τ
2 + A3τ

3 + . . .+ Akτ
k = f̄0 + Ā1τ̄ + Ā2τ̄

2 + Ā3τ̄
3 + . . .+ Ākτ̄

k. 6	�:

/��%����(( 6	3: � 6	�: � ����������( *�-..�&����" ��� �����*��"� %�����(� τ̄ � ���
�+)��$�

f̄0 = e00f0 + e10A1 + e20A2 + e30A3 + . . .+ ek0Ak,
Ā1 = r(e11A1 + e21A2 + e31A3 + . . .+ ek1Ak),
Ā2 = r2(e22A2 + e32A3 + . . .+ ek2Ak),
. . . . . .

Āk = rkekkAk,

6	>:


�� eij M )�%�� ���.$���)�%*�
� ���+
��'��*�� �")�%�(�$"� �� ��*+������"$ .���
$+��$

eii = ei0 = 1, eij = ei−1,j−1 + ei−1,j (i > j > 0). 6	9:

P���� �&��*� Ā ��( h̄ +��)�(��%( �+��$ ���%���( ������*� ΔA� ���+)��$�# *�* �� �
��%�' $���+  ��)���($� A ��%�� �����&�# � �&��*�# Ā �� ��*+2�$ 0�
� h� @�*���&�
���' +(%' %�����0���($� 6N:� !+��$ �$��' ��)��'��� ���!������� ᾱ�

=����( �����&�( �"����(��%( %���+,2�$ �!�� �$� D��)��� �������(��%( ��0����
x1� � *�����
� �� �����# .��$+�� 69: +�+)0���%(  ��)���� α1� P���� �������(��%(
x2� �� *�����$+ +�+)0���%( α2� � ��* �� xk� =�* �������� ��( ���+)���( ��%����)��
����0�� α ���!����$� �%�
� ��0' 3 �����&��� �)��' ���*� M ��

=�* ���'*� ����)��" α ���+)��"� ��0���� �� 0�
� h 6τ = 1: !+���

xh = x0 + h

(
f0 +

1

2
A1 +

1

3
A2 + . . .+

1

k + 1
Ak

)
. 6	G:

� ��)��� ����
��������(� �� �����$ 0�
�� � *�)�%��� ᾱ �"!���,� �+���"�  ��)���(
�  ��+%*���%( �"0����%���"# �����&����"# ���&�%%� Q%�� ��)��'�"# 0�
 ��%����)��
!��'0�#� )��!" �!�%��)��'  �����+, ��*��'�+, ��)��%�'� �� �
� %���+�� +$��'0��'�
/�� ����$��'�� �"!�����$ 0�
� �"%�*�( ��)��%�' α ��%��
���%( +�� �� > �����&���



	
���
���
 ����������
��
�� 9

�� ������� ����������� ��� ���� �� ����
��������

�������� ������ ����� !����

/��' +(%' 6G:� 6�: � 6		:� ����+��� ��*� ��'� )�� ��0���� 6	G: ����%����$� � ����

xh = x0 + h

k∑
i=0

biki, 
�� ki = f(t0 + hτi,x0 + h

k∑
j=0

aijkj) (i = 0, . . . , k), 6	�:

� *�-..�&����" aij � bi M ��%��(��"��  ���%(2�� ���'*� �� τi� 4�*�$ �!�� �$� �����

����� E�+%%�<��������� .�*��)�%*� �%����� �� ����� $�����"� .��$+��� ��(���
�
$����� ;+�
�<=+��"� /��)�$ -�� .��$+�" (��(,�%( *����*�&����"$� �G�� P�#%����
���'��� � *�)�%��� *����*�&�����
� ������$� � ����
������ �"%�+���� ���!��������
����%�������� ��0���( 6�:� ��
�� *�* +%����( *����*�&�� .��$��'��  ���,�%( %����
��0���($� 69:�

/��� ���'�"# �"!�� + ��� τi ���� $���� ���(�*� k+1� O���*�� �%���' +( %��#%���
��(��"� $������ ;+�
�<=+��"� �������� �"!��� �� !����� E�+%%�<;���� )�� �� �����
�� �$+ ���"%��' ��)��%�' $����� �� ���(�*� 2k + 1�

"� #�������� ������� �����������

L��)���( + ��� τ1, . . . , τk M %��!���"� ����$���" � �� $���� �"!����' *�* +
�����
��0' !" ��� �� !"�� ����" $���+ %�!�#� � �!2�$ %�+)�� ����
����� !+��� �$��'
���(��* k + 1� ����*� %+2�%��+,� ��*�� + ���"�  ��)���(� *����"� �� ���(,�  ��)��
���'�� ���"%��' ��)��%�' ��0���(� � �$���� �� ���(�*� 2k� ��!� 2k + 1�

/��!�������� ��0���� ���(�*� 2k + 1 �� %��*� τ1, . . . , τ2k !+���

xh = x0 + h

(
f0 +

1

2
A′

1 +
1

3
A′

2 + . . .+
1

2k + 1
A′

2k

)
. 6	N:

O�������$ τ1, . . . , τk ��*� )��!" ��0���� 6	G: �$��� ���(��* 2k + 1� ��� �� $���� �
��$ %�+)��� �%�� �� ��%�' ��0���# 6	G: � 6	N: !+��� ����� �+�,�

Δxh = h

(
A′

1 − A1

2
+

A′
2 − A2

3
+ . . .+

A′
k − Ak

k + 1
+

A′
k+1

k + 2
+ . . .+

A′
2k

2k + 1

)
= 0. 6	
:

D�
��%�� 6G: *�-..�&����" α1, . . . ,αk � 6	G: � 6	N: %������,�� 4�
��

A′
1 −A1 = ck+1,1αk+1 + . . .+ c2k,1α2k,

A′
2 −A2 = ck+1,2αk+1 + . . .+ c2k,2α2k,

. . .
A′

k − Ak = ck+1,kαk+1 + . . .+ c2k,kα2k,
A′

k+1 = ck+1,k+1αk+1 + . . .+ c2k,k+1α2k,
A′

k+2 = ck+2,k+2αk+2 + . . .+ c2k,k+2α2k,
. . .
A′

2k = c2k,2kα2k.

63K:



G ���� �������

5%���' +( ��*+������"� %�����0���( 6
: �"�� �$ � 63K: *�-..�&����" ck+i,j )��� 
ck+1,j�

ck+2,1 = −τk+1ck+1,1, ck+2,j = ck+1,j−1 − τk+1ck+1,j (j > 1),
ck+3,1 = τk+2τk+1ck+1,1, ck+3,j = ck+1,j−2 + (−τk+1 − τk+2)ck+1,j−1 + τk+2τk+1ck+1,j (j > 1),
. . . . . .

63	:
/��%����(( 63	: � 63K:� ���+)��$

A′
1 − A1 = B1ck+1,1,

A′
2 − A2 = B1ck+1,2 + B2ck+1,1,

. . .
A′

k − Ak = B1ck+1,k + B2ck+1,k−1 + . . .+ Bkck+1,1,
A′

k+1 = B1ck+1,k+1 + B2ck+1,k + . . .+ Bkck+1,2,
A′

k+2 = B2ck+1,k+1 + . . .+ Bkck+1,3,
. . .
A′

2k = Bkck+1,k+1,

633:


�� B �$�,� .��$+ 6�:�

B1 = αk+1 + (−τk+1)αk+2 + (τk+1τk+2)αk+3 + . . .+ (−1)k−1(τk+1 . . . τ2k−1)α2k,
B2 = αk+2 + (−τk+1 − τk+2)αk+3 + . . . ,
. . .
Bk = α2k.

/��%����(( ����� 633: � 6	
: � +�������( *�-..�&����" ��� �����*��"� ����)����
B� !+��$ �$��' +�������( ��( ck+1,j

ck+1,1

2
+
ck+1,2

3
+ . . .+

ck+1,k

k + 1
+

1

k + 2
= 0,

. . . 63�:
ck+1,1

k + 1
+
ck+1,2

k + 2
+ . . .+

ck+1,k

2k
+

1

2k + 1
= 0.

;�0���( 63�: ���� ��)�� �������(,�  ��)���( τ1, . . . , τk� *����"� �")�%�(,�%( � +����
����(

ck+1,1 + ck+1,2τ + ck+1,3τ
2 + . . .+ ck+1,kτ

k−1 + τk = 0. 63>:

R ���"�  ��)���( τi� �������(�$"� � 63�: � 63>:�  ���,� 6�����: �� !����� E�+%%�<
;���� 5� ��*�� $���� ���+)��' � +�������(

(τk+1(τ − 1)k)(k)
τ = 0. 639:

� 639: ���"# *����' ����� �+�, 6τ0 = 0:� Q%�� �����!+�$� )��!" ����"# *����' !"�
����� �����&� 6τk = 1:� �� ��( ���"0���( ���(�*� )�%�����
� ��0���( ���+)�$ �� �
!����� E�+%%�<F�!����� + ���"�  ��)���( *�����
� ��*�� +���������(,� +�������,

(τk(τ − 1)k)(k−1)
τ = 0. 63G:

;� !����� E�+%%�<F�!���� %�$$����)�� � ���� )�%������ ��0���� ���(�*� 2k�



	
���
���
 ����������
��
�� �

$� ��%�� ����

� ����
������ E�+%%�<��������� *������' 0�
� ����
��������( �%+2�%���(��%( �� ���
��)��� ��%�����
� )���� � 6	G:�

/+%�' ‖etol‖ M  ������( ��)��%�'� /����!+�$� )��!" �� %���+,2�$ 0�
� �"����(�
��%' �����%���

h̄

k + 1
‖Āk‖ = ‖etol‖.

O�%,��� �%���' +( ��%������ %�����0���� � 6	>:� ���+)��$ �&��*+

h̄ = hr = h

(
k + 1

h

‖etol‖
‖Ak‖

) 1
k+1

. 63�:

O)������� ��� �� !����(� E�+%%�<;��� � E�+%%�<F�!���� ����%����* ��*�# �&��*� %��
%���� � ��$� )�� 0�
 �� ��# �"!�����%( *�* ��( ��0���( ���(�*� k� ��-��$+� ���!2�

����(� ��� �� �!�%��)����� %��������� ���!+�$�# ��*��'��# ��)��%�� ��( ��0���(
!���� �"%�*�
� ���(�*��

�� � !������ %��0*�$ !��'0�� 6� $��"�: ��*��'�"� �0�!�* �� r %���+�� �����
���' �
����)�����

1

σ
< rk+1 < σ. 63N:

P�( ��
� )��!" ����)��� ��%�����
� )���� � 6	G: !"�� �
����)��� � �������� ����
�
���(�*��  ��)���� σ ������ !"�' �����

√
10� ��� %���+�� � ��
�� )�� h̄‖Āk‖ ∼ rk+1�

�"�������� �!��� �������%�� ������(��%( ��0' � ��)��� ����
��������( ��� �"!��
�� %�������
� 0�
�� �%�� 63N: �� �"����(��%(� �� ����
��������� ������(��%( % ���"$
0�
�$ h̄ = hr � ��* ������ ��*� �� �"������%( +%����� 63N:� O!")�� ��( ���+)���(
%�������
� 0�
� ���!+��%( �� !���� > �����&�#� � ���'��#0�$ ��( �
����)���( r ����
���(��%( ���'*� ������ �������%���� �%�� �������%��� �� �"����(��%(� �� r �����$���
 ��)���� �����
� ��������

@�)��'��� ���!������� %�������
� 0�
� ���+)���%( � �&��*� 63�: ��( k = 1�

h̄ =

√
2h‖etol‖
‖f1 − f0‖ , f1 = f(t0 + h,x0 + hf0), 63
:


�� h M $���( ����)���� Q%�� h ��%���'*� $���� )�� � *�$�',�����# ���.$���*�
f1 = f0� ��� +����)�����%( � 	K �� � �&��*� ������(��%( %�����

&� #������ � ��� ��������������

��� ����'(������ �������)�� ������

4������)�%*� %��$�%���� +����)���� ���(�*� � +$��'0���� 0�
� $����� ���
����)���
�� ���"0�,� $�����)�%*+, ��)��%�' )�%����"� �� +�'����� ����
��������(� O����
*� ��� *�$�',�����# ����� �&�� � ���.$���*� % �����������# ��)��%�', �%���%����
�0�!�* �*�+
����( %+2�%��+,� ��*��  ��)���( ����$����� ����
��������(� *����"�
��,� ������'�� �"%�*+, ��)��%�' ����+ ��
�� )�� $�����)�%*�� �0�!*� %�����(�%(
%�� $���$"$� % �0�!*�$� �*�+
����(� � � -��$ %�+)�� �� �$��� %$"%�� ����������
$��' *�*�����!� ���'��#0�� ���"�*� ���+)��' !���� �"%�*+, ��)��%�' )�%�����
�
����
��������( �+��$ ���"0���( ���(�*� � +$��'0���� 0�
� $������



N ���� �������

� �!2�$ %�+)�� ���+)��' ����$��'�"� ����$���" ����
��������( ���� $�����
��%*��'*+� *�* �)������� ��� ����%���%������  ���%(� �� %��&�.�*� ��0��$�#  ����
)�� ����)�$� �����$�( �� ���$����� )�� ����
����� E�+%%�<��������� �%���' +��%(�
*�* �������� ��( )�%�����
� $�����������( ��!��� ���+)�$ �&��*� ����$��'��# ���"
���(��*<0�
 ����
��������( ���$������'�� * ��0���, *�*�#���!+�' ���%��#  ���)�
��!�%��# $�����*�� %*���$� *�+
���# ��+$����#  ���)� ��+� ��� % +�������($�

r′ = v, v′ = − μ

|r|3 r. 6�K:

L��%' r = (r1, r2) � v = (v1, v2) M ��*���" ��������( � %*���%�� %������%������� � μ M

������&����"# ����$���� /�%*��'*+ � *�+
���$ %�+)�� |r| = a = STUVW� !+��$ �����

��'� )�� ����)��� μ/|r|3 = n2 = STUVW� ���� ��0���� x = (r,v: ���%"����%( +�������($�

��$���)�%*�
� �%&���(���� % )�%����# n � $���� !"�' ����%������� � ����

x1 = r1 = a cosnt, x2 = r2 = a sinnt, x3 = v1 = −an sinnt, x4 = v2 = an cosnt.
6�	:

O&���$ $�����)�%*+, �0�!*+ |e|M �� 
�����$+ )���+ ��
��0��%���

|e|M =
a
√

1 + n2(nh)p+1

(p+ 1)!
, 6�3:


�� �%���' ����� .��$+�� |x(p+1)| = anp+1
√

1 + n2� L��%' p M ���(��* $������ O0�!*+
�*�+
����( |e|R $���� �&����' *�*

|e|R = ε|x| = εa
√

1 + n2, 6��:


�� ε M $�0���"# -�%�����
O)������� )�� �� �$��� %$"%�� �"!����' ��*�� 0�
 � ���(��* ����
��������(� ���

*����"� $�����)�%*�( �0�!*� !+��� $��'0� �0�!*� �*�+
����(� 5 +%����( |e|M =
|e|R ���+)�$ ����0���� $���+ ����$��'�"$� ����$����$� ����
��������( h � p

hp+1
ϕ = ε(p+ 1)!, 6�>:


�� hϕ = nh M 0�
 �� ���
��� ϕ = nt� %������%��+,2�# 0�
+ h�
O���0���� 6�>: ���� ����,, 
����&+ ��( 0�
� h� � �� ���$( *�* ��( ��(��"� $����

��� 6	�: �$��� $�%�� �����(( 
����&��  ������$�( +%�����$ %����$�%�� �����&�����
�
���&�%%� ��( ��0���( ������#�"� +�������# � ��(��"� $������ �G��

h <
1

Lmaxi

∑
j |aij | ,


�� L M ��%��(���( F��0�&�� *�����(  ����� �������%���

|f(t,x) − f(t,y)| ≤ L|x − y| 6�9:

��( �,!"� x � y� Q%�� �������'� )�� maxi

∑
j |aij| = 1 6� ��#%������'��%�� $�*%�$+$

!�� �* * �����&�:� �� ���+)�$ %���+,2�� �
����)���� �� 0�
 ����
��������( h < 1/L
��� hϕ = n/L� O&���$ ��%��(��+, F��0�&� L ��( �%%���+�$�#  ���)��



	
���
���
 ����������
��
�� 


;�%%$����$ ����0����
|δf |2
|δx|2 =

n4|δr|2 + |δv|2
|δr|2 + |δv|2 ,


�� δx� δr � δv M �%��� $���"� �� ��%�� ��*����� � %������%��+,2�� ����$���"��
/����$�( |δr| = ξ cosψ � |δv| = ξ sinψ� 
�� ξ ≥ 0 � 0 ≥ ψ ≥ π/2� !+��$ �$��'

|δf |2
|δx|2 = (n4 − 1) cos2 ψ + 1.

O�%,�� ����+��� �����'� )�� �%�  ��)���( ����0���( ����� $���+ 	 � n4� D�������
���'��� %�
��%�� 6�9: � *�)�%��� ��%��(���# F��0�&� $���� �"!���' L = max(1, n2)�
4�
�� ���+)��$ �����,, 
����&+ 0�
�

hϕ <
n

max(1, n2)
≤ 1.

4�*�$ �!�� �$� � �+)0�$ %�+)��� � �$���� ��� n = 1� *�
�� �����(( 
����&� $�*�
%�$��'��� 0�
 ����
��������( hϕ ������ +���������(�' �������%���$

ε(p+ 1)! < hp+1
ϕ < 1.

O)������� +%�����
ε(p+ 1)! > 1 6�G:

� ��)���� )�� ���(��* $�����  ��"0�� � �%���' ������ ��*�
� $����� ��� �")�%����(�
� ���.$���*� % ��)��%�', ε �� �� +$�� � ��$ %$"%��� )�� �+ �� ��)��%�' �� +�'���
��� ����
��������( $���� ���+)��' % �%���' ������$ $������ !���� �� *�� ���(�*���
O���$��'�"� ���(�*� p ��(��"� $������ ;+�
�<=+��" ��( �� ��)�"� ε� %������%��+�
,2�� ��������#� ���#��#� ��%0������# � )�������# ��)��%��� ����%������" � ��!���
&�� X��( %���+�� �$��' � ���+� )�� -�� ���(�*� ���+)��" ��(  ���)� % n = 1� � ���$
%�+)�� ��� $�
+� !"�' $��'0��

O���$��'�"� ���(�*� p ��( �� ��)�"� ε

ε 1.1 · 10−7 2.2 · 10−16 1.1 · 10−19 1.9 · 10−34

p 
 	G 	
 3


*� �������+��� ����������� ,��

� -���.����

@���%���"# ��$� .�������*�� ����
������ E�+%%�<��������� H8BIIC	9 6�� 	9 ���(��
*�:� �%�������
� �� 
�+%%��"� �� !����(� F�!���� � ;���� � ��*�� F�������� ��%�+���
� ��������� �� ����%+ YWWZ�[[�VW\T�WV]�\][VSY[H�]VVC	9�W^W�


����������������������������������������������� M  �
�����* ���&��+�" ���
��
��������(� O��0�$ �����"� � �"����"� ����$���" ����
������� ��$�)�( �� %����
���%������ ����*%�$� I � O� 5��*� �I

O M ����
���+�$"� ����$���"� 6�� �"�������(
���&��+�" ��)��'�"� ��(  ��)���( ��� ��%�� M *���)�"� ��( ��:? ��I � ��I M ��)��'�
��� � *���)���  ��)���( �� ���%�$�# ����$����# %������%������? ����I

O M ����)���
%�������
� 0�
� ����
��������( 6�%�� ���� = 0� �� %������"# 0�
 �"!�����%( �� .���
$+�� 63
::� ��%�� �"�������( ���&��+�" ���� M ����)��� ������%�����
� 0�
�? ���I M



	K ���� �������

 ��)���� ‖etol‖ ��( �"!��� ����$����
� 0�
� 63�: 6+%����� ��� �= 0  ����� ����$ ���
��$����
� 0�
�� ��� = 0 M ����$ ��%��(���
� 0�
�:? �I M )�%�� +�������#? ���I M
���(��* ����
������ p? ��I M $�*%�$��'��� )�%�� �����&�# �� 0�
� 6��� �� ≤ 0 ����
��&����"# ���&�%% �"����(��%( �� %����$�%��:? ��O M )�%�� 0�
�� ����
��������(
 � �"�������� ���&��+�"? ���O M )�%�� 0�
��� �� *����"� �����&����"# ���&�%% ��
%�����%( 6��%����$�%�' �����&�����
� ���&�%%� ��
�%����+��%(� *�
�� )�%�� �����&��
��%��
��� 	KK:? ��O M )�%�� �!��2���# * ���&��+�� ����"� )�%��#? ���I M �� �����
���&��+�" ����"� )�%��# f �

/� 0�
��������� ����������� ,��

� -���.���� � ����1� ���. ���

5���
����� ��%�������%( �� ��..����&���'�"� +�������(�  ���)� ��+� ��� 6�K:� @��
)��'�"� +%����(  ���)� !"��

r1 = 1 − e, r2 = 0, v1 = 0, v2 =
√

(1 + e)/(1 − e).

O�� %������%��+,� ��������$����)�%*�$+ %�$�#%��+ ��!�� % -*%&�����%�����$ e � *��
)�%��� ����$���� � % �����)��# !��'0�# ���+�%', a� 5���
��������� �"����(��%' ��
��������� 	KKK �!������ ��( �� ��)�"� -*%&�����%������� /�� -��$ �%%��������%' ��
��� ��"� ����*����%��*� ����
�������

���� �����	�
 ���
�
 e = 0

=�* +�� !"��  �$�)���� 0�
 � ����
������ �"!�����%( ��*�$ �!�� �$� )��!" %�����
�(��%' ����)��� )���� k + 1 ���(�*�� Q%�� !" ����
����� �$�� ���(��* k� �� ��*�$
%��%�!�$ $���� !"�� !" �!�%��)��' %��������� ��*��'��# ��)��%�� �� �%�$ ���������
����
��������(� O���*� ���(��* ����
������ E�+%%�<��������� %+2�%������ �"0� k�
@� ���$��� *�+
���#  ���)� 6e = 0: $" �%%��������  ���%�$�%�' ����'��# ��*��'��#
��)��%�� ��  ������$�# ��( �"!��� ����$����
� 0�
��

� 6	G: ����)��+ k + 1 )���� ‖ek‖ $���� �&����' *�*

‖ek‖ ≡ h

k + 1
‖Ak‖ ≈ hk+1

(k + 1)!
‖x(k+1)‖, 6��:

��
�� *�* �0�!*� )�%�����
� ��0���( ���(�*� p !+���

‖ep‖ ≈ hp+1

(p+ 1)!
‖x(p+1)‖. 6�N:

/�%*��'*+ ��0���� x �$��� ��� 6�	:� ��

‖x(i)‖ = a
√

1 + n2ni. 6�
:

/��%����(( 6�
: � 6��: � 6�N:� ���+)��$

‖ep‖ ≈ (a
√

1 + n2)−
p−k
k+1

(p+ 1)!
((k + 1)!‖ek‖)

p+1
k+1 .

� )�%���%��� ��( �� !����( E�+%%�<;��� 6p = 2k + 1:

‖ep‖ ≈ 1

a
√

1 + n2

k+1∏
i=1

i

k + 1 + i
‖ek‖2. 6>K:
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