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wwedenie

rAZWITIE SOWREMENNOJ ASTROMETRII PRED�QWLQET WYSOKIE TREBOWANIQ

K TO�NOSTI I BYSTRODEJSTWI� �ISLENNYH MODELEJ DWIVENIQ NABL��

DAEMYH NEBESNYH TEL� �TO OBSTOQTELXSTWO PRIWODIT K NEOBHODIMOSTI

USOWER�ENSTWOWANIQ METODOW ISSLEDOWANIQ DWIVENIQ�

oDNIM IZ SPOSOBOW DLQ POWY�ENIQ TO�NOSTI I BYSTRODEJSTWIQ �IS�

LENNOGO MODELIROWANIQ DWIVENIQ QWLQETSQ PRIWLE�ENIE TAKIH DIFFE�

RENCIALXNYH URAWNENIJ� KOTORYE ISPOLXZU�T UVE IZWESTNU� INFORMA�

CI� O SWOJSTWAH ISSLEDUEMOGO DWIVENIQ� w KA�ESTWE TAKOJ INFORMA�

CII� KAK PRAWILO� SLUVAT IZWESTNYE INTEGRALY DWIVENIQ� LIBO ANALI�

TI�ESKIE RE�ENIQ� DOSTATO�NO HORO�O PREDSTAWLQ��IE DINAMI�ESKIJ

PROCESS I IME��IE PROSTU� FORMALIZACI�� pREDSTAWLENNYJ PODHOD

�IROKO ISPOLXZUETSQ W ANALITI�ESKOJ MEHANIKE� W TEORII LINEARI�

ZACII I REGULQRIZACII �
� �� �� �� ��� A TAKVE W METODAH TIPA �NKE

��� �� �� � 
���

w POSLEDNEE WREMQ WESXMA POPULQRNYM W KLASSI�ESKOJ MEHANIKE

STAL METOD STABILIZACII bAUMGARTA �

� 
��� oSNOWNAQ IDEQ METODA SO�

STOIT W ISKUSSTWENNOM WWEDENII W DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ DWI�

VENIQ WOZMU�A��IH �LENOW� KOMPENSIRU��IH OTKLONENIQ �ISLENNOGO

�O�IBO�NOGO	 RE�ENIQ OT NEKOTOROJ OPORNOJ INTEGRALXNOJ POWERHNOS�

TI �TO�NOGO RE�ENIQ	�

kAK NI STRANNO� NEBESNYE MEHANIKI NE PRINQLI METOD bAUMGARTA�

NESMOTRQ NA TO� �TO EGO ISKL��ITELXNYE WOZMOVNOSTI OTKRYWA�TSQ

IMENNO W ZADA�AH NEBESNOJ MEHANIKI� I PREVDE WSEGO W ZADA�AH ISSLEDO�

WANIQ DOLGOWREMENNOJ �WOL�CII ORBITALXNOGO DWIVENIQ� w REZULXTATE

NI�A �WOL�CIONNYH ZADA� BYLA ZANQTA SIMPLEKTI�ESKIMI INTEGRATO�
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RAMI �
��� KOTORYE BEZUSLOWNO OBLADA�T DOSTOINSTWAMI STABILIZIRU�

��IH METODOW� NO PRI �TOM ZNA�ITELXNO SLOVNEE DLQ PRAKTI�ESKOJ

REALIZACII�

kAK NAM PREDSTAWLQETSQ� ODNOJ IZ PRI�IN OTSTRANENIQ NEBESNYH

MEHANIKOW OT METODA bAUMGARTA QWLQETSQ EGO� TAK SKAVEM� APRIORNAQ

NEOPREDELENNOSTX PO OTNO�ENI� K PRAKTI�ESKIM ZADA�AM� dELO W TOM�

�TO W METODE IMEETSQ TAK NAZYWAEMYJ STABILIZIRU��IJ PARAMETR�

KOTORYJ SPECIFI�EN DLQ KONKRETNOJ ZADA�I I DO �ISLENNOGO �KSPERI�

MENTA NEIZWESTEN� pRI �TOM METOD bAUMGARTA O�ENX �UWSTWITELEN K EGO

ZNA�ENIQM� tAK� S ODNIM I TEM VE PARAMETROM METOD W ODNIH ZADA�AH

MOVET BYTX �FFEKTIWEN� A W DRUGIH NET� nA PRAKTIKE OPTIMALXNOE ZNA�

�ENIE STABILIZIRU��EGO PARAMETRA PRIHODITXSQ WYBIRATX OPYTNYM

PUTEM PO DOSTIVENI� NAILU��IH �ISLENNYH REZULXTATOW� �TO SOZDAET

O�EWIDNYE NEUDOBSTWA� POSKOLXKU PREDPOLAGAET WYPOLNENIE MNOVESTWA

�KSPERIMENTOW�

tEM NE MENEE� PO�TI S MOMENTA POQWLENIQ I DO NASTOQ�EGO WREMENI

METOD bAUMGARTA WYPAL IZ POLQ ZRENIQ NEBESNYH MEHANIKOW I� POTOMU�

FAKTI�ESKI OSTALSQ NEIZU�ENNYM KAK W METODI�ESKOM PLANE� TAK I W

PLANE PRIMENENIQ K PRAKTI�ESKIM ZADA�AM�

nAM IZWESTNO LI�X NESKOLXKO AWTOROW �
�� 
�� 
��� KOTORYE PRI�

BEGALI K �ISLENNOJ STABILIZACII URAWNENIJ ORBITALXNOGO DWIVENIQ�

oDNAKO W IH RABOTAH STABILIZACIQ NE QWLQLASX CENTRALXNYM PRED�

METOM ISSLEDOWANIQ I� KROME TOGO� �ISLENNYJ MATERIAL PREDSTAWLEN

�REZWY�AJNO SKUDNO�

pOPYTKA SISTEMATIZIROWANNOGO ISSLEDOWANIQ STABILIZACII bAUM�

GARTA W SPUTNIKOWYH ZADA�AH BYLA PREDPRINQTA W RABOTE �
��� GDE �KS�
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PERIMENTALXNO POKAZANO� �TO STABILIZACIQ POZWOLQET POWYSITX TO��

NOSTX �ISLENNOGO INTEGRIROWANIQ NA NESKOLXKO PORQDKOW I WY�E�

w DANNOJ RABOTE METOD bAUMGARTA PRIMENQETSQ K URAWNENIQM OGRA�

NI�ENNOJ ZADA�I TREH TEL� KOTORYE ISPOLXZU�TSQ DLQ �ISLENNOGO MODE�

LIROWANIQ ASTEROIDNYH ORBIT� A TAKVE ISSLEDUETSQ �ISLENNAQ �FFEK�

TIWNOSTX STABILIZACII NA PRIMERE ISSLEDUEMOGO DWIVENIQ RAZLI�NYH

ASTEROIDOW�



�

� postanowka zada�i

bUDEM RASSMATRIWATX DWIVENIE ASTEROIDOW W RAMKAH WOZMU�ENNOJ OGRA�

NI�ENNOJ ZADA�I TREH TEL� w �ASTNOM SLU�AE� KOGDA ORBITY DWUH MAS�

SIWNYH TEL DWIVUTSQ PO WZAIMNO KRUGOWYM ORBITAM� ZADA�A IMEET TAK

NAZYWAEMYJ INTEGRAL qKOBI� ANALOG INTEGRALA �NERGII ZADA�I DWUH

TEL� KOTORYM MY WOSPOLXZUEMSQ DLQ STABILIZACII URAWNENIJ W WOZMU�

�ENNOM SLU�AE�

��� uRAWNENIQ OGRANI�ENNOJ ZADA�I TREH TEL

pUSTX ASTEROID S PRENEBREVIMO MALOJ MASSOJ DWIVETSQ W POLE TQGOTE�

NIQ DWUH TEL S I J �sOLNCA I PLANETY	 S MASSAMI MS I MJ SOOTWET�

STWENNO POD DEJSTWIEM WOZMU�A��EJ SILY P �NE OBQZATELXNO GRAWITA�

CIONNOJ PRIRODY	 �rIS� 
	� dWIVENIE TO�KI BUDEM RASSMATRIWATX WO

WRA�A��EJSQ BARICENTRI�ESKOJ OTNOSITELXNO TEL S I J SISTEME KO�

ORDINAT S OSX� APPLIKAT� NAPRAWLENNOJ PERPENDIKULQRNO PLOSKOSTI�

WBLIZI KOTOROJ DWIVUTSQ MASSIWNYE TELA� pRI�EM �ASTOTA WRA�ENIQ

SISTEMY KOORDINAT n RAWNA OSREDNENNOMU SREDNEMU DWIVENI� J OTNO�

SITELXNO S�

iSPOLXZUQ KLASSI�ESKU� FORMU PREDSTAWLENIQ �
�� 
�� ZAPI�EM

URAWNENIQ DWIVENIQ W WIDE �
��

d�x

dt�
� �nI �x� n�I�x�

�W

�x
�P� �
	

zDESX x I �x � WEKTORY POLOVENIQ I SKOROSTI SOOTWETSTWENNO� t �

FIZI�ESKOE WREMQ�

I �

�
BBB�
� 
 �

�
 � �

� � �

�
CCCA �



�

W �
�S
�S

�
�J
�J

� �S � jx� xSj� �J � jx� xJ j�

W � POTENCIALXNAQ FUNKCIQ NEWOZMU�ENNOJ ZADA�I� xS I xJ � WEK�

TORY POLOVENIQ PERWOGO I WTOROGO TEL SOOTWETSTWENNO� A �S I �J � IH

GRAWITACIONNYE PARAMETRY� fIZI�ESKIJ SMYSL SOSTAWLQ��IH PRAWOJ

�ASTI DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ �
	 O�EWIDEN� PERWAQ I WTORAQ SO�

STAWLQ��IE PREDSTAWLQ�T SOBOJ SOOSTWETSTWENNO KORIOLISOWU I CENT�

ROBEVNU� SILY� TRETXQ � SILU PRITQVENIQ TEL S I J �

sWQZX MEVDU DINAMI�ESKIMI PEREMENNYMI W NEPODWIVNOJ I WO WRA�

�A��EJSQ SISTEMAH KOORDINAT ZADA�TSQ FORMULAMI

x � R��	xA� �x � nIx�R��	 �xA�

R��	 �

�
BBB�
cos� sin� �

� sin� cos� �

� � 


�
CCCA � � � n�t� t�	�

GDE xA I �xA � WEKTOR POLOVENIQ I SKOROSTI SOOTWETSTWENNO W NEPO�

DWIVNOJ SISTEME KOORDINAT� A t� � NA�ALXNAQ �POHA� tAKIM OBRAZOM�

NA�ALXNYE PARAMETRY W NEPODWIVNOJ I WRA�A��EJSQ SISTEMAH KOOR�

DINAT BUDUT SWQZANY KAK

x� � xA�� �x� � nIx� � �xA�� ��	

��� iNTEGRAL qKOBI

w NEWOZMU�ENNOJ KRUGOWOJ ZADA�E� SISTEMA �
	 IMEET INTEGRAL

� �
�x�

�
�
n�

�
x � I�x�W � const� ��	

�w DANNOJ ZADA�E PREDPOLAGAETSQ� �TOP � �� A J DWIVETSQ OKOLO S PO KRUGOWOJ KEPLEROW�

SKOJ ORBITE SO SREDNIM DWIVENIEM n� w �TIH USLOWIQH WO WRA�A��EJSQ SISTEME KOORDINAT

MASSIWNYE TELA STANOWQTSQ NEPODWIVNYMI� �xS � � I �xJ � ��





A

B

ϕ

S

J

e1
e2

e3

e1A

e2A

xJ

xS

rIS� 
� dWIVENIE ASTEROIDA WO WRA�A��EJSQ SISTEME KOORDINAT

NAZYWAEMYJ INTEGRALOM qKOBI�

w WOZMU�ENNOM SLU�AE � QWLQETSQ FUNKCIEJ WREMENI I UDOWLETWO�

RQET URAWNENI� �
��

d�

dt
� � �xS �

�W

�xS
� �xJ �

�W

�xJ
� �x �P� ��	

��� nEUSTOJ�IWOSTX ORBIT I TRUDNOSTI �ISLENNO�

GO INTEGRIROWANIQ IH URAWNENIJ

hORO�O IZWESTNO� �TO LQPUNOWSKAQ NEUSTOJ�IWOSTX DIFFERENCIALX�

NYH URAWNENIJ PRI �ISLENNOM INTEGRIROWANII SOZDAET BLAGOPRIQTNYE

USLOWIQ DLQ KULXTIWIROWANIQ WSEWOZMOVNYH O�IBOK� NEIZBEVNO SOPRO�

WOVDA��IH L�BOJ �ISLENNYJ PROCESS� o�IBKI NA TEKU�EM �AGE IN�

TEGRIROWANIQ STANOWQTSQ O�IBKAMI NA�ALXNYH DANNYH SLEDU��EGO�

KOTORYE W DALXNEJ�EM USILIWA�TSQ NEUSTOJ�IWOSTX� �AG ZA �AGOM�

pO�TOMU USTOJ�IWYE URAWNENIQ DLQ �ISLENNOGO INTEGRIROWANIQ BOLEE

PREDPO�TITELXNY�

uVE W KEPLEROWSKOJ ZADA�E �MJ � �� P � �	 STANOWITSQ QSNO� NA�

SKOLXKO WAVNA USTOJ�IWOSTX ORBITY DLQ �ISLENNOGO INTEGRIROWANIQ

EE URAWNENIJ�




�

rASSMOTRIM DWE BLIZKIE KEPLEROWSKIE ORBITY x I x�� KOTORYE OT�

LI�A�TSQ DRUG OT DRUGA W NEKOTORYJ NA�ALXNYJ MOMENT WREMENI t� NA

WEKTORNYE WELI�INY �x� � x� � x�� I ��x� � �x� � �x
�

� �

w ZADA�E DWUH TEL S TO�NOSTX� DO PERWOGO PORQDKA DLQ OTKLONENIJ

�x � x� x� SPRAWEDLIWA OCENKA

�x �
�

�

�HK

HK

�x�t� ��	

zDESX HK � const � KEPLEROWSKAQ �NERGIQ� KOTORAQ QWLQETSQ INTEG�

RALOM ORBITY x �DLQ OPREDELENNOSTI	� �HK � HK � H�

K � const �

OTKLONENIE �NERGIJ I �t � t� t��

dALEE� ESLI PRINQTX x� ZA TO�NU� ORBITU� A x � ZA O�IBO�NU� S

NA�ALXNYMI WEKTORNYMI OTKLONENIQMI �x� I ��x�� TO MOVNO ISPOLX�

ZOWATX FORMULU ��	 DLQ OCENKI O�IBOK �x NA PROIZWOLXNYJ MOMENT

WREMENI� oCENKA ��	 POKAZYWAET� �TO O�IBKI �x UWELI�IWA�TSQ K PE�

RICENTRU I UMENX�A�TSQ K APOCENTRU WMESTE SO SKOROSTX� �x� I PRI

�TOM IME�T TENDENCI� K NEOGRANI�ENNOMU ROSTU SO WREMENEM� mOV�

NO TAKVE UWIDETX� �TO SKOROSTX ROSTA �x ZAWISIT OT OTNOSITELXNOJ

O�IBKI KEPLEROWSKOJ �NERGII� �EM MENX�E OTNO�ENIE �HK�HK� TEM

NIVE SKOROSTX ROSTA O�IBKI �x� nO KAKIM BY MALYM NE BYLO �HK

OBQZATELXNO NASTUPIT TAKOJ MOMENT WREMENI� KOGDA O�IBKI �x STA�

NUT NEDOPUSTIMO BOLX�IMI� �TO DOKAZYWAET IZWESTNYJ FAKT NEUSTOJ�

�IWOSTI KEPLEROWSKIH ORBIT PO lQPUNOWU�

pRI �ISLENNOM INTEGRIROWANII URAWNENIJ KEPLEROWSKOGO DWIVENIQ

O�IBKI TIPA�x� I��x� RASTUT S KAVDYM �AGOM INTEGRIROWANIQ�oNI�

W SWO� O�EREDX� OTKLONQ�T �ISLENNU� ORBITU OT INTEGRALXNOJ POWERH�

NOSTI� OPREDELQEMOJ �NERGIEJ H�

K W FAZOWOM PROSTRANSTWE KOORDINAT I

IH PROIZWODNYH� �TOT DREF ORBITY� GLAWNYM OBRAZOM� PROQWLQET SEBQ







KAK LINEJNYJ ROST �HK I SOGLASNO ��	 �TO PRIWODIT K KWADRATI�ES�

KOMU �SUPERLINEJNOMU	 ROSTU �x�

tAKIM OBRAZOM� DLQ TOGO �TOBY OSLABITX WLIQNIE NEUSTOJ�IWOSTI

NA TO�NOSTX �ISLENNOGO INTEGRIROWANIQ� NEOBHODIMO TEM ILI INYM

SPOSOBOM ISPRAWLQTX �ISLENNU� ORBITU� WOZWRA�AQ EE TEM SAMYM NA

INTEGRALXNU� POWERHNOSTX �H�

K I PODAWLQQ ROST �HK�

k SOVALENI�� W ZADA�E TREH TEL W OB�EM SLU�AE UVE NEWOZMOVNO

POLU�ITX OCENKI PODOBNO ��	� sLEDOWATELXNO� MY NE MOVEM ZNATX� KAKO�

WA ROLX INTEGRALA qKOBI W USTOJ�IWOSTI ORBITALXNOGO DWIVENIQ� tEM

NE MENEE� INTEGRAL qKOBI MOVNO RASSMATRIWATX KAK ANALOG INTEGRALA

�NERGII HK � pO�TOMU� ESTX OSNOWANIQ POLAGATX� �TO STABILIZACIQ PO

EDINSTWENNOMU INTEGRALU W OGRANI�ENNOJ ZADA�E TREH TEL BUDET STOLX

VE �FFEKTIWNA KAK I �NERGETI�ESKAQ STABILIZACIQ W ZADA�E DWUH TEL�




�

� stabilizaciq baumgarta

mETOD bAUMGARTA �

� 
�� OSNOWAN NA IDEE ISKUSSTWENNOGO WWEDENIQ W

DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ DWIVENIQ TAK NAZYWAEMYH STABILIZIRU�

��IH �WOZMU�A��IH	 �LENOW� KOMPENSIRU��IH OTKLONENIQ �ISLENNO�

GO �O�IBO�NOGO	 RE�ENIQ OT NEKOTOROJ OPORNOJ INTEGRALXNOJ POWERH�

NOSTI �TO�NOGO RE�ENIQ	�

��� sTABILIZIROWANNYE URAWNENIQ DWIVENIQ

����� nEWOZMU�ENNYJ SLU�AJ

dOPUSTIM� �TO DWIVENIE NEBESNOGO TELA OPISYWAETSQ SISTEMOJ URAW�

NENIJ WTOROGO PORQDKA

d�q

dt�
� Q�q� �q� t	� ��	

IME��EJ INTEGRAL

C�q� �q	 � const� ��	

GDE q� WEKTOR INTEGRIRUEMYH PEREMENNYH� t� NEZAWISIMAQ PEREMEN�

NAQ� Q � IZWESTNAQ WEKTOR FUNKCIQ q I t�

wYBEREM NEKOTOROE OPORNOE RE�ENIE q � q� I BUDEM STABILIZI�

ROWATX SISTEMU ��	 PO OPORNOJ INTEGRALXNOJ POWERHNOSTI� ZADAWAEMOJ

URAWNENIEM

C�q� �q	 � C�� ��	

DLQ KOTOROGO C�q�� �q�	 � C��

dIFFERENCIRUQ ��	 PO WREMENI� POLU�IM

dC�

dt
�
�C

�q
�
dq

dt
�
�C

� �q
�
d �q

dt
�
�C

�q
�
dq

dt
�
�C

� �q
�Q � �� �	




�

sLEDUQ bAUMGARTU� WWEDEM W SISTEMU ��	 WOZMU�A��IE �LENY �Q�

KOTORYE BY L�BOE BLIZKOE K q� RE�ENIE q UWLEKALI NA OPORNU� INTEG�

RALXNU� POWERHNOSTX ��	� T�E TAK �TOBY WYPOLNQLOSX USLOWIE ASIMP�

TOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI PO C�

�C � C�q� �q	� C� � � PRI t��� �
�	

w REZULXTATE STABILIZIROWANNYE URAWNENIQ PRIMUT WID

d�q

dt�
� Q� �Q� �

	

dALEE� DIFFERENCIRUQ �
�	 I U�ITYWAQ TOVDESTWO �	� BUDEM IMETX

d�C

dt
�
�C

� �q
� �Q� �
�	

pOSKOLXKU NA OPORNOJ INTEGRALXNOJ POWERHNOSTI C�q� �q	 � C� WOZ�

MU�A��IE �LENY �Q DOLVNY RAWNQTXSQ NUL�� TO ONI PREDSTAWLQ�TSQ

W WIDE

�Q � �Cu� �
�	

GDE u� POKA NEIZWESTNAQ WEKTOR FUNKCIQ� KOTORAQ BUDET OPREDELENA W

SOOTWETSTWII S WYPOLNENIEM USLOWIQ STABILIZACII �
�	�

pODSTAWLQQ �
�	 W �
�	� POLU�IM DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE DLQ

�C�
d�C

dt
� �C

�C

� �q
� u� �
�	

wWEDEM FUNKCI� u KAK

u � ��
�C

� �q

�
�C

� �q

�
��

� �
�	

GDE � � const �� �� pODSTANOWKA �
�	 W �
�	 DAET

d�C

dt
� ���C� �
�	




�

pREDPOLOVIM� �TO W NA�ALXNYJ MOMENT WREMENI t� ZNA�ENIE IN�

TEGRALA C� � C�q�� �q�	 OTLI�AETSQ OT OPORNOGO C� NA WELI�INU �C��

tOGDA RE�ENIE URAWNENIQ �
�	 BUDET

j�Cj � j�C�je
���t� �
�	

oTS�DA WIDNO� �TO USLOWIE STABILIZACII OPREDELQETSQ ZNAKOM �� DLQ

STREMLENIQ �C K NUL� PRI INTEGRIROWANII WDOLX NEZAWISIMOJ PERE�

MENNOJ t ��t 	 �	 PARAMETR � DOLVEN BYTX BOLX�E NULQ� W PROTIWNOM

SLU�AE ��t 
 �	 � MENX�E�

tAKIM OBRAZOM� POKAZANO� �TO WYBOR �
�	 FUNKCII u OBESPE�IWAET

WYPOLNENIE USLOWIQ STABILIZACII� nAKONEC� KOGDA STABILIZIROWANNYE

�LENY OPREDELENY� SISTEMU �

	 MOVNO PEREPISATX W WIDE

d�q

dt�
� Q� ��C

�C

� �q

�
�C

� �q

�
��

� �
�	

����� wOZMU�ENNYJ SLU�AJ

pUSTX TEPERX SISTEMA URAWNENIJ ��	 WOZMU�AETSQ NEKOTOROJ FUNKCIEJ

P�
d�q

dt�
� Q�q� �q� t	 �P�q� �q� t	� �
	

w WOZMU�ENNOM SLU�AE OPORNOE ZNA�ENIE C� INTEGRALXNOJ FUNK�

CII STANOWITSQ PEREMENNOJ WELI�INOJ� w SOOTWETSTWII S ��	 I �	 EE

POWEDENIE BUDET OPISYWATXSQ DIFFERENCIALXNYM URAWNENIEM

dC�

dt
�
�C

� �q
�P� ���	

kAK I W NEWOZMU�ENNOM SLU�AE� WWEDEM W SISTEMU �
	 STABILIZI�

RU��IE �LENY �Q �
�	� pOSKOLXKU DLQ WY�ISLENIQ STABILIZIRU��IH




�

�LENOW ISPOLXZUETSQ PEREMENNAQ C�� STABILIZACIQ PREDPOLAGAET WKL��

�ENIE URAWNENIQ �
�	 W WOZMU�ENNU� SISTEMU �
	� iSPOLXZUQ WY�E�

IZLOVENNYE WYKLADKI� NE TRUDNO POKAZATX� �TO WYBOR �
�	 FUNKCII u

TAKVE OBESPE�IWAET WYPOLNENIE USLOWIQ STABILIZACII�

w REZULXTATE STABILIZIROWANNAQ SISTEMA W WOZMU�ENNOM SLU�AE

PRIMET WID

d�q

dt�
� Q�P� ��C

�C

� �q

�
�C

� �q

�
��

�

dC�

dt
�

�C

� �q
�P� �C � C�q� �q	� C�� ��
	

s ANALITI�ESKOJ TO�KI ZRENIQ� PRI q � q� STABILIZIROWANNAQ SIS�

TEMA ��
	 �KWIWALENTNA SISTEME �
	� TAK KAK �C � �� oDNAKO W OTLI�

�IE OT POSLEDNEJ PERWAQ ASIMPTOTI�ESKI USTOJ�IWA PO C� �TO SWOJSTWO

DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ WESXMA CENNO PRI �ISLENNOM INTEGRIRO�

WANII� POSKOLXKU ONO POZWOLQET UDERVIWATX NASAVDAEMOE WSEWOZMOV�

NYMI O�IBKAMI �ISLENNOE RE�ENIE OKOLO INTEGRALXNOJ POWERHNOSTI

C � C�q� �q	� PRI �TOM U�ITYWA�TSQ TOPOLOGI�ESKIE SWOJSTWA TO�NOGO

RE�ENIQ� w TO VE SAMOE WREMQ �ISLENNOE INTEGRIROWANIE NESTABILIZI�

ROWANNYH URAWNENIJ SOPROWOVDAETSQ DREJFOM �ISLENNOGO RE�ENIQ OT

INTEGRALXNOJ POWERHNOSTI I UWELI�ENIEM O�IBKI �C�

sLEDUET ZAMETITX� �TO STARTOWOE ZNA�ENIE PEREMENNOJ C� ZADAETSQ

PO NA�ALXNYM ZNA�ENIQM PEREMENNYH q� C�

� � C��q�� �q�	�

nESMOTRQ NA TO� �TO POSLE STABILIZACII URAWNENIQ STANOWQTSQ SLOV�

NEE I TREBU�T BOLX�E WREMENI NA WY�ISLENIE IH PRAWYH �ASTEJ� ONI

MOGUT ZNA�ITELXNO POWYSITX OPERATIWNOSTX INTEGRIROWANIQ ZA S�ET

SWOIH SWOJSTW� TAK KAK STABILIZACIQ POZWOLQET UWELI�ITX �AG INTEG�

RIROWANIQ� SOHRANQQ PRI �TOM TO�NOSTX �ISLENNOGO RE�ENIQ�




�

��� dOSTOINSTWA I NEDOSTATKI METODA bAUMGARTA

o DOSTOINSTWAH METODA bAUMGARTA GOWORILOSX WY�E�


� zA S�ET SOHRANENIQ INTEGRALXNYH SOOTNO�ENIJ �ASTI�NO KOMPEN�

SIRU�TSQ O�IBKI �ISLENNOGO INTEGRIROWANIQ I� SAMOE GLAWNOE�

OSLABLQETSQ WLIQNIE NEUSTOJ�IWOSTI ORBITALXNOGO DWIVENIQ NA

�TI VE O�IBKI�

�� kROME TOGO� SOHRANQ�TSQ NEKOTORYE SWOJSTWA ISSLEDUEMOGO DWI�

VENIQ� nAPRIMER� PRI �NERGETI�ESKOJ STABILIZACII W NEWOZMU�

�ENNOJ ZADA�E DWUH TEL OBESPE�IWAETSQ POSTOQNSTWO PERIODA I

BOLX�OJ POLUOSI�

sREDI NEDOSTATKOW METODA MOVNO PERE�ISLITX SLEDU��IE�


� sTABILIZACIQ bAUMGARTA PREDPOLAGAET USLOVNENIE I RAS�IRE�

NIE SISTEMY DINAMI�ESKIH URAWNENIJ� w REZULXTATE W PRAWYH

�ASTQH URAWNENIJ POQWLQ�TSQ DOPOLNITELXNYE WOZMU�A��IE �LE�

NY� A SISTEMA URAWNENIJ POPOLNQETSQ NOWYM URAWNENIEM DLQ OPOR�

NOGO INTEGRALXNOGO PARAMETRA C��

�� pOQWLENIQ W DINAMI�ESKIH URAWNENIQH WOZMU�A��IH SIL NEFI�

ZI�ESKOJ PRIRODY MOVET PRIWESTI K ZAMETNOMU ISKAVENI� DINA�

MI�ESKOJ KARTINY� w TOJ VE ZADA�E DWUH TEL� OBESPE�ENIE POSTO�

QNSTWA BOLX�OJ POLUOSI MOVET OBERNUTXSQ IZMENENIEM FORMY

ORBITY� pO SUTI� �TOT NEDOSTATOK QWLQETSQ SLEDSTWIEM DOSTOIN�

STWA ��

oDNAKO� SLEDUET ZAMETITX� �TO TAKOE ISKAVENIE DINAMIKI NE PRI�

WODIT SO WREMENEM K ROKOWYM IZMENENIQM W ORBITALXNYH KOORDI�

NATAH� KAKIE MOGUT IMETX MESTO PRI O�IBKAH W �NERGII� pO�TOMU




�

STABILIZIRU��IE PREOBRAZOWANIQ �PO �NERGETI�ESKIM ANALOGAM	

CELESOOBRAZNO PRIMENQTX LI�X PRI INTEGRIROWANII NA DLITELX�

NYH INTERWALAH WREMENI OT NESKOLXKIH DESQTKOW ORBITALXNYH

PERIODOW I BOLEE� GDE QWNO RASKRYWAETSQ PRAKTI�ESKAQ CENNOSTX

STABILIZACII�

�� sTEPENX ISKAVENIQ ORBITY PRI STABILIZACII W ZNA�ITELXNOJ ME�

RE ZAWISIT OT WELI�INY PARAMETRA �� KOTORYJ� KAK PRAWILO� NE

IZWESTEN DO �ISLENNOGO �KSPERIMENTA� kROME TOGO� KAK UVE UPO�

MINALOSX WY�E� METOD bAUMGARTA O�ENX �UWSTWITELEN K EGO ZNA�

�ENIQM� tAK� S ODNIM I TEM VE PARAMETROM METOD W ODNIH ZA�

DA�AH MOVET BYTX �FFEKTIWEN� A W DRUGIH NET� nA PRAKTIKE OP�

TIMALXNOE ZNA�ENIE STABILIZIRU��EGO PARAMETRA PRIHODITXSQ

WYBIRATX OPYTNYM PUTEM PO DOSTIVENI� NAILU��IH �ISLENNYH

REZULXTATOW� �TO SOZDAET O�EWIDNYE NEUDOBSTWA� POSKOLXKU PRED�

POLAGAET WYPOLNENIE MNOVESTWA �KSPERIMENTOW�

��� zADA�A DWUH TEL

����� nEWOZMU�ENNYJ SLU�AJ

rASSMOTRIM METOD bAUMGARTA NA PRIMERE ZADA�I DWUH TEL�

uRAWNENIQ KEPLEROWSKOGO DWIVENIQ� KAK IZWESTNO� IME�T WID

d�x

dt�
� �

�

r�
x� ���	

GDE � � GRAWITACIONNYJ PARAMETR CENTRALXNOGO TELA I r � jxj �

RADIUS�WEKTOR� kAK BYLO POKAZANO� URAWNENIQ ���	 NEOBHODIMO STABI�

LIZIROWATX PO �NERGII�




�

iNTEGRAL �NERGII SISTEMY ���	 IMEET WID

HK �
�x�

�
�
�

r
� ���	

dLQ STABILIZACII WOSPOLXZUEMSQ FORMOJ URAWNENIJ �
�	� pOLAGAQ�

�TO q � x� C � HK � A

Q � �
�

r�
x�

POLU�IM STABILIZIROWANNYE URAWNENIQ W WIDE �
��

d�x

dt�
� �

�

r�
x� ��HK

�x

�x�
� ���	

GDE

�HK �
�x�

�
�
�

r
�H�

K�

����� wOZMU�ENNYJ SLU�AJ

w SLU�AE WOZMU�ENNOJ ZADA�I URAWNENIQ DWIVENIQ MOVNO ZAPISATX W

WIDE
d�x

dt�
� �

�

r�
x�

�U

�x
�P� ���	

GDE U � U�x	 � POTENCIALXNAQ FUNKCIQ KONSERWATIWNYH WOZMU�A��

�IH SIL� P � NEKONSERWATIWNYE SILY�

uRAWNENIQ ���	 PRI P � � IME�T INTEGRAL

H �
�x�

�
�
�

r
� U� ���	

GDE H � TAK NAZYWAEMAQ POLNAQ �NERGIQ�

pOSLE STABILIZACII PO INTEGRALU ���	 URAWNENIQ ���	 PRIMUT WID

�
��

d�x

dt�
� �

�

r�
x�

�U

�x
�P� ��H

�x

�x�
� ���	

dH�

dt
� �x �P�

�H �
�x�

�
�
�

r
� U �H��






bEZUSLOWNO� UTWERVDENIE O LQPUNOWSKOJ USTOJ�IWOSTI STABILIZIRO�

WANNOJ SISTEMY ���	 WESXMA SOMNITELXNO� �TO� WOOB�E GOWORQ� NUVNO

DOKAZYWATX� nO� DAVE ESLI POSLE STABILIZACII SISTEMA NE STANOWITX�

SQ USTOJ�IWOJ� TO� PO KRAJNEJ MERE� MOVNO POLAGATX� �TO PRI SLABYH

WOZMU�ENIQH �OSTATO�NAQ� NEUSTOJ�IWOSTX BUDET MALOJ W SRAWNENII S

USTRANQEMOJ NEUSTOJ�IWOSTX��

kROME TOGO� O�EWIDNO� �TO �FFEKTIWNOSTX PRIMENENIQ STABILIZI�

ROWANNOJ SISTEMY BUDET TEM WY�E� �EM SLABEE BUDET WLIQNIE NEKON�

SERWATIWNYH SIL P�

gOWORQ O �ISLENNYH ASPEKTAH W PRIMENENII STABILIZIROWANNYH URAW�

NENIJ NA PRAKTIKE� SLEDUET OTMETITX SLEDU��EE� w URAWNENIQ DWIVE�

NIQ ISKUSSTWENNO WWODQTSQ WOZMU�A��IE �STABILIZIRU��IE	 �LENY�

KOTORYE NE RASSMATRIWA�TSQ W FIZI�ESKOJ POSTANOWKE ZADA�I� w SWQZI

S �TIM WSTAET WOPROS OB ADEKWATNOSTI RE�ENIQ SISTEMY ���	 REALXNOMU

ORBITALXNOMU DWIVENI�� OPISYWAEMOMU SISTEMOJ ���	�

s WY�ISLITELXNOJ TO�KI ZRENIQ� STROGO GOWORQ� NI ODNA IZ SIS�

TEM NE OPISYWAET ADEKWATNO REALXNOE DWIVENIE� TAK KAK IH �ISLENNOE

INTEGRIROWANIE SOPROWOVDAETSQ �ISLENNYMI O�IBKAMI� w TO VE WRE�

MQ� SLEDUET POMNITX� �TO WOZMU�A��IE �LENY NEFIZI�ESKOJ PRIRODY

W STABILIZIROWANNYH URAWNENIQH WWODQTXSQ KAK RAZ DLQ TOGO� �TOBY

HOTQ BY �ASTI�NO GASITX �TI O�IBKI� KOTORYE STANOWQTXSQ UZNAWAE�

MY BLAGODARQ INTEGRALXNYM SOOTNO�ENIQM� TOGDA KAK W NESTABILI�

ZIROWANNYH URAWNENIQH NE WOZNIKAET NIKAKOJ REAKCII NA NIH I PRI

�ISLENNOM INTEGRIROWANII DALXNEJ�AQ SUDXBA WOZNIKA��IH O�IBOK

PREDOSTAWLQETSQ NEUSTOJ�IWOSTI�



��

� stabilizirowannye urawneniq w woz�

mu�ennoj ograni�ennoj zada�e treh

tel

dLQ STABILIZACII URAWNENIJ WOZMU�ENNOJ OGRANI�ENNOJ ZADA�I TREH

TEL �
	 WOSPOLXZUEMSQ INTEGRALXNYM SOOTNO�ENIEM qKOBI ��	 WMESTE

S EGO DIFFERENCIALXNYM URAWNENIEM ��	� w REZULXTATE STABILIZIRO�

WANNYE URAWNENIQ PRIMUT SLEDU��IJ WID �
��

d�x

dt�
� �nI �x� n�I�x�

�W

�x
�P� ���

�x

�x�
�

d��

dt
� � �xS �

�W

�xS
� �xJ �

�W

�xJ
� �x �P� ���	

�� �
�x�

�
�
n�

�
x � I�x�W � ���

iZ SISTEMY ���	 WIDIM� �TO NAIBOLX�EJ �FFEKTIWNOSTI STABILI�

ZACII bAUMGARTA MOVNO OVIDATX W SLU�AE RAWENSTWA NUL� SKOROSTEJ

�xS I �xJ � A TAKVE WOZMU�A��EJ SILY P� w �TOM SLU�AE PRAWAQ �ASTX

URAWNENIQ DLQ �� OBRA�AETSQ W NULX I� PO�TOMU� ONO BUDET INTEGRI�

ROWATXSQ BEZ METODI�ESKIH O�IBOK� tAKIM OBRAZOM� MOVEM ZAKL��ITX�

�TO METOD bAUMGARTA DOLVEN BYTX NAIBOLEE REZULXTATIWEN W PRIMENE�

NII K URAWNENIQM NEWOZMU�ENNOJ KRUGOWOJ OGRANI�ENNOJ ZADA�I TREH

TEL� oDNAKO� DANNAQ ZADA�A NE PREDSTAWLQET PRAKTI�ESKOGO INTERESA W

MODELIROWANII ASTEROIDNOGO DWIVENIQ� POSKOLXKU DWIVENIE BOLX�IH

PLANET PROISHODIT PO NEKRUGOWYM ORBITAM�

nASKOLXKO WAVNY USLOWIQ KRUGOWOJ ZADA�I DLQ METODA bAUMGARTA

MY POKAVEM W SLEDU��EM RAZDELE� ISPOLXZUQ POLU�ENNYE NAMI �IS�

LENNYE REZULXTATY�



�


� �islennye rezulxtaty

dLQ TOGO �TOB WYQWITX WOZMOVNOSTI STABILIZACII bAUMGARTA� MY PRO�

WELI �ISLENNYJ �KSPERIMENT�

��� pOSTANOWKA �KSPERIMENTA

w RAMKAH WOZMU�ENNOJ OGRANI�ENNOJ ZADA�I TREH TEL �ISLENNO MODE�

LIROWALOSX DWIVENIE ASTEROIDA� w KA�ESTWE PERWOGO TELA WYBIRALOSX

sOLNCE� A W KA�ESTWE WTOROGO � 	PITER� dIFFERENCIALXNYE URAWNE�

NIQ ZADA�I INTEGRIROWALISX METODOM �WERHARTA 
��GO PORQDKA ���� �
�

S PEREMENNYM �AGOM INTEGRIROWANIQ W ARIFMETIKE S TO�NOST� 
�����


AG INTEGRIROWANIQ WYBIRALSQ PO PARAMETRU INTEGRATORA L TAK� �TO�

BY WELI�INA LOKALXNOJ POGRE�NOSTI SOSTAWLQLA 
��L ��
��

�TOBY SRAWNITX WOZMOVNOSTI STABILIZACII PO INTEGRALXNOMU SO�

OTNO�ENI� qKOBI I PO �NERGII� MY TAKVE POSTROILI �ISLENNU� MO�

DELX NA OSNOWE STABILIZIROWANNYH URAWNENIJ WOZMU�ENNOJ ZADA�I DWUH

TEL ���	�

w KA�ESTWE POKAZATELEJ �FFEKTIWNOSTI MODELI BYLI PRINQTY EE

TO�NOSTX I BYSTRODEJSTWIE� tO�NOSTX MODELIROWANIQ �j�xj	 OCENIWA�

LASX IZWESTNYM METODOM PRQMOGO I OBRATNOGO INTEGRIROWANIQ� �IS�

LENNAQ O�IBKA MODELI WY�ISLQLASX PO FORMULE

j�xj � max
i���N

jxFi � xBi j

GDE F I B OBOZNA�A�T PEREMENNYE POLU�ENNYE NA ODNI I TE VE MOMEN�

TY NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ PRI PRQMOM I OBRATNOM INTEGRIROWANII

SOOTWETSTWENNO� A N � �ISLO MOMENTOW NA INTERWALE INTEGRIROWANIQ�

w KA�ESTWE MERY BYSTRODEJSTWIQ BYLO PRINQTO �ISLO �AGOW INTEG�



��

RIROWANIQ �NS	� WYPOLNENNYH NA WSEM ISSLEDUEMOM INTERWALE� hARAK�

TERISTIKA NS UDOBNA TEM� �TO ONA NE ZAWISIT NI OT SKOROSTI PROCES�

SORA� NI OT KA�ESTWA OPTIMIZACII PROGRAMMNOGO OBESPE�ENIQ�

����� wYBOR ASTEROIDOW

dLQ POSTROENIQ �ISLENNOJ MODELI BYLI WYBRANY PQTX ASTEROIDOW� DWA

ASTEROIDA GLAWNOGO POQSA� cERERA I tOMSK� DWA REZONANSNYH S 	PITE�

ROM � gILXDA ����	 I aLINDA ���
	� I ODIN ASTEROID� tOUTATIS� IME��

�IJ TESNYE SBLIVENIQ S zEMLEJ� sREDNIE ORBITALXNYE �LEMENTY ASTE�

ROIDOW NA STANDARTNU� �POHU J���� PREDSTAWLENY W TABL� 
�nA�ALXNYE

PARAMETRY DWIVENIQ ASTEROIDOW BYLI WZQTY IZ �����

tABL� 
� pARAMETRY DWIVENIQ ASTEROIDOW

aSTEROID a �A�E�	 e i ��	 T �G�	

Ceres 
 ����� ���� 
���� ���


Tomsk ��
 ����� ����
 ���
� ��
�

Alinda ��� ����� ����� ��� ���

Hilda 
�� ���� ��
�� ���� ���

Toutatis �
� ���
� ����� ���� ���

����� mODELIROWANIE WOZMU�A��IH SIL

pRI MODELIROWANII U�ITYWALISX TOLXKO WOZMU�A��IE SILY OT BOLX�

�IH PLANET� KOTORYE RASSMATRIWALISX KAK TO�E�NYE MASSY�

wOZMU�A��IE SILY OT KAVDOJ PLANETY W �ISLENNOJ MODELI� PO�

STROENNOJ NA OSNOWE DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ ZADA�I DWUH TEL�



��

WY�ISLQLISX PO FORMULE

P � �P
xP � x

jxP � xj�
� �P

xP

jxP j
�
� ��	

GDE �P � GRAWITACIONNYJ PARAMETR PLANETY� jxP � xj � RASSTOQNIE

OT ASTEROIDA� IME��EGO WEKTOR POLOVENIQ x� DO WOZMU�A��EGO TELA

S WEKTOROM POLOVENIQ xP �

wOZMU�A��IE SILY W ZADA�E TREH TEL WY�ISLISX KAK

P � �P
xP � x

jxP � xj�
� ���	

mASSY PLANET �W MASSAH sOLNCA	 ���� I IH GELIOCENTRI�ESKIE RASSTO�

QNIQ ZADANY W TABL� ��

sLEDUET ZAMETITX� �TO OTLI�IE FORMUL ���	 I ��	 WYZWANO TEM� �TO

DWIVENIE W MODELQH RASSMATRIWALOSX W RAZNYH KOORDINATNYH SISTEM�

W ZADA�E DWUH TEL � OTNOSITELXNO GELIOCENTRI�ESKOJ SISTEMY KOOR�

DINAT� A W ZADA�E TREH TEL � OTNOSITELXNO BARICENTRI�ESKOJ SISTE�

MY� NA�ALO KOTOROJ OPREDELQLOSX DINAMI�ESKOJ SISTEMOJ� SOSTOQ�EJ

IZ sOLNCA I BOLX�IH PLANET� pO�TOMU W FORMULE DLQ ZADA�I DWUH

TEL PRISUTSTWU�T INERCIALXNYE SILY� OBUSLOWLENNYE GRAWITACION�

NYM WLIQNIEM BOLX�IH PLANET NA sOLNCE�

tABL� �� mASSY PLANET I IH SREDNIE GELIOCENTRI�ESKIE RASSTOQNIQ

wOZM� TELO mASSA a �a�e�	 wOZM� TELO mASSA a �a�e�	

sOLNCE 
 � 	PITER 
�
������ �����

mERKURIJ 
�������� ����� sATURN 
���� ���

wENERA 
��������� ����� uRAN 
���� 
�



zEMLQ 
��������� 
���� nEPTUN 
�
�
� �����


mARS 
�����
� 
���� pLUTON 
�
� � 
�� ����



��

����� kRATKOE OPISANIE FONDA KOORDINAT BOLX�IH PLANET

DE���	LE���

dLQ WY�ISLENIQ KOORDINAT BOLX�IH PLANET xP W FORMULAH ��	 I ���	

ISPOLXZOWALSQ FOND DE����LE����

fOND DE����LE��� POZWOLQET POLU�ATX KOORDINATY BOLX�IH PLA�

NET W BARICENTRI�ESKOJ SISTEME KOORDINAT� OTNESENNOJ K �POHE J�����

NA L�BOJ MOMENT WREMENI OT 
��� G� PO �
� G� wY�ISLENIE KOORDI�

NAT OSNOWANO NA APPROKSIMACII RE�ENIQ DIFFERENCIALXNYH URAWNE�

NIJ DWIVENIQ PLANET sOLNE�NOJ SISTEMY POLINOMAMI �EBY�EWA NA

WREMENNYH INTERWALAH� zNA�ENIE KAVDOJ IZ TREH KOORDINAT PREDSTAW�

LQETSQ ZNA�ENIEM LINEJNOJ KOMBINACII POLINOMOW �EBY�EWA NA ZADAN�

NYJ MOMENT WREMENI� sOBSTWENNO� �ISLENNYE KO�FFICENTY LINEJNYH

KOMBINACIJ I PREDSTAWLQ�T OSNOWNU� BAZU DANNYH DLQ DE����LE����

w �ISLENNOM MODELIROWANII DWIVENIQ ASTEROIDOW FONDDE����LE���

BYL ISPOLXZOWAN DLQ POLU�ENIQ KOORDINAT BOLX�IH PLANET� NEOBHODI�

MYH DLQ WY�ISLENIQ ZNA�ENIJ P�

����� hARAKTER DWIVENIQ ASTEROIDOW

wYBRANNYE OB�EKTY PREDSTAWLQ�T DOWOLXNO �IROKIJ SPEKTR ORBIT�

KOTORYE MOGUT BYTX INETERESNY DLQ PRAKTIKI�

pERWYJ OTKRYTYJ ASTEROID� cERERA� QWLQETSQ TIPI�NYM PREDSTA�

WITELEM GLAWNOGO POQSQ� dWIVENIE �TOGO ASTEROIDA PROISHODIT PRAK�

TI�ESKI W PLOSKOSTI �KLIPTIKI PO PO�TI KRUGOWOJ ORBITE�

tOMSK TAKVE QWLQETSQ ASTEROIDOM GLAWNOGO POQSA� oDNAKO� STRUK�

TURA ORBITALXNYH WOZMU�ENIJ tOMSKA SLOVNEE� �EM W SLU�AE cERERY�

bLAGODARQ �KSCENTRI�NOSTI ORBITY ASTEROID DOWOLXNO BLIZKO PODHO�
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DIT K ORBITE mARSA HOTQ I NE IMEET TESNYH SBLIVENIJ S NIM� kROME

TOGO� DINAMIKA tOMSKA USLOVNQETSQ BOLX�IM ORBITALXNYM NAKLONE�

NIEM�

aLINDA I gILXDA � REZONANSNYE ASTEROIDY� oSOBENNOSTX W DWI�

VENII aLINDY SOSTOIT W TOM� �TO IZ�ZA ZNA�ITELXNOJ WYTQNUTOSTI

EGO ORBITY ASTEROID W PERIGELII BLIZKO PODHODIT K ORBITE zEMLI� A

W AFELII � K ORBITE 	PITERA� oDNAKO� NESMOTRQ NA �TO� STRUKTURA

WOZMU�ENIJ ASTEROIDA DOWOLXNO GLADKAQ I� KROME TOGO� �UKRA�ENA�

DOLGOPERIODI�ESKIMI WOZMU�ENIQMI� OBUSLOWLENNYMI REZONANSOM OR�

BITALXNYH DWIVENIJ aLINDY S 	PITEROM� gILXDA IMEET KAK RAZ TOT

REZONANS ����	� KOTORYJ PREDUPREVDAET TESNYE SBLIVENIQ ASTEROIDA S

BOLX�OJ PLANETOJ� W DANNOM SLU�AE S 	PITEROM� oRBITA ASTEROIDA

DOWOLXNO USTOJ�IWA I TAKVE IMEET DOLGOPERIODI�ESKIE WOZMU�ENIQ�

tOUTATIS � ASTEROID S O�ENX WYTQNUTOJ ORBITOJ� SBLIVA��IJSQ

�W PERIGELII	 S zEMLEJ� w SWQZI S �TIM EGO ORBITALXNYE WOZMU�ENIQ

NOSQT NE REGULQRNYJ HARAKTER�

iMEQ INFORMACI� O HARAKTERE WOZMU�ENIJ ORBIT PREDSTAWLENNYH

NEBESNYH OB�EKTOW� MOVNO PREDPOLAGATX� NASKOLXKO DLQ NIH BUDET WY�

SOKA �FFEKTIWNOSTX METODA bAUMGARTA� uVE SEJ�AS MY MOVEM OVI�

DATX� �TO STABILIZACIQ bAUMGARTA BUDET NAIBOLEE �FFEKTIWNOJ DLQ

aLINDY I gILXDY� POSKOLXKU IH DWIVENIE POD�INQETSQ� GLAWNYM OB�

RAZOM� GRAWITACIONNOMU WLIQNI� sOLNCA I 	PITERA�

����
 mETOD �WERHARTA

�ISLENNOE INTEGRIROWANIE URAWNENIJ DWIVENIQ OSU�ESTWLQETSQ METO�

DOM �WERHARTA ���� �
��
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rIS� �� oRBITA tOUTATISA

rASSMOTRIM METOD �WERHARTA NA PRIMERE RE�ENIQ SISTEM URAWNE�

NIJ PERWOGO PORQDKA�
dx

dt
� f�t�x	 ��
	

S NA�ALXNYMI USLOWIQMI

x� � x�t�	� t� � ��

zDESX x � WEKTOR INTEGRIRUEMYH PEREMENNYH� t � NEZAWISIMAQ PE�

REMENNAQ� A f � IZWESTNAQ WEKTOR�FUNKCIQ WREMENI I PEREMENNYH x

�PRAWYE �ASTI DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ	�

pUSTX �AG INTEGRIROWANIQ H� NA�ALXNOE ZNA�ENIQ x� W NA�ALXNYJ

MOMENT t� I f� � f�t��x�	 � IZWESTNYE WELI�INY�



�


pREDSTAWIM FUNKCI� f W WIDE USE�ENNOGO RQDA PO STEPENQM t W

OKRESTNOSTI t� � ��

dx

dt
� f � f� �A�t�A�t

� � ����ANt
N � ���	

iNTEGRIRUQ URAWNENIQ ���	 PO NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ� POLU�IM

x � x� � f�t�A�t
��� � ����ANt

N	���N � 
	� ���	

pOLINOM N �OJ STEPENI� STOQ�IJ W PRAWOJ �ASTI ���	� NE QWLQETSQ OT�

REZKOM RQDA tEJLORA� POSKOLXKU KO�FFICIENTY Ai WY�ISLQ�TSQ NE PO

IZWESTNYM FORMULAM KO�FFICIENTOW RQDA tEJLORA� A OPREDELQ�TSQ IZ

USLOWIJ NAILU��EGO PRIBLIVENIQ x W MOMENT T � t� �H KONE�NYMI

RAZLOVENIQMI ���	�

wYRAZIM KO�FFICIENTY Ai �EREZ RAZDELENNYE RAZNOSTI� dLQ �TOGO

PREDSTAWIM FUNKCI� f W WIDE

f � f� ���t���t�t� t�	 ���t�t� t�	�t� t�	 � ��� ���	

w KAVDYJ MOMENT NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ ti IMEEM

f� � f� ���t��

f� � f� ���t� ���t��t� � t�	� ���	

� � �

OTS�DA POLU�IM RAZDELENNYE RAZNOSTI

�� � �f� � f�	�t��

�� � ��f� � f�	�t� ���	��t� � t�	� ���	

�� � ���f� � f�	�t� ���	��t� � t�	���	��t� � t�	� ���	

� � �
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pRIRAWNIWAQ KO�FFICIENTY PRI ODINAKOWYH STEPENQH t� WYRAZIM KO�

�FFICIENTY Ai �EREZ �i

A� � �� � ��t�	�� � �t�t�	�� � � � � � c���� � c���� � � � � �

A� � �� � ��t� � t�	�� � � � � � c���� � c���� � � � � �

A� � �� � � � � � c���� � c
��
 � � � � �

� � �

���	

dLQ KO�FFICIENTOW cij SPRAWEDLIWY SLEDU��IE REKURRENTNYE SOOTNO�

�ENIQ
cii � 
�

cij � �ti��ci����� i 	 
�

cij � ci���j�� � ti��ci���j� 
 
 j 
 i�

��	

tAKIM OBRAZOM� NAHOVDENIE RE�ENIQ URAWNENIQ ��
	 SWODITSQ� PREV�

DE WSEGO� K NAHOVDENI� UZLOW RAZBIENIQ ti �AGA H� iZWESTNO� �TO ZA

S�ET WYBORA RAZBIENIQ MOVNO POWYSITX PORQDOK TO�NOSTI METODA S

N � 
 DO ��N � 
	� tOGDA ZNA�ENIQ UZLOW RAZBIENIQ ti�i � 
� N � 
	

BUDUT SOWPADATX S KORNQMI POLINOMA lEVANDRA N � 
 STEPENI

PN����t�T � 
	 � ��

zNA�ENIQ x W MOMENTY ti OPREDELQ�TSQ FORMULAMI

x� � x� � f�t� � �A�t
�
��� �A�t

�
��� �A�t
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�TI PREDSKAZU��IE URAWNENIQ SLUVAT DLQ OPREDELENIQ KO�FFICIEN�

TOW Ai�i � 
� N	� A ISPRAWLQ��EE URAWNENIE

x�T 	 � x��f�T�A�T
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DAET ZNA�ENIE RE�ENIQ NA KONCE �AGA H�

w ALGORITMAH �WERHARTA KONTROLX �AGA INTEGRIROWANIQ OSU�ESTW�

LQETSQ PO WELI�INE POSLEDNEGO �LENA W RAZLOVENII RE�ENIQ ��
	�pUSTX

L � KONTROLXNYJ PARAMETR TAKOJ� �TO 
��L ESTX TREBUEMAQ TO�NOSTX

WY�ISLENIJ� wWEDEM WELI�INU h� OPREDELQEMU� SOOTNO�ENIEM

h �



N � 


���� AN

TN	�

���� �
nOWYJ �AG INTEGRIROWANIQ H� OPREDELQETSQ FORMULOJ

H� � �
��L�h	
�

N�� �

�FFEKTIWNOSTX PROCESSA �ISLENNOGO INTEGRIROWANIQ WO MNOGOM ZA�

WISIT OT TOGO� NASKOLXKO UDA�NO OSU�ESTWLEN WYBOR NA�ALXNOGO �AGA�

dLQ URAWNENIJ W NORMALIZOWANNOM WIDE �WERHARTOM ��
� W KA�ESTWE

TAKOGO �AGA PREDLOVENA NEKOTORAQ WELI�INA� POLU�ENNAQ PUTEM �KSPE�

RIMENTALXNYH RAS�ETOW� dLQ METODA INTEGRIROWANIQ PORQDKA N ONA

ZADAETSQ FORMULOJ

H� �

�
N





�
�����
L�

oPTIMALXNOE ZNA�ENIE PARAMETRA L OPREDELQETSQ OPYTNYM PUTEM

W ZAWISIMOSTI OT TIPA INTEGRIRUEMYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ�

eSLI VE L SLI�KOM MALO� �AG MOVET OKAZATXSQ SLI�KOM BOLX�IM I

�TO UHUD�IT SHODIMOSTX� A TAKVE TO�NOSTX METODA� eSLI VE L� NA�

OBOROT� SLI�KOM WELIKO� INTEGRIROWANIE BUDET WYPOLNQTXSQ TO�NO� NO

METOD BUDET NE�FFEKTIWEN PO ZATRATAM MA�INNOGO WREMENI�

��� aNALIZ REZULXTATOW

pUTEM WARXIROWANIQ PARAMETRA INTEGRATORA L� OTWE�A��EGO ZA WY�

BOR PEREMENNOGO �AGA INTEGRIROWANIQ� DLQ KAVDOGO RASSMATRIWAEMOGO
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rIS� �� pOWEDENIE INTEGRALXNOGO OTKLONENIQ WO WREMENI DLQ STABILI�

ZIROWANNOJ I NESTABILIZIROWANNOJ MODELEJ �aLINDA	

ASTEROIDA BYLI POLU�ENY HARAKTERISTIKI TO�NOSTX�BYSTRODEJSTWIE

NA INTERWALE WREMENI 
�� LET ��� LET PRQMOGO I �� LET OBRATNOGO IN�

TEGRIROWANIQ	� dLQ KAVDOGO L �KSPERIMENTALXNO PODBIRALSQ STABILI�

ZIRU��IJ PARAMETR � PO DOSTIVENII NAIWYS�EJ TO�NOSTI�

pREDWARITELXNO MY ISSLEDOWALI STABILIZACI� URAWNENIJ NA PRED�

MET ASIMPTOTI�ESKOJ USTOJ�IWOSTI PO �� dLQ �TOGO NA PRIMERE aLIN�

DY BYLA PROIZWEDENA OCENKA OTKLONENIQ INTEGRALXNOGO SOOTNO�ENIQ

qKOBI OT EGO NA�ALXNOGO �OPORNOGO	 ZNA�ENIQ PRI �ISLENNOM INTEGRI�

ROWANII STABILIZIROWANNYH I NESTABILIZIROWANNYH URAWNENIJ WOZMU�

�ENNOJ ZADA�I TREH TEL� oTKLONENIQ PRIWEDENY NA RIS� ��

iZ RISUNKA WIDNO� �TO OTKLONENIE INTEGRALA qKOBI� WYZWANNOE O�IB�

KAMI INTEGRIROWANIQ� W NESTABILIZIROWANNOM SLU�AE NEOGRANI�ENNO

WOZRASTAET� TOGDA KAK W STABILIZIROWANNOM SLU�AE KOLEBLETSQ OKOLO
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NULQ� �TO GOWORIT O TOM� �TO STABILIZACIQ RABOTAET I DLQ STABILI�

ZIROWANNYH URAWNENIJ IMEET MESTO ASIMPTOTI�ESKAQ USTOJ�IWOSTX PO

�� PODAWLQ��AQ ROST INTEGRALXNOGO OTKLONENIQ ���

wSE POLU�ENNYE DLQ ASTEROIDOW HARAKTERISTIKI TO�NOSTX�BYSTRO�

DEJSTWIE POKAZYWA�T �rIS� ��
�	� �TO �FFEKTIWNOSTX METODA bAUMGAR�

TA ZDESX GORAZDO NIVE� NEVELI W SPUTNIKOWYH ZADA�AH �
���

tAK PRIMENENIE STABILIZACII PRI MALYH NS �PRI WYSOKOM BYST�

RODEJSTWII	 POZWOLQET POWYSITX TO�NOSTX INTEGRIROWANIQ NE BOLEE�

�EM NA PORQDOK� nIZKAQ �FFEKTIWNOSTX METODA W ASTEROIDNYH ZADA�

�AH� PO�WIDIMOMU� OB�QSNQETSQ SILXNYM WLIQNIEM WOZMU�A��IH SIL

P � A TAKVE TEM� �TO NARU�AETSQ USLOWIE NEPODWIVNOSTI� �xS � � I

�xJ � ��

w DOPOLNENIE K SKAZANNOMU HOTELOSX BY OTMETITX� �TO �ISLENNOE

MODELIROWANIE W ZADA�E TREH TEL WYPOLNQETSQ BYSTREE W 
���� RAZA�

NEVELI W ZADA�E DWUH TEL� sKOREE WSEGO �TO SWQZANO S TEM� �TO ISSLEDU�

EMYE ORBITY RASSMATRIWA�TSQ W RAZNYH SISTEMAH KOORDINAT� w ZADA�E

TREH TEL ISPOLXZUETSQ WRA�A��AQSQ BARICENTRI�ESKAQ SISTEMA KOOR�

DINAT� w REZULXTATE �TOGO ORBITA ZDESX W OTLI�AE OT GELIOCENTRI�ES�

KOJ BOLEE GLADKAQ ����� I KROME TOGO� ZA S�ET WRA�ENIQ KOORDINATNOJ

SISTEMY UMENX�AETSQ �ASTOTA OBRA�ENIQ ASTEROIDA OKOLO sOLNCA� wSE

�TO� BEZUSLOWNO� BLAGOTWORNO WLIQET NA �ISLENNOE INTEGRIROWANIE�

nAKONEC� HARAKTERISTIKI DLQ STABILIZIROWANNYH URAWNENIJ POKA�

ZYWA�T� �TO TO�NOSTX STABILIZIROWANNOGO INTEGRIROWANIQ W ZADA�E

TREH TEL SU�ESTWENNO WY�E� �EM W ZADA�AH DWUH TEL �NA ��� PORQDKA	�

zAMETIM TAKVE� �TO W NA�IH ZADA�AH WYBOR NS W KA�ESTWE BYSRO�

DEJSTWIQ �ISLENNOGO MODELIROWANIQ MOVET BYTX RASCENEN KAK NE SO�
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rIS� 
�� hARAKTERISTIKI TO�NOSTX�BYSTRODEJSTWIE DLQ tOUTATISA

WSEM KORREKTNYJ� dELO W TOM� �TO BYSTRODEJSTWIE �ISLENNOJ MODELI

ZAWISIT OT� 
	 �FFEKTIWNOSTI �ISLENNOGO METODA� �	 REGULQRNOSTI OR�

BITY I �	 SLOVNOSTI SISTEMY DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ�

pOKAZATELX NS NESOMNENNO STANOWITSQ HARAKTERISTIKOJ BYSTRO�

DEJSTWIQ� PRIGODNOJ DLQ SRAWNENIQ �FFEKTIWNOSTI MODELEJ S RAZLI��

NYMI DIFFERENCIALXNYMI URAWNENIQMI� W ZADA�AH� GDE SLOVNOSTX URAW�

NENIJ OPREDELQETSQ TOLXKO SLOVNOSTX� WOZMU�A��IH USKORENIJ� �TO

IMEET MESTO W NA�EM SLU�AE�

��� mODELXNAQ ZADA�A

dLQ TOGO �TOBY OCENITX WAVNOSTX USLOWIJ KRUGOWOJ ZADA�I DLQ STA�

BILIZACII PO INTEGRALXNOMU SOOTNO�ENI� qKOBI� MY TAKVE PROWELI

E�E ODIN �KSPERIMENT �����

w RAMKAH KRUGOWOJ ZADA�I TREH TEL �ISLENNO MODELIROWALOSX DWI�
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VENIE SEMEJSTWA ASTEROIDOW S BOLX�OJ POLUOSX� ��� A�E� bYLO RAS�

SMOTRENO 
� ORBIT S RAZLI�NYMI �KSCENTRISITETAMI� nA OSNOWE KLAS�

SI�ESKIH I STABILIZIROWANNYH URAWNENIJ BYLI POSTROENY �ISLENNYE

MODELI DWIVENIQ ASTEROIDOW� uRAWNENIQ DWIVENIQ INTEGRIROWALISX

METODOM �WERHARTA �
� PORQDKA	 S PEREMENNYM �AGOM� OBESPE�IWA��

�IM TO�NOSTX DLQ KLASSI�ESKIH URAWNENIJ 
���� �ISLENNYE REZULXTA�

TY �KSPEREMENTA DANY NA RIS� 
��
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rIS� 
�� oCENKA TO�NOSTI KLASSI�ESKOJ I STABILIZIROWANNOJ MODELEJ

W ZAWISIMOSTI OT ORBITALXNOGO �KSCENTRISITETA

iZ GRAFIKA WIDIM� �TO NAIWYS�AQ �FFEKTIWNOSTX STABILIZACII

PROQWLQETSQ DLQ KRUGOWYH ORBIT� NO S UWELI�ENIEM �KSCENTRISITETA

PADAET� w �ASTNOSTI� DLQ WYSOKO�KSCENTRI�NYH ORBIT� GDE IME�T MES�

TO TESNYE SBLIVENIQ� TO�NOSTX STABILIZIRU��EGO RE�ENIQ STANOWIT�

SQ SRAWNIMA S TO�NOSTX� KLASSI�ESKOGO RE�ENIQ� w TO VE SAMOE WREMQ

DLQ UMERENNYH �KSCENTRISITETOW �e � �������	 MY POLU�AEM WYIGRY�
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W TO�NOSTI OT DWUH DO TREH PORQDKOW� tAKIM OBRAZOM� MOVNO POLAGATX�

�TO �FFEKTIWNOSTX PRIMENQEMOJ STABILIZACII BUDET TEM WY�E� �EM

BLIVE BUDUT USLOWIQ ZADA�I K USLOWIQM KRUGOWOJ ZADA�I TREH TEL�



�


zakl��enie

tAKIM OBRAZOM� W DANNOJ RABOTE POLU�ENY SLEDU��IE REZULXTATY�


� w RAMKAH WOZMU�ENNOJ OGRANI�ENNOJ ZADA�I TREH TEL WYWEDENY

STABILIZIROWANNYE DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ ASTEROIDNOGO

DWIVENIQ�

�� pOSTROENY �ISLENNYE MODELI ASTEROIDNOGO DWIVENIQ NA OSNOWE

STABILIZIROWANNYH URAWNENIJ DWIVENIQ ZADA�I DWUH I TREH TEL�

�� iSSLEDOWANA �FFEKTIWNOSTX STABILIZACII bAUMGARTA W ZADA�E

DINAMIKI ASTEROIDOW� w �ASTNOSTI� �KSPERIMENTALXNO POKAZANO�

�TO DLQ ASTEROIDOW� DWIVENIE KOTORYH ISPYTYWAET ZAMETNOE WLI�

QNIE OT 	PITERA �WTOROGO TELA	� PRIMENENIE STABILIZACII POZ�

WOLQET POWYSITX TO�NOSTX �ISLENNOGO INTEGRIROWANIQ NA PORQ�

DOK�

�� wYPOLNEN SRAWNITELXNYJ ANALIZ �FFEKTIWNOSTI STABILIZACII

PRIMENITELXNO K ZADA�AM DWUH I TREH TEL� GDE POKAZANO� �TO TO��

NOSTX STABILIZIROWANNOGO RE�ENIQ W ZADA�E TREH TEL WY�E NA

��� PORQDKA� �EM W ZADA�E DWUH TEL�
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