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wwedenie

rAZWITIE SOWREMENNOJ ASTROMETRII PRED�QWLQET BOLX�IE TREBOWANIQ K TO�NOSTI I

BYSTRODEJSTWI� �ISLENNYH MODELEJ DWIVENIQ NABL�DAEMYH NEBESNYH TEL� �TO OB�

STOQTELXSTWO PRIWODIT K NEOBHODIMOSTI USOWER�ENSTWOWANIQ METODOW ISSLEDOWANIQ

DWIVENIQ�

oDNIM IZ SPOSOBOW DLQ POWY�ENIQ TO�NOSTI I BYSTRODEJSTWIQ �ISLENNOGO MO�

DELIROWANIQ DWIVENIQ QWLQETSQ PRIWLE�ENIE TAKIH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ�

KOTORYE ISPOLXZU�T UVE IZWESTNU� INFORMACI� O SWOJSTWAH ISSLEDUEMOGO DWIVE�

NIQ� w KA�ESTWE TAKOJ INFORMACII� KAK PRAWILO� SLUVAT IZWESTNYE INTEGRALY DWI�

VENIQ� LIBO ANALITI�ESKIE RE�ENIQ� DOSTATO�NO HORO�O PREDSTAWLQ��IE DINAMI�

�ESKIJ PROCESS I IME��IE PROSTU� FORMALIZACI�� pREDSTAWLENNYJ PODHOD �IROKO

ISPOLXZUETSQ W ANALITI�ESKOJ MEHANIKE� W TEORII LINEARIZACII I REGULQRIZACII

�	� �� � �� 
�� A TAKVE STABILIZACII DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ DWIVENIQ ��� ���

pOPULQRNYJ W NEBESNOJ MEHANIKE METOD �NKE ��� PREDPOLAGAET� �TO ORBITY NE�

BESNYH TEL W PERWOM PRIBLIVENII PREDSTAWLQ�T SOBOJ KEPLEROWSKIE �LLIPSY� dLQ

WOZMU�ENIJ ISSLEDUEMOJ ORBITY OTNOSITELXNO KEPLEROWSKOJ W METODE SOSTAWLQ�TSQ

DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ� KOTORYE ZATEM INTEGRIRU�TSQ �ISLENNO�

s ROVDENIQ METODA �	�
� G�� PRO�LO BOLEE WEKA� PREVDE �EM ON STAL PO�NASTOQ�EMU

I �IROKO WOSTREBOWANNYM SREDI SPECIALISTOW W OSNOWNOM BLAGODARQ BURNOMU RAZ�

WITI� KOSMONAWTIKI I KOMPX�TERNYH TEHNOLOGIJ� s TEH POR PREDPRINIMALISX PO�

PYTKI PO USOWER�ENSTWOWANI� METODA �NKE� PREDLAGALISX NOWYE PROMEVUTO�NYE

ORBITY ��� 	�� 		� 	�� 	� 	�� I RAZLI�NYE ISHODNYE DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ

�	
� 	�� 	�� 	���

cELX� DANNOJ RABOTY QWLQETSQ DALXNEJ�IE ISSLEDOWANIE �ISLENNYH ASPEKTOW ME�

TODA �NKA W PRIMENENII EGO K URAWNENIQM 	PERLINGA�bODE I ANALIZ �FFEKTIWNOSTI

METODA W SPUTNIKOWOJ I ASTEROIDNOJ DINAMIKI�

w PERWOM RAZDELE DAETSQ POSTANOWKA ZADA�I I WYWOD DIFFERENCIALXNYH URAW�

NENIJ ORBITALXNOGO DWIVENIQ W PRQMOUGOLXNYH KOORDINATAH� dALEE PERE�ISLQ�T�

SQ OSNOWNYE TRUDNOSTI� WOZNIKA��IE PRI INTEGRIROWANII URAWNENIJ DWIVENIQ� wO

WTOROM RAZDELE IZLAGAETSQ KLASSI�ESKIJ METOD �NKE� wYWODQTSQ URAWNENIQ �NKE I

RAZRE�AETSQ PROBLEMA WY�ITANIQ BOLX�IH I BLIZKIH WELI�IN� OPISYWAETSQ ALGO�

RITM ISPRAWLENIQ PROMEVUTO�NOJ ORBITY� zATEM IZLAGAETSQ OBOB�ENNYJ METOD �N�



�

KE DLQ SISTEM URAWNENIJ PERWOGO PORQDKA I DAETSQ ANALIZ DOSTOINSTW I NEDOSTATKOW

METODA� tRETIJ I �ETWERTYJ RAZDELY POSWQ�ENY TAK VE METODU �NKE� NO W PEREMEN�

NYH 	PERLINGA�bODE� w POSLEDNEM RAZDELE OPISYWA�TSQ I ANALIZIRU�TSQ REZULX�

TATY �ISLENNOGO ISSLEDOWANIQ �FFEKTIWNOSTI METODA �NKE W ZADA�AH SPUTNIKOWOJ

I ASTEROIDNOJ DINAMIKI� IZLAGAETSQ METOD �WERHARTA �ISLENNOGO INTEGRIROWANIQ

OBYKNOWENNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ� w ZAKL��ENII PERE�ISLQ�TSQ OSNOW�

NYE REZULXTATY PRODELANNOJ RABOTY�






� postanowka zada�i

��� uRAWNENIQ DWIVENIQ

bUDEM RASSMATRIWATX DWIVENIE MATERIALXNOJ TO�KI S PRENEBREVIMO MALOJ MASSOJ

W POLE TQGOTENIQ CENTRALXNOGO TELA S MASSOJ M POD DEJSTWIEM DRUGIH MASSIWNYH

MATERIALXNYH TEL�

tOGDA W SISTEME KOORDINAT� SWQZANNOJ S CENTRALXNYM TELOM� DIFFERENCIALXNYE

URAWNENIQ DWIVENIQ BUDUT IMETX WID�

d�x

dt�
� �

�

r�
x�P�

�V

�x
�	�

S NA�ALXNYMI USLOWIQMI

x� � x�t��� �x� � �x�t���

GDE x� WEKTOR POLOVENIQ� t� FIZI�ESKOE WREMQ� � � k�M � GRAWITACIONNYJ PARA�

METR� k � POSTOQNNAQ gAUSSA� r � jxj � RADIUS�WEKTOR� V � V �x� � POTENCIALXNAQ

FUNKCIQ KONSERWATIWNYH WOZMU�A��IH SIL� P � NEKONSERWATIWNYE SILY�

��� oSOBENNOSTI �ISLENNOGO INTEGRIROWANIQ

iNTEGRIROWANIE URAWNENIJ �	� SWQZANO SO SLEDU��IMI TRUDNOSTQMI�

	� pRAWYE �ASTI URAWNENIJ PREDSTAWLQ�T SOBOJ BOLX�IE I BYSTROIZMENQ��IE�

SQ FUNKCII WREMENI DAVE DLQ KRUGOWYH ORBIT� kAK IZWESTNO� WY�ISLENNYE NA

KOMPX�TERE BOLX�IE WELI�INY SODERVAT BOLX�IE O�IBKI OKRUGLENIQ� pO�TO�

MU PO�AGOWOE �ISLENNOE INTEGRIROWANIE URAWNENIJ �	� SOPRQVENO S BYSTRYM

NAKOPLENIEM O�IBOK OKRUGLENIQ�

�� uRAWNENIQ IME�T OSOBENNOSTX W NA�ALE KOORDINAT �r � ��� dLQ SILXNO �KS�

CENTRI�NYH �LLIPTI�ESKIH ORBIT W PERICENTRE� PRI SBLIVENII S CENTRALXNYM

TELOM� WELI�INY PRAWYH �ASTEJ URAWNENIJ ZNA�ITELXNO I BYSTRO WOZRASTA�T�

pO�TOMU INTEGRIROWANIE ORBITY WBLIZI PERICENTRA WYPOLNQETSQ S MALYM �A�

GOM INTEGRATORA� �TO SOPRQVENO S BOLX�IMI O�IBKAMI�

� uRAWNENIQ �	� NEUSTOJ�IWY PO lQPUNOWU� hORO�O IZWESTNO� �TO LQPUNOWSKAQ

NEUSTOJ�IWOSTX DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ PRI �ISLENNOM INTEGRIROWANII



�

SOZDAET BLAGOPRIQTNYE USLOWIQ DLQ USILENIQ WSEWOZMOVNYH O�IBOK� NEIZBEV�

NO SOPROWOVDA��IH L�BOJ �ISLENNYJ PROCESS� o�IBKI NA TEKU�EM �AGE IN�

TEGRIROWANIQ STANOWQTSQ O�IBKAMI NA�ALXNYH DANNYH SLEDU��EGO� KOTORYE W

DALXNEJ�EM USILIWA�TSQ NEUSTOJ�IWOSTX� �AG ZA �AGOM� pO�TOMU USTOJ�IWYE

URAWNENIQ DLQ �ISLENNOGO INTEGRIROWANIQ BOLEE PREDPO�TITELXNY�

kLASSI�ESKIJ METOD �NKE ���� O KOTOROM POJDET RE�X W SLEDU��EM RAZDELE� RAZ�

RE�AET TOLXKO PERWU� IZ PERE�ISLENNYH TRUDNOSTEJ�



�

� metod �nke

��� uRAWNENIQ KLASSI�ESKOGO METODA �NKE

oSNOWNAQ IDEQ METODA �NKE SOSTOIT W TOM� �TOBY PODOBRATX TAKU� OPORNU� ORBITU�

KOTORAQ W TE�ENIE DLITELXNOGO WREMENI BYLA BY BLIZKA K REALXNOJ ORBITE� dLQ OT�

KLONENIJ KOORDINAT REALXNOJ TRAEKTORII OT SOOTWETSTWU��IH WELI�IN NA OPORNOJ

TRAEKTORII STROITSQ SISTEMA DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ� KOTORAQ ZATEM INTEG�

RIRUETSQ �ISLENNO�

pO SU�ESTWU W METODE �NKE PREDPRINIMAETSQ POPYTKA INTEGRIROWATX MALYE WOZ�

MU�ENIQ S TEM� �TOBY UWELI�ITX �AG INTEGRIROWANIQ I POLU�ITX DOPOLNITELXNYE

RAZRQDY� �TOBY TEM SAMYM OSLABITX WLIQNIE �ISLENNYH O�IBOK�

w KLASSI�ESKOM METODE �NKE W KA�ESTWE PROMEVUTO�NOJ ORBITY ISPOLXZUETSQ OS�

KULIRU��AQ KEPLEROWSKAQ ORBITA� OPISYWAEMAQ URAWNENIQMI

d�xK
dt�

�
�

r�K
xK � �� ���

tAK KAK PROMEVUTO�NAQ ORBITA W NA�ALXNYJ MOMENT WREMENI t� OSKULIRUET REALXNU�

ORBITU� TO NA�ALXNYE USLOWIQ URAWNENIJ �	� BUDUT SOWPADATX S USLOWIQMI ����

xK� � xK�t�� � x�t��� �xK� � �xK�t�� � �x�t���

pUSTX �x � x� xK � OTKLONENIQ WOZMU�
NNYH KOORDINAT OT IH OPORNYH ANALO�

GOW NA PROMEVUTO�NOJ ORBITE� tOGDA DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ DLQ OTKLONENIJ

ZAPI�UTSQ
d��x

dt�
�

d�x

dt�
�

d�xK
dt�

� �
�

r�
x �

�

r�K
xK �

�V

�x
�P�

ILI
d��x

dt�
�

�

r�
x�

�

r�K
xK �

�V

�x
�P� ��

A NA�ALXNYE USLOWIQ PRIMUT WID

�x� � �� � �x� � ��

oTKLONENIQ �x MOVNO POLU�ATX� NEPOSREDSTWENNO INTEGRIRUQ SISTEMU ��� kEPLE�

ROWSKIJ �LEN �xK�r
�
K OPREDELEN ZARANEE IZ ANALITI�ESKOGO RE�ENIQ xK ZADA�I DWUH

TEL� A �x�r� I PRAWAQ �ASTX URAWNENIJ QWLQ�TSQ FUNKCIQMI DEJSTWITELXNYH KOOR�

DINAT x � xK � �x I WREMENI t� tAKIM OBRAZOM� SISTEMA �� DOSTATO�NA I PRIGODNA

DLQ ISPOLXZOWANIQ�



�

��� rAZRE�ENIE PROBLEMY WY�ITANIQ BLIZKIH WELI�IN

wBLIZI NA�ALXNOJ �POHI �x � MALYE WELI�INY� kEPLEROWSKIE �LENY W URAWNENIQH

�� SU�ESTWENNO BOLX�E� pO�TOMU IH MALAQ RAZNOSTX BUDET WY�ISLQTXSQ S NEUDOW�

LETWORITELXNOJ TO�NOSTX�� �NKE PREDLOVIL PRIEM� USTRANQ��IJ �TU TRUDNOSTX� I

TEM SAMYM POWYSIL PRAKTI�ESKU� CENNOSTX SWOEGO METODA�

pREOBRAZUEM RAZNOSTX KEPLEROWSKIH �LENOW K WIDU

�

r�
x�

�

r�K
xK �

�

r�K

�
r�K
r�
x� x� x� xK

�
� �

�

r�K

��
	�

r�K
r�

�
x� �x

�
���

pOSKOLXKU

r� � �x�x� � �xK � �x�xK � �x� � r�K � ��xK� �x� � ��x� �x�� �
�

TO
r�

r�K
� 	 �

��xK� �x� � ��x� �x�

r�K
�

pOLOVIM� �TO

�q �
��xK� �x� � ��x� �x�

r�K
� ���

TOGDA
r�

r�K
� 	 � �q�

I

	�
r�K
r�

� 	� �	 � �q����� � f�q�q� ���

rAZLOVENIE W RQD FUNKCII f PO STEPENQM q DAET

f�q� � �
	


�
q �

	�


�
q� � � � � ���

w ITOGE �NKE POLU�IL URAWNENIQ ���

d��x

dt�
�

�

r�K
�fqx� �x� � �

�V

�x
�P� ���

GDE f S ZADANNOJ TO�NOSTX� OPREDELQETSQ KONE�NOJ SUMMOJ RQDA ����

nEUDOBSTWO ISPOLXZOWANIQ POLU�ENNYH URAWNENIJ ZAKL��AETSQ W TOM� �TO f W PRO�

CESSE INTEGRIROWANIQ WY�ISLQETSQ PRIBLIVENNO� TAK KAK NA PRAKTIKE ISPOLXZU�TSQ

TOLXKO KONE�NYE SUMMY RQDA� oDNAKO SU�ESTWU�T SPOSOBY �	� 	
� 	��� POZWOLQ��IE

WY�ISLQTX RAZNOSTX KEPLEROWSKIH �LENOW BEZ ISPOLXZOWANIQ RQDOW�

pREDSTAWIM RAZNOSTX KEPLEROWSKIH �LENOW W WIDE

�

r�
x�

�

r�K
xK �

�

r

�
x� xK � xK �

r�

r�K
xK

�
�

�

r�

�
�x�

�
r�

r�K
� 	

�
xK

�
�
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tAK KAK

r� � �x�x� � �xK � �x�xK � �x� � r�K � ��xK� �x� � ��x� �x��

OTS�DA IMEEM

r� � r�K � ��xK� �x� � ��x� �x��

rASPISYWAQ RAZNOSTX KWADRATOW� I RAZRE�AQ OTNOSITELXNO RAZNOSTI RADIUSOW� POLU�

�IM

r � rK �
��xK � �x� � ��x� �x�

r � rK
�

tOGDA
r

rK
� 	 �

��xK� �x� � ��x� �x�

rK�r � rK�
� 	 � �q

rK
r � rK

� 	 � d

I
r�

r�K
� 	 � �	 � d�� � 	 � d� � d� d�� � D�

pOSLE SOOTWETSTWU��EJ ZAMENY POLU�AEM URAWNENIQ �NKE W WIDE �	��

d��x

dt�
�

�

r�
��x�DxK� � �

�V

�x
� �	��

pREDSTAWIW RAZNOSTI �EREZ WYRAVENIQ MALYH WOZMU�ENIJ� RE�ILASX PROBLEMA

WY�ITANIQ BOLX�IH I BLIZKIH WELI�IN�

��� oBOB�ENIE METODA �NKE

tAKIM OBRAZOM� METOD �NKE REALIZUETSQ PO SLEDU��EJ SHEME�

pREDPOLOVIM� �TO DWIVENIE NEBESNOGO TELA OPISYWAETSQ SISTEMOJ URAWNENIJ PER�

WOGO PORQDKA
dz

dt
� Z�z� t�� z� � z�t��� �		�

GDE z � z�t� � WEKTOR INTEGRIRUEMYH PEREMENNYH�

w PROSTRANSTWE z WYBIRAETSQ OPORNAQ ORBITA zK � zK�t�� UDOWLETWORQ��AQ URAW�

NENIQM
dzK
dt

� ZK�zK� t�� zK� � zK�t��� �	��

pRQMYM WY�ITANIEM URAWNENIJ �		� I �	�� POLU�AEM URAWNENIQ DLQ OTKLONENIJ

z� zK�
d�z

dt
� Z�zK � �z� t�� ZK�zK� t�� �z� � z�t��� zK�t��� �	�
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eSLI UDAETSQ W Z QWNO WYDELITX NEWOZMU�ENNU� ZK I WOZMU�ENNU� Z � ZK

SOSTAWLQ��U�� PUTEM SOOTWETSTWU��IH PREOBRAZOWANIJ RE�AETSQ PROBLEMA WY�I�

TANIQ BLIZKIH WELI�IN

ZK�zK � �z� t�� ZK�zK� t��

��� iSPRAWLENIE PROMEVUTO�NOJ ORBITY

wBLIZI NA�ALXNOJ �POHI WOZMU�ENIQ �z MALY� NO SO WREMENEM WOZRASTA�T� nA BOLX�

�IH INTERWALAH WREMENI ONI UWELI�IWA�TSQ NASTOLXKO� �TO PRIHODITSQ PRIBEGATX K

PROCEDURE ISPRAWLENIQ ORBITY PUTEM PEREWY�ISLENIQ PARAMETROW OPORNOGO DWIVE�

NIQ NA NOWU� �POHU t�� nOWYE PARAMETRY zK�t�� OPREDELQ�TSQ IZ TEKU�IH ZNA�ENIJ

z�t�� DO ISPRAWLENIQ� A W KA�ESTWE KRITERIQ PEREOPREDELENIQ PARAMETROW OCENIWAETSQ

WELI�INA RAZNOSTI NEWOZMU�ENNYH �LENOW�

pRI�INOJ WOZRASTANIQ �z� O�EWIDNO� QWLQETSQ NETO�NOE PREDSTAWLENIE DWIVENIQ

PROMEVUTO�NOJ ORBITOJ� A TAKVE NEUSTOJ�IWOSTX PROMEVUTO�NOGO RE�ENIQ� oDNA�

KO PREDSTAWLENIE MOVNO ULU��ITX� PO MENX�EJ MERE� DWUMQ SPOSOBAMI� pERWYJ ZA�

KL��AETSQ W PODBORE TAKIH ZNA�ENIJ PARAMETROW PROMEVUTO�NOJ ORBITY� �TOBY NA

ISSLEDUEMOM INTERWALE WREMENI ISKL��ITX WOZRASTA��IE WOZMU�ENIQ �z� wTOROJ

SOSTOIT W POISKE PRINCIPIALXNO NOWYH MATEMATI�ESKIH MODELEJ DLQ SOWER�ENSTWO�

WANIQ PROMEVUTO�NYH ORBIT�

��� dOSTOINSTWA I NEDOSTATKI METODA �NKE

o DOSTOINSTWAH METODA �NKE UPOMINALOSX WY�E� pOSKOLXKU W METODE INTEGRIRU�TSQ

TOLXKO MALYE OTKLONENIQ OT OPORNOJ �KEPLEROWSKOJ� ORBITY� EGO DOSTOINSTWO ZAKL��

�AETSQ W TOM� �TO OKAZYWAETSQ WOZMOVNYM UWELI�ITX RAZMER �AGA INTEGRIROWANIQ

I KROME TOGO METOD REZERWIRUET DOPOLNITELXNYE RAZRQDY DLQ O�IBOK� OSWOBOVDAQ

TEM SAMYM OT NIH ZNA�A�IE RAZRQDY�

nEDOSTATKI METODA ZAKL��A�TSQ W TOM� NA KAVDYJ �AG INTEGRIROWANIQ URAWNE�

NIJ �NKE TRATITSQ BOLX�E WREMENI� �EM W SLU�AE INTEGRIROWANIQ ISHODNYH URAW�

NENIJ �	�� w SILXNOWOZMU�ENNYH ZADA�AH� KOGDA REALXNAQ ORBITA ZNA�ITELXNO OT�

KLONQETSQ OT KEPLEROWSKOJ� METOD �NKE TREBUET �ASTOJ SMENY OPORNOJ ORBITY I�

SLEDOWATELXNO� TERQETSQ DOLQ POLEZNOGO WREMENI INTEGRIROWANIQ�

nEDOSTATKAMI POLU�ENNOJ SISTEMY �� TAKVE QWLQETSQ TO� �TO ONA� WO�PERWYH�



		

SINGULQRNA W NA�ALE KOORDINAT� WO�WTORYH� EE RE�ENIE NEUSTOJ�IWO PO lQPUNOWU I�

KROME TOGO� W�TRETXIH� OPORNOE RE�ENIE NE ZAWISIT QWNO OT NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ

t I NEOBHODIMO ITERATIWNYM SPOSOBOM RE�ATX URAWNENIE kEPLERA�

pERE�ISLENNYE NEDOSTATKI FAKTI�ESKI QWLQ�TSQ NASLEDIEM ISHODNOJ SISTEMY

�	�� pO�TOMU DLQ IH RAZRE�ENIQ W KA�ESTWE ISHODNOJ SISTEMY NEOBHODIMO PRINQTX

TAKU� SISTEMU� KOTORAQ BYLA BY I REGULQRNOJ� I STABILIZIROWANNOJ� iZ SEMEJST�

WA TAKIH SISTEM �� ��� NA NA� WZGLQD� NAIBOLEE PODHODQ�IMI QWLQ�TSQ SISTEMY

	PERLINGA�bODE �	�� ��� W KOTORYH URAWNENIQ DWIVENIQ PREDSTAWLQ�TSQ W WIDE GAR�

MONI�ESKOGO OSCILLQTORA W PRQMOUGOLXNYH KOORDINATAH� pRI�EM ISPOLXZOWANIE �TIH

SISTEM W METODE �NKE POZWOLQET WYRAZITX OPORNOE RE�ENIE QWNO �EREZ NEZAWISIMU�

PEREMENNU��



	�

� urawneniq w peremennyh �perlinga�bode

pEREPI�EM URAWNENIQ WOZMU�ENNOGO DWIVENIQ �	� W WIDE

d�x

dt�
�

�

r�
x � F� �	��

GDE

F �
�V

�x
�P�

iZWESTNO� �TO URAWNENIQ �	�� W NEWOZMU�ENNOM SLU�AE IME�T INTEGRAL� �NERGII

�� �
�

�r
� �x� � const� �	
�

I INTEGRAL lAPLASA

A � x

��
r
� ��

�
� r �r �x � const� �	��

GDE � � �ASTOTA DINAMI�ESKOJ SISTEMY�

w WOZMU�
NNOM SLU�AE �NERGIQ �� I WEKTOR lAPLASAA PEREMENNYE I OPISYWA�TSQ

DIFFERENCIALXNYMI URAWNENIQMI

d��

dt
� �� �F� �x� � �	��

dA

dt
� �x �F� �x�� �x �F�x�� r �rF� �	��

iSPOLXZUQ URAWNENIQ �	
���	�� I WREMENNOE PREOBRAZOWANIE sUDMANA �dt � rds�

URAWNENIE �	�� MOVNO PRIWESTI K GARMONI�ESKOMU OSCILLQTORU �	��

d�x

ds�
� x �

A

��
�

	

��

�
r�F� �F�x��x�

�
�	��

�TOBY SISTEMA �	�� BYLA DOSTATO�NOJ� DOPOLNIM EE URAWNENIQMI RADIUSA�WEKTORA r�

�ASTOTY �� WEKTORA lAPLASA A I WREMENI t�

d�r

ds�
� r �

�

��
�
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�r �F�x� � r� �F�x��� �

d�

ds
� �

	

�
�F�x�� �

dA

ds
� �x �F�x��� x

� �F�x�� rr�F�

dt

ds
�

r

�
�



	

� urawneniq �nke w peremennyh �perlinga�

bode

dLQ POLU�ENIQ URAWNENIJ �NKE W PEREMENNYH 	PERLINGA�bODE �SB� NEOBHODIMO IZ

URAWNENIJ WOZMU�ENNOGO DWIVENIQ

d�x

ds�
� x�

A
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�
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r�F � �F�x��x�

�
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d�r

ds�
� r �

�
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�r �F�x� � r� �F�x��� �

dt

ds
�

r

�
� ����

d�

ds
� �

	

�
�F�x��

dA

ds
� �x �F�x��� x

� �F�x�� rr�F

WY�ESTX URAWNENIQ NEWOZMU�ENNOGO DWIVENIQ F�

d�xK
ds�

� xK �
AK

��
� ��

d�rK
ds�

� rK �
�

��
� ��

dtK
ds

�
r

�
� ��	�

d�K
ds

� �

dAK
ds

� �

uRAWNENIQ ��	� INTEGRIRU�TSQ ANALITI�ESKI I IH RE�ENIQ MOVNO PREDSTAWITX W

WIDE

xK �

�
x� �

A�

��
�

�
cos s� x

�

� sin s�
A�

��
�

�

x
�

K � �

�
x� �

A�

��
�

�
sin s� x

�

� cos s�

rK �

�
r� �

�

��
�

�
cos s� r�� sin s�

�

��
�

�

r�K � �

�
r� �

�

��
�

�
sin s� r�� cos s�

AK � A� � const� �K � �� � const�

tK �
r��
��

�
�

��
�

s�
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�
r� �

�

��
�

�
sin s�

r��
��

cos s�

w REZULXTATE POLU�A�TSQ URAWNENIQ W WOZMU�ENIQH ILI URAWNENIQ �NKE

d��x

ds�
� �x�

A
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�
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K
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�r�F� �F�x��x���
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d��r

ds�
� �r �

�
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�

�

��
K

�
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�r �F�x� � r� �F�x���� ����

d�A

ds
� �x �F�x��� x

� �F�x�� rr�F�

d��

ds
� �

	

�
�P�x�� �

d�t

ds
�

r

�
�

rK
�K

�

w ���� WOZMU�
NNYE PEREMENNYE x�x��A� r� �� t WY�ISLQ�TSQ� KAK SUMMA IH OPOR�

NYH ANALOGOW xK �x�

K�AK� rK� �K� tK I WOZMU�ENIJ �x� �x�� �A� �r� ��� �t� POLU�ENNYH

�ISLENNO IZ URAWNENIJ �NKE ����

x � xK � �x�

x
� � x

�

K � �x��

A � AK � �A� ���

� � �K � ���

r � rK � �r�

t � tK � �t�

kAK I W KLASSI�ESKIH URAWNENIQH �NKE� ZDESX TAK VE WOZNIKAET PROBLEMA WY�I�

TANIQ BLIZKIH WELI�IN�
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iSPOLXZUQ ���� RAZNOSTI ���� NETRUDNO WYRAZITX �EREZ MALYE WOZMU�ENIQ�

A
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�
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tEPERX MOVEM PEREPISATX URAWNENIQ �NKE W SLEDU��EM WIDE
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� �islennye rezulxtaty

mNOGO�ISLENNYE RABOTY� POSWQ�ENNYE ISSLEDOWANIQM I RAZWITI� METODA �NKE� PRE�

DOSTAWLQ�T DOSTATO�NO OB�IRNYJ �ISLENNYJ MATERIAL� NA OSNOWANII KOTOROGO MOV�

NO SUDITX O PRAKTI�ESKOJ CENNOSTI METODA� nA�I �ISLENNYE REZULXTATY TAKVE POD�

TWERVDA�T �TO�

mY ISSLEDOWALI WOZMOVNOSTI METODA �NKE W SB�INTERPRITACII W ZADA�AH DI�

NAMIKI ASTEROIDOW I SPUTNIKOW PLANET� dLQ �TOGO NA OSNOWE SISTEM DIFFERENCI�

ALXNYH URAWNENIJ W PRQMOUGOLXNYH KOORDINATAH �	�� W SB�PEREMENNYH ���� I W

SB�WOZMU�ENIQH ���� BYLI POSTROENY TRI �ISLENNYE MODELI DWIVENIQ I PROWEDEN

SRAWNITELXNYJ ANALIZ IH �FFEKTIWNOSTI NA PRIMERE KONKRETNYH OB�EKTOW� aMALX�

TEQ JV� kALLISTO JIV� gIMALIQ JVI� pASIFE JVIII �SPUTNIKI �PITERA�� tAUTATIS

�	��� bORDOWICYNA ����� aLINDA ��� �ASTEROIDY��� oRBITALXNYE PARAMETRY OB�EK�

TOW PREDSTAWLENY W TABL� 	 I ��

tABL� 	� pARAMETRY DWIVENIQ SPUTNIKOW

sPUTNIK T �SUT�� e i ���

aMALXTEQ JV ��
 ���� ��

kALLISTO JIV 	��� ����� ���

gIMALIQ JVI ����� ��	�� ���

pASIFE JVIII ���� ���� 	���

tABL� �� pARAMETRY DWIVENIQ ASTEROIDOW

aSTEROID a �A�E�� e i ���

tAUTATIS �	�� ��
	 ���� ����

bORDOWICYNA ���� ��
� ��	� 	
���

aLINDA ��� ���� ��
� ���


wSE TRI SISTEMY URAWNENIJ W MODELQH INTEGRIROWALISX �ISLENNO METODOM �WER�

HARTA ��� ��� 	��GO PORQDKA S PEREMENNYM �AGOM W KOMPX�TERNOJ ARIFMETIKE S TO��

NOSTX� 	���� NA INTERWALE WREMENI 	�� LET�

w KA�ESTWE POKAZATELEJ �FFEKTIWNOSTI MODELI BYLI PRINQTY EE TO�NOSTX I BYST�

RODEJSTWIE� tO�NOSTX MODELIROWANIQ ��r� OCENIWALASX IZWESTNYM METODOM PRQMOGO

�nA�ALXNYE PARAMETRY DWIVENIQ SPUTNIKOW BYLI WZQTY IZ ���� ��� ���� A ASTEROIDOW � IZ ����	



	�

I OBRATNOGO INTEGRIROWANIQ �	��� �ISLENNAQ O�IBKA MODELI WY�ISLQLASX PO FORMULE

�r � max
i���N

jxFi � x
B
i j� max

i���N
j �x�tFi � tBi �j�

GDE F I B OBOZNA�A�T PEREMENNYE POLU�ENNYE NA ODNI I TE VE MOMENTY NEZAWISIMOJ

PEREMENNOJ PRI PRQMOM I OBRATNOM INTEGRIROWANII SOOTWETSTWENNO� A N � �ISLO

MOMENTOW NA INTERWALE INTEGRIROWANIQ� dLQ OCENKI TO�NOSTI MODELI W PRQMOUGOLX�

NYH KOORDINATAH WTOROJ �LEN W FORMULE NE U�ITYWALSQ�

w KA�ESTWE MERY BYSTRODEJSTWIQ BYLO PRINQTO �ISLO �AGOW INTEGRIROWANIQ

�NS�� WYPOLNENNYH NA WSEM ISSLEDUEMOM INTERWALE� hARAKTERISTIKA NS UDOBNA

TEM� �TO ONA NE ZAWISIT NI OT SKOROSTI PROCESSORA� NI OT KA�ESTWA OPTIMIZACII

PROGRAMMNOGO OBESPE�ENIQ�

��� mODELIROWANIE WOZMU�A��IH USKORENIJ W SPUTNIKOWOJ

ZADA�E

wOZMU�ENIQ KEPLEROWSKOJ ORBITY SPUTNIKA OBUSLOWLENY� GLAWNYM OBRAZOM� NESFE�

RI�NOSTX� CENTRALXNOJ PLANETY I GRAWITACIONNYM WLIQNIEM� sOLNCA I GALILEEWYH

SPUTNIKOW�

����� nESFERI�NOSTX CENTRALXNOJ PLANETY

w MODELI DWIVENIQ SPUTNIKA WLIQNIE NESFERI�NOSTI CENTRALXNOJ PLANETY U�ITY�

WALOSX DO WTOROJ ZONALXNOJ GARMONIKI J�

VJ� � ��J�
b�

r�
L�

�x�
r

�
� ����

GDE b � �KWATORIALXNYJ RADIUS �PITERA� J� � KO�FFICIENT ZONALXNOJ GARMONIKI

�TABL� �� x� � TRETXQ KOMPONENTA WEKTORA POLVENIQ�L� � POLINOM lEVANDRA�

L��z� �
	

�
�z� � 	��

w SOOTWETSTWII S ���� WOZMU�A��IE USKORENIQ OT NESFERI�NOSTI WY�ISLQLISX PO

FORMULE

P� �
�V

�x�
� �



�
b�J��x�

x�� � x�� � �x��
r�

�

P� �
�V

�x�
� �



�
b�J��x�

x�� � x�� � �x��
r�

�

P� �
�V

�x�
�



�
b�J��x�

�x�� � x�� � �x��
r�

�



	�

tABL� � pARAMETRY GRAWITACIONNOGO POLQ �PITERA

b �KM� J� k

�	�� ���	��� 	���������
 � 	���

����� wLIQNIE sOLNCA I GALILEEWYH SPUTNIKOW

wWIDU DOSTATO�NOJ UDALENNOSTI sOLNCA I MALOSTI RAZMEROW GALILEEWYH SPUTNIKOW

W MODELI ONI RASSMATRIWA�TSQ KAK TO�E�NYE MASSY� A IH GRAWITACIONNOE WLIQNIE

NA ISSLEDUEMYJ SPUTNIK WY�ISLQETSQ PO FORMULE

PS � �S

�
xS � x

��
�
xS

r�S

�
� ����

GDE �S � k�MS�MS � MASSA WOZMU�A��EGO TELA� xS � POLOVENIE WOZMU�A��EGO TE�

LA W JOWECENTRI�ESKOJ SISTEME KOORDINAT� � � jxS�xj� rS � jxSj�mASSY GALILEEWYH

SPUTNIKOW PRIWEDENY W TABL� � I PREDSTAWLENY W MASSAH �PITERA�

kOORDINATY xS sOLNCA I GALILEEWYH SPUTNIKOW WY�ISLQLISX PO FORMULAM KRU�

GOWOGO DWIVENIQ� DLQ sOLNCA

xS� � rS cosnSt�

xS� � rS sinnSt cos I� ����

xS� � rS sinnSt sin I�

GDE nS �
p
�S�r�S � const� �S � k�� rS � 
��� a�e�� A I � 	����� DLQ GALILEEWYH

SPUTNIKOW ��	�

xS� � rS cos�nS�t� TJ� � TS��

xS� � rS sin�nS�t� TJ� � TS�� ���

xS� � ��

GDE DINAMI�ESKIE PARAMETRY SPUTNIKOW rS� nS� TS� TJ PRINIMA�T ZNA�ENIQ� PRIWE�

DENNYE W TABL� ��

��� mODELIROWANIE WOZMU�A��IH USKORENIJ W ASTEROIDNOJ

ZADA�E

w ASTEROIDNOJ ZADA�I U�ITYWALOSX WOZMU�ENNOE WLIQNIE TOLXKO OT BOLX�IH PLANET�

dLQ WY�ISLENIQ WOZMU�A��IH USKORENIJ ISPOLXZOWALISX FORMULY ����� A DLQ OPRE�

DELENIQ KOORDINAT PLANET � FORMULY ���� U�ITYWAQ TOT FAKT� �TO BOLX�INSTWO



	�

tABL� �� mASSY I DINAMI�ESKIE PARAMETRY PLANET I GALILEEWYH SPUTNIKOW

wOZM� TELO mASSA rS �a�e�� TS ��� nS ���SUT�� TJ �JD�

sOLNCE 	 � � � �

mERKURIJ 	������� ���
	� �����
 ���� ��������


wENERA 	����
��
 ������ �
��� 	�
�� ��������


zEMLQ 	�������

 	���� �	���	 ���� ��������


mARS 	�����	� 	�
	� ���	
 ��
��
 ��������


�PITER 	�	����
 
����� ����� ����� ��������


sATURN 	���� ���	� ������� ����
 ��������


uRAN 	����� 	����� ��
����� ���		�� ��������


nEPTUN 	�	�	� ��	�� �����
� ����� ��������


pLUTON 	�	 � 	�� ������ 
��
	� ����� ��������


iO ����
 � 	��� ������	� 	���
� �����
 �������


eWROPA ����� � 	��� �������
 �	��� 	�	��� �������


gANIMED �
���� � 	��� �����	

 	����� 
��	� �������


kALLISTO 
���� � 	��� ���	�
�
 	����
 �	�
�� �������


PLANET DWIVUTSQ PO PO�TI KRUGOWYM �KLIPTI�ESKIM ORBITAM� pRI ISPOLXZOWANII

FORMULY ���� W ASTEROIDNOJ ZADA�E MS � MASSA PLANETY� xS � GELIOCENTRI�ESKIE

KOORDINATY PLANETY� mASSY PLANET DANY W TABL� � W MASSAH sOLNCA�

dINAMI�ESKIE PARAMETRY KRUGOWOGO DWIVENIQ BYLI POLU�ENY PO REALXNYM DI�

NAMI�ESKIM PARAMETRAM PLANET �TABL� ��� w RAMKAH POSTAWLENNOGO �KSPERIMENTA

ISPOLXZOWANIE �PRIBLIVENNYH� FORMUL KRUGOWOGO DWIVENIQ ��� DLQ WY�ISLENIQ PO�

LOVENIQ PLANET KAK WOZMU�A��IH TEL WPOLNE PRIEMLEMO�

��� sTRUKTURA WOZMU�ENIJ ISSLEDUEMYH ORBIT

oRBITY WYBRANNYH OB�EKTOW PREDSTAWLQ�T DOWOLXNO �IROKIJ SPEKTR WOZMU�ENIJ�

aMALXTEQ� TIPI�NYJ PREDSTAWITELX BLIZKIH SPUTNIKOW� oNA S WYSOKOJ UGLOWOJ

SKOROSTX� OBRA�AETSQ OKOLO �PITERA W EGO MO�NOM GRAWITACIONNOM POLE� PRETER�

PEWAQ ZNA�ITELXNOE WLIQNIE NESFERI�NOSTI CENTRALXNOJ PLANETY�

kALLISTO� NAIBOLEE UDALENNYJ OT PLANETY GALILEEW SPUTNIK� eGO ORBITA IMEET

SLOVNU� STRUKTURU WOZMU�ENIJ� OBUSLOWLENNU�� GLAWNYM OBRAZOM� GRAWITACIONNYM



��

WLIQNIEM OT DRUGIH TREH MASSIWNYH GALILEEWYH SPUTNIKOW�

gIMALIQ I pASIFE PREDSTAWLQ�T WNE�NIE �DALEKIE� SPUTNIKI �PITERA �SEMEJST�

WA gIMALII I pASIFE�� oRBITY �TIH SPUTNIKOW IME�T DOSTATO�NO BOLX�IE PERIODY

I ZAMETNO� NO REGULQRNO I GLADKO� WOZMU�A�TSQ sOLNCEM�

tAUTATIS� OSOBYJ ASTEROID� IME��IJ WYSOKO�KSCENTRI�NU� ORBITU I W OKREST�

NOSTI PERIGELIQ TESNO SBLIVA��IJSQ �NA ISSLEDUEMOM INTERWALE� S zEMLEJ� KOTORAQ

DOWOLXNO SILXNO I NEREGULQRNO WOZMU�AET EGO ORBITU�

aSTEROID bORDOWICYNA� PREDSTAWITELX GLAWNOGO POQSA ASTEROIDOW� DWIVU�IJSQ

PO �SPOKOJNOJ� ORBITE� UMERENNO WOZMU�AEMOJ BOLX�IMI PLANETAMI�

oSOBENNOSTX W DWIVENII aLINDY SOSTOIT W TOM� �TO IZ�ZA ZNA�ITELXNOJ WYTQNU�

TOSTI EGO ORBITY ASTEROID W PERIGELII BLIZKO PODHODIT K ORBITE zEMLI� A W AFELII

� K ORBITE �PITERA� oDNAKO� NESMOTRQ NA �TO� STRUKTURA WOZMU�ENIJ ASTEROIDA

DOWOLXNO GLADKAQ I� KROME TOGO� �UKRA�ENA� DOLGOPERIODI�ESKIMI WOZMU�ENIQMI�

OBUSLOWLENNYMI REZONANSOM ORBITALXNYH DWIVENIJ aLINDY S �PITEROM�

iMEQ INFORMACI� O HARAKTERE WOZMU�ENIJ ORBIT PREDSTAWLENNYH NEBESNYH OB��

EKTOW� MOVNO PREDPOLAGATX� NASKOLXKO DLQ NIH BUDET WYSOKA �FFEKTIWNOSTX METODA

�NKE� nAPRIMER� UVE SEJ�AS MOVNO OVIDATX� �TO �FFEKTIWNOSTX METODA BUDET NIZ�

KOJ DLQ SPUTNIKA aMALXTEQ� POSKOLXKU EGO REALXNAQ ORBITA SU�ESTWENNO OTLI�AETSQ

OT KEPLEROWSKOJ� W OSNOWNOM� BLAGODARQ MO�NOMU WLIQNI� SPL�SNUTOSTI �PITERA�

��� mETOD �WERHARTA

qDROM �ISLENNOJ MODELI QWLQETSQ PROCEDURA �ISLENNOGO INTEGRIROWANIQ URAWNENIJ�

SOSTAWLENNAQ NA OSNOWE METODA �WERHARTA�

rASSMOTRIM METOD �WERHARTA NA PRIMERE RE�ENIQ SISTEM URAWNENIJ PERWOGO PO�

RQDKA�
dx

dt
� f�t�x� �	�

S NA�ALXNYMI USLOWIQMI

x� � x�t��� t� � ��

zDESX x � WEKTOR INTEGRIRUEMYH PEREMENNYH� t � NEZAWISIMAQ PEREMENNAQ� A f �

IZWESTNAQ WEKTOR�FUNKCIQ WREMENI I PEREMENNYH x �PRAWYE �ASTI DIFFERENCIALX�

NYH URAWNENIJ��



�	

pUSTX �AG INTEGRIROWANIQ H� NA�ALXNOE ZNA�ENIQ x� W NA�ALXNYJ MOMENT t� I

f� � f�t��x�� � IZWESTNYE WELI�INY�
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