
�����������	 	
���	���� � ����� �	������	� ���������

���������	� �	�����������	� 
������	� 	
���	�������	� ����������

������	 ��	�����	�����	�	 	
���	����

� !"#� $%�&' "(($)*#+ ,)$%(-"'

,#�(-"' .#(/* �(,+)��&' /�"+)�(",),

���������� ���������

-������ ����	�	0�� � �	�0�����	� ��	�����

/*- 123456771624286
*#9/(,",% - : ;",) + . -

:��4 ������	� ����	�	0�� �

�	�0�����	� ��	����� �� ,./

�4�4<04�4  ������ +4 4

= > 6?2@ �4

�������� �����	
 ����������

������������� �������������� ���� ��

!"�#�$�"��� �� !�%�����&� #�"���$��'�� !�

� !�(���� %� �) �������* ��������

����+,�-����
 ��.��� �� /�010�	 .�,������

������� ���	�	������

�4�4<04�4

 ������ +4 4

 ��	� ��
	��

������� 13A
 ������

B����	�� �4+4

,	0�� C 6?2@



6

#.$ +$)�")

++)*)�") @

2 -#$$#- !"#��&) �),#*& D

242 #��	���� �	�0��� 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 D

246 9	��	� �	��	��� �	��	����	��	�	 0��	�� 4 4 4 4 4 4 4 4 4 5

24@ ���	�� .����� 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 A

24D #��������� �	�����	� �	��	��� � ���	���0 ��
	�� �����

���� 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 3

6 9 � �),�& "  $.#�",� -#$$#- !"#��#.#

"�,).� ,#� 22

@ E"($)��&) �):/$%, ,& 2@

: -$FE)�") 6?

(9"(#- $",)� ,/�& 62



@

++)*)�")

9	��� ��� ������ �� �	���0���	� �������� ���������������� ����<

����G 	�������H�� ����0������� �����0�G �� ������������ �����<

�������4 9	I�	0� �� �J ������ ���
����� � ���
�������0 0��	��0

��������	����G �	�	��� ���	��	 ���� �� ������������� � ���������4

+ �	������� ���0 ������0 	
���	0 �� ���� 
���	�	 ������� �	0���<

�����J ��J�	�	��� ��� ��H� ���
����� � ��������0 0��	��0 ��������	<

����4 (���� ��J ���	�	 ���0����� 0��	�� �����K-����G � 	�	
��<

�	��� ������ �	��	����	���� 0��	�� �� ���
����J .�����7 $	
���	G

���	 ��� $�������4

!���� ����	� �����������	��	� ��
	�� ���	�� �	���	���� �	�<

�	����	��	�	 ��������	�� �� ���
����� .�����K$������� � ������	��<

��� ��	 I��������	��� � �������	0 ������� ���������������J ����<

����� ����0���4 #��� �� ���������J 	������� ����	�	0��G ��
����

0�J�����G ����	�������G 	
����	 �	�	�G ����	�J	���� �	���	� �� ��<

����	���� ��������J 0��	�	� ��������	����4 "J ������� ���	
�<

�� �	���	 �� ������J 	 �������� ��
����J ��� C ��� ���	� ���	�	�	

�������� �����������0�G �� �������	��� ���	����������	 ������ �

��������0� ������	����0� ����0������J �����04 ����0�������0�� �

��
	�� �	��	����	���� 0��	�� ������	������ �� ��	��	� ������ ��
��<

�	� 0�J����� � ������������0 �������0G � �0���	 �� ������ ���J ���4

*� �	������� �	��������	� ���� �����	�����	��7 2L 	��	��� ��	<

��� �����J �	��	����	���J 0��	�	� �����K-����M 6L �	������� ���	<

���0 �	��	����	��	�	 ��������	�� � ��	���00�	 ������	���� ��	 �� ��<

�	���0�����	0 ���� �	����� 3? � �	0�������	� ����0����� � ��	��	�

�	��	����M @L ��	����� �� I������0���	� �	 ������	����� I�������<

�	��� �	��	����	��	�	 ��������	��M DL ���	����� ������ �	�������J

���������	�4
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9���� ���
���� ������ ����	��	� ��������������	� ��������� N�����<

0� ���������������J ���������L ����	�	 �	����

x′ = f(t,x) N242L

��� �������	0 ���	���

x(t0) = x0,

��� t C ��������0� ����0����M x = (x1, . . . , xm)T C ����	� ���	0�J

����0����JM f = (f1, . . . , fm)T C ������� ����	�<������ t � x4 O���J

	������� �	���� ��	���	���� �	 ��������0	� ����0���	� t4 *����<

����������� �������� N242L �0���� �	 ��	�0� ��������0� ���	��0�

�	������� ������ -	��4

9�� I�	0 
���0 �	������G ��	 ����	�<������ f ��	�����	��� ���	<

��� $������G �4�4 �� ��
�J ������� x1 � x2 ����������	 ����������	

‖f(t,x1) − f(t,x2)‖ ≤ L‖x1 − x2‖, N246L

��� L C ��� �������0� �	��	��� $������4

242 #��	���� �	�0���

��	��� ������ 0��	�� �����K-����G ���	�	 ���	�����0�� �� ���<

����	�	 ��������	���� ���������������J ��������� N242LG ���	�	��0

	
���	0 I����������� ��� �������0�0 �	��	����	���0 0��	��0 P2Q4

#��	��� ��� �	��	����	���J 0��	�	� �� ������ 	
���	�����J ���<

������������J ��������� �	��	�� � �	0G ��	
� � �������� ���
�����<

�	�	 ������ x �	�	
���� ���	� �	���	0 g ������� sG �	�	��� 
� ��	<

�����	�� ���	��0 ������ -	�� N242L � s + 1 �	���J7

g(t0) = x0, g′(t0 + hci) = f(t0 + hci, g(t0 + hci)) (i = 1, . . . , s), N24@L

��� ci C ��H��������� �����G ��
����0��G ��� ������	G �� 	������ [0, 1]4

+ �		��������� � N24@L ���
������	� ������� �������� �� ���� h ����<

�������� � ���� x1 = g(t0 + h)4 �����0��G �� s = 1 �	���	0 �	����

�0��� ��� g(t) = x0 + (t − t0)k � �������0 �	I��������	0

k = g′(t0 + c1h) = f(t0 + c1h, g(t0 + c1h)) = f(t0 + c1h,x0 + c1hk).
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#����� ����	G ��	 ���� � ������ 0��	�� R�����G � ����� 0��	� ����<

��� �	��� ����� �	��	����	���0� � �	I���������0� c1 = 0G c1 = 1

� c1 = 1/2 �		����������	4

+����0 	
	��������

ki = f(t0 + hci, g(t0 + hci)). N24DL

,	��� ������	�����H� ������ $������� �� g′(t) 
����

g′(t0 + hτ) =

s∑
j=1

kjlj(τ), ��� lj(τ) =
∏s

m=1
m �=j

τ − cm

cj − cm
, N241L

� τ = (t−t0)/h4 #�����G ��������� N241L �	 τ � �	������ ������� N24DLG


���0 �0����

x1 = x0 + h
s∑

j=1

kj

∫ 1

0
lj(τ)Sτ = g(t0 + h), ki = f(t0 + hci,yi),

yi = x0 + h

s∑
j=1

kj

∫ ci

0
lj(τ)Sτ = g(t0 + hci) (i = 1, . . . , s). N245L

�������	 ������G ��	 �	�0��� N245L �	������� � �	�0���0� ����	�	

0��	�� �����K-���� P2QG ��� � �������� �	I��������	� aij � bi �������<

��

aij =

∫ ci

0
lj(τ)Sτ, bj =

∫ 1

0
lj(τ)Sτ (i, j = 1, . . . , s). N24AL

���	�� �����K-���� � �	I���������0� N24AL ��������� �	��	����<

	���0�4

*����G �	��	����

τ q−1 =
s∑

j=1

cq−1
j lj(τ) (q = 1, . . . , s)

N�4�4 ������	��� $������� �	��� �� ���J �	���	0	� ���� s<�	 �	��<

��LG �	 �	I��������� N24AL �	���� ��	�����	��� �����0�0 �������J

���������
s∑

j=1

aijc
q−1
j =

cq
i

q
,

s∑
j=1

bjc
q−1
j =

1

q
(i, q = 1, . . . , s). N248L

������ ��	
� ��
��	��� �������� ����������

�� ������� � �������
�� ����� �����
��

������� ����
����� ��� �������
�� �������

�� �
�� ����!
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9�� �������J ����J ci �	I��������� 0��	�� aij � bj 0	��� 
��� �	<

������ � ���������� ������ �����0 �������J ��������� N248L4 #����	

� ����������	� �	��� ����� �J ��	
��� �������� �� ��������	� N24ALG

���	���� ��	���� ������������ �	�0��� P6Q4

*� ����	�	 �	I��������� aij �0��0

γ0l = cl
i/l! (l = 1, . . . , s + 1),

γkl = ((ci − ck)γk−1,l − lγk−1,l+1)/(cj − ck) N243L

(k = 1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , s; l = 1, . . . , s − k + 1),

�����0 γj,l = γj−1,l (l = 1, . . . , s − j + 1)4 ,	��� aij = γs14 *� bj ���	��<

����� �� �� �	�0��� N243LG �	 � ��0��	� ci �� �������4

#�0���0G ��	 �	��	����	���� �	�0��� 	���� ��	
�� �� 	�����<

���� ���
�������J �������� k ������H��	 ����4 #
	����� �J ���

k̄G � �������� ������H��	 ���� h̄G �	�����	 �	�0���0 N241LG �	�����0

I������	���	������ 	�����

k̄i =
s∑

j=1

kjlj(1 + cih̄/h) (i = 1, . . . , s). N242?L

246 9	��	� �	��	��� �	��	����	��	�	 0��	��

9	����0G ��	 �	��	����	���� 0��	� �0���G �	 ������� 0���G �	��	�

p = s P2Q4 (	�����	 N24DL � N241LG �	��	����	���� 0�	�	���� ��	�����	<

��� ���������

g′(t0 + hτ) =
s∑

i=1

f(t0 + hci, g(t0 + hci))li(τ),

�	��� ��� �	��	� ������� C

x′(t0 + hτ) =

s∑
i=1

f(t0 + hci,x(t0 + hci))li(τ) + r(τ), N2422L

��� r(τ) C 	��
�� ������	���	��	� �	�0��� $�������G �	�	��G ���

�������	G 0	��� 
��� ������������ � ����

r(τ) = hsx
(s+1)(t0 + hζ)

s!

s∏
i=1

(τ − ci) = O(hs), ζ = ζ(τ) ∈ [0, 1].



A

"�������� �������� � ������ �J ������G 
���0 �0���

x(t0 + hτ) − g(t0 + hτ) = h

s∑
i=1

[f(t0 + hci,x(t0 + hci)) −

− f(t0 + hci, g(t0 + hci))]

∫ τ

0
li(ξ)Sξ + O(hs+1). N2426L

+����0 ��������

B = max
τ∈[0,1]

s∑
i=1

∣∣∣∣
∫ τ

0
li(ξ)Sξ

∣∣∣∣ .

,	���G ���	���� ���	��� $������ N246LG �� ��������

M = max
τ∈[0,1]

‖x(t0 + hτ) − g(t0 + hτ)‖

�	�����0 	�����

M ≤ hLBM + O(hs+1) ��� M ≤ O(hs+1).

#�� ���������� �	�	��� 	 �	0G ��	 �� ��
	�	 τ ∈ [0, 1]

x(t0 + hτ) − g(t0 + hτ) = O(hs+1) N242@L

�G � �����	���G x(t0 + h) − x1 = O(hs+1)4 "���G ��	���	���	� ���
�����

ci ���� �	��	����	���� 0��	� �	���� p = s4

24@ ���	�� .�����

-�� 
��	 �	�����	G � 	
H�0 ������ 0��	� N245L �0��� �	��	� p = s4 #�<

���	 ���� �	I��������� bj � cj ��	�����	��� �����0 2s ��������0 �	

��	�	� �����0� N248L (q = 1, . . . , 2s) N�4�4 ���� 	�� ����� �		���������<

�	 ����0� � ����0� ����������	� �	�0��� .�����LG �	 �	��	����	����

0��	� 
���� �0��� �	��	� p = 2s P@Q4 9	����0 I�	 P5Q4

���0	�� �� �	 ��	 �	��	����	���� 0�	�	���� g ���
������	 ����<

������� �	��	� ������� xG 	� ����� �	���0 �������0 ���	�	�	�	

�	�0�H���	�	 ��������

g′ = f(t, g) + p(t).
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(	�����	 N242@LG �	��� ������������ �����0� ��������� �� �	�0�H����

0	��	 ����������� � ����

g′ − x′ =
∂f

∂x

∣∣∣∣
x=x(t)

(g − x) + p(t) + O(h2s+2).

����0������ �� ��� �����0� ��	��	�	���J �������J ���������G ���<

0���0 �� �� ������ 0��	� �������� ��	���	����J �	��	���J7

x1 − x(t0 + h) = h

∫ 1

0
Φ(t0 + h)Φ−1(t0 + hτ)(p(t0 + hτ) + O(h2s+2))Sτ,

��� Φ(t) C �����0�������� 0������ �����0� 	��	�	���J �������J

���������4 -���������� �	�0��� .����� �� ��������� ��������� 	�

�������

Φ(t0 + h)Φ−1(t0 + hτ)p(t0 + hτ)

���� �����	� ���������G �	��	���� � �	���J �	��	����� t0 + hci �	�0�<

H��� p(t) ����� ����4 (���	�������	G �������� 0	��	 ����0��������

��� 	��
�� ����������	� �	�0���G �	�	�� � ����	0 ������ ��������<

��� �	
	� �������� O(h2s)4 ,���0 	
���	0G x(t0 + h) − x1 = O(h2s+1).

"������	G ��	 ���	��� ������� ����������	� �	�0��� .����� ��

	������ [0, 1] ����� �	��0� �0�H���	�	 �	���	0� $�������G �����

�	�	�G 	�� ����� ������0� ��������

Ss

Sτ s
[τ s(τ − 1)s] = 0. N242DL

9	I�	0� �� �	������ �	��	����	��	�	 0��	�� �	���� p = 2s ��

�������� ��	
�	 ������� �������� ci �� �������� N242DLG � ����0 C

aij � bi �� �	�0�� N243L4

���
����� ���� ���	��0� �������0� ciG ��	�����	��H�0� ������<

��� N242DLG ��������� ���
�����0 .�����K$�������4 )��� ��������	<

���� �������	� ���	�	� �������� Nc1 = 0LG ��
	 �	����	� Ncs = 1LG ��
	

� �	 � ����	� Nc1 = 0 � cs = 1LG �	 �	����0 ������ ��������� ���
��<

�� .�����7 ���	� � ����	� ���
���� ���	 � ���
����� $	
���	G ���	���

������� �	�	��J �		����������	 ��	�����	��� ��������0

Ss−1

Sτ s−1 [τ
s(τ − 1)s−1] = 0,

Ss−1

Sτ s−1 [τ
s−1(τ − 1)s] = 0,



3

Ss−2

Sτ s−2 [τ
s−1(τ − 1)s−1] = 0.

#����	 ��
	� �	��	����	���� 0��	�G �	���	����� �� 	��	0 �� I��J

���
�����G 
���� �0��� �	��	� ���� 2s7 ���	��� ������� ���	 ����

0��	� �	���� p = 2s − 1G � ���	��� ������� $	
���	 C p = 2s − 24

���	��G 	��	������ �� ����0	������J ���
����JG �������� �H� 0��	<

��0� .�����4

24D #��������� �	�����	� �	��	��� � ���	���0 ��
	�� ����� ����

/��������� ����	� ���� ��������	���� � �	��	����	��	0 0��	�� ��<

�	����� ��� ��G ��� � � 0��	�� R���J���� PDQ4

9���� ‖e‖tol C ������� �	��	���4 9	���
��0G ��	
� �� ����	0 ���<

���H�0 ���� � ���	������	0 �	���	0�����	0 ������������� ������<

�	�	 ������ �	J������� �������� �������	 �����G ����� ‖e‖tolG PDQ

h

s
‖as‖(= ‖e‖cal) = ‖e‖tol. N2421L

,	��� ����� ������H��	 ���� h̄ 	��������� �	 �	�0���G ����	 ���	��<

���0	� � 0��	��J �����K-����7

h̄ = hr = h

(‖e‖tol

‖e‖cal

)1/s

= h

(
s

h

‖e‖tol

‖as‖
)1/s

, N2425L

��� ���������� ����	��� ‖as‖ 	��������� �	 �	�0���

as =
s∑

j=1

kj

∏s

m=1
m �=j

1

cj − cm
. N242AL

#������	G ��� ���
����J .����� ���	����	� ���	� 	����� �	��	�� � �	0G

��	 ��� �	 ��� ��
������ ���������� ��� �� ������ �	���� s −
1G �	I�	0�G �		
H� �	�	�G 	�� �� 	
���������� �	J������� ���
��0	�

�	�����	� �	��	���4

+	 ��
������ �����	0 
	����J N� 0���JL �	������J 	��
	�G �� r

������� ���	���� 	����������

rs < σ. N2428L
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*� �	�	 ��	
� �	J����0� �������� h‖as‖/s �� ������H�0 ���� 
���
	��������� � �������J 	��	�	 �	����G �������� σ �	���	 
��� ����	√

104 R�	 ������� �� �	�	 �����G ��	 PDQ

h‖as‖ ∼ rs.

+��	������ 	
	�J ���������� ��	������ ���� � ������ �������<

�	���� ��� ��
	�� �����	�	�	 ����7 ���� N2428L �� ���	�����G �	

��������	����� �	��	���� � �	��0 ���	0 h̄ = hr � ��� �����G �	��

�� ���	����� ���	��� N2428L4 #
���	 �� �	������ �����	�	�	 ����

���
���� �� 
	��� D ��������4 + ���������0 �� 	��������� r ��	��<

���� �	���	 ����	� ����������	7 ���� ����������	 �� ���	�����G �	

r �����0��� �������� ����	�	 �������4

�������	� ���
������� �����	�	�	 ���� �	������� �� 	�����G �	<

�	
�	� N2425LG �� s = 2 P1Q7

h̄ =

√
2h‖e‖tol

‖k2 − k1‖, k1 = f(t0,x0), k2 = f(t0 + h,x0 + hk1), N2423L

��� h C 0��� ��������4 )��� h ����	���	 0���G ��	 � �	0�������	�

����0����� k1 = k2G 	�� ������������ � 2? ���G � 	����� �	��	����

��	��4



22

6 9 � �),�& "  $.#�",� -#$$#- !"#��#.#

"�,).� ,#� 

-	��	����	���� ��������	� 
�� ������� �� ���	���0�����	0 ����

�	����� 3? �� �	0�������	� ����0����� � ��	��	� �	��	����4 :�<

�	�	�	� ��	������ ��������	�� �0��� ���

����������	�
�������������������	�	���4

#����0 �J	���� � ��J	���� ����0���� ��������	��G �	0��� �J �	<

	����������	 �������0� I � O7 �I
O C ����������0�� ����0�����M ��I �

�	I C �������	� � �	����	� ������� ��������0	� ����0���	� �		����<

������	M 
I
O C �������� �����	�	�	 ���� ��������	����M ���

I C �����<

��� ‖e‖tol �� ��
	�� ����0���	�	 ����M ��I C ����	 ���������M ��I C

����	 �	��	�����G ��� I�	0 p = 2��M ��I C ����	 �������� �� ����M

���O C ����	 ���	������J ���	�M �	O C ����	 	
��H���� � ��	������

�����J ������M 	��I C �������� ��	������ �����J ������ f 4

9�	���00�	 	��	���	��� ������ �	��	����	���� 0��	� �����<

-���� ���������� �	 ������	� �� ����J 0��	�	� ���	���0�����	�

�J�0�4

24 :������ ����������0�� ����0����� �M ��������� �� � �	������

�	 0	0���� ���0���M �������� �����	�	�	 ���� ��������	����

����M �	������ �	��	��� ‖e‖tol �� ��
	�� ����0���	�	 ����M ���<

�	 ��������� ��M ����	 �	��	����� N���	� ���
���� $�������L

��G ��� I�	0 �	��	� ��������	���� 
���� p = 2��M ����	 �����<

��� �� ���� �� �� ������ �����0� ���������J ��������� N245L

	��	�������	 yi4

64 "�������������� ���
��0�� �� ��������	���� �	I�������<

��7 aij � bj N24ALM ���	��� ������� ciM ��������	� �������� s
√

σ ��

0�	����� r N2428LM ���� ���� � ������0	��� 	� ���������� ����<

����	����M ��	���� �	������� ����0���� �	 ��������0 �	��	7

���	����G �	�	�� ��������� � �������� �������� �	����	�	 ��<

�� ��������	����4

@4 )��� ��������	����� ���	����� � ����0� ����0���	�	 ����G �	

��
������ ����� �����	�	�	 ���� ��������	���� � �		���������
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� �������0	� �	�����	� �	��	���� ��� �� 0��	�� ��	�	�	 �	����

N�� = 1L �	 �	�0��� N2423L4

D4 9	����	�������	 �� �����0� �		��	����� N245L 	��������� �	�<

�	����	���� ������ yi �� ����G � ����	�	 �	 �	������� Ni =

1, . . . , ��LG � �		���������H�� �0 ������ ����� �������������<

��J ��������� ki4 R��� D ���	����� ��� ���G �����0 �� ����	0

���� ���� ��� N���� > ���L4 9���0��� ���� ������� ������ ����<

����	��4

14 #��������� �	������ �	��	��� �� ���� ‖e‖cal �	 �	�0��� N2421L4

54 #��������� 0�	������ r �� ������H��	 ���� ��������	����

N2425L4 )��� ‖e‖cal = 0 ��� ����������	 N2428L �� ���	�����G �	 r

�����0��� �������� s
√

σ4

A4 �	�0������ ������� x1 �� �	��� ���� ��������	���� N245LM ��<

����� ������H�� �������� ����0���	� t � ����� ���� h4

84 )��� �0��� 0���	 ������� �	�������	 ����7 ��������G �������<

������� ��	���� ������������4

34 )��� �	������ 0	0��� �	 ��������� ��������	���� 	��������<

� ������ ������H��	 ����G ����� �	�	�G ���	����� �������<

���	 (t + h − �	)(�	 − t) ≥ 0G �	 �����0 ������� �	����	�	 ����

��������4 :���0 ��
����0 ����� ���� ���G ��	
� �� �	������0

���� �	��	 ����� �� �	������ 0	0��� ��������� ��������	����G

�4�4 h = �	− t4

2?4 R������	�����0 ������� �����J ������ ������H��	 ���� �	 �	�<

0��� N242?L �� 	��������� ��������J ���
������� �������	�<

�	�	 ��	����� �� I���� D4

224 +	����H��0� � I���� D4
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E�	
� ������	���� I��������	��� �	��	����	��	�	 ��������	�� � ��<

����� ����� ��
���	� 0�J�����G 0� ��	���� �� I������0���	�4 "���<

����	� ������	���� ���0��������	 � ���������������0 ��������0

����	�	 �	���� 
�����0���	� ��	��	� ������ ���J ���G 	�������H��

I������������ 	�
��� N	��	�	 ���� 	��	�������	 ����	�	 ���������	�	L

� I�������������	0 eM �������	� 
	���	� �	��	��� a = 1M � ����0���	0

���������� ω = 07
Sx
S�

= ẋ,
Sẋ
S�

= − x

|x|3
� ��������0� ���	��0�

x1 = 1 − e, x2 = 0, ẋ1 = 0, ẋ2 =
√

(1 + e)/(1 − e).

+ �������� �	��������� I��������	��� ����0���������� �	��	��� � 
���<

�	��������4 ,	��	��� ��������	���� |Δx| 	���������� ����0 ��������
�	�����0�J ��������J ���������	� � ������������0 �������0 ������

���J ���G �	��� ��� 
����	�������� C �	 �	�������� 	
��H���� �	 �

��	������ �����J ������ ��������� 	��4

9	��	���� �	��	����	���� ������� �����J ������ ki ��J	��� ��

������ �����0� N245L �������	���0 ��	�	
	0G ��	
J	��0	 
��	 ��<

�����G ���	� ����	 �������� ����� 	���0�����0 � �	��� �����

	��	���� �	��	���K
����	��������4 �� �	������ J������������� I�<

�������	��� �� ��������	�� �	��0	�	 �	���� N�� = s = 4L � ��� = 2K6

���0��������	 � 0	�����	����� ����	�	� 	�
��� Ne = 0L �� ����� 	
	<

�	��J N�04 ���4 @42L4 T������������� ���	����� �	 ����������0 �������<

�	���� ��� �����J �������J ��� = ‖e‖tol4 ,���0 	
���	0G 	�� �	��<

������ ������0	��� �������� ���������	�G �	����������	 �������0	�	

�	��	���� ��������	����G 	� ����	�0�	��� ������������	�	 ��	�����4

"� ���4 @42 ����	G ��	 �	����	��	 ���	�� I��������	��� 0��	��

�0��� 0���	 ��� DK5 ��������4 ,�0 �� 0����G �� ���������J �������<

��� � �������� 	���0����	�	 0� ������ ��� = 5G ���0	�� �� �	G ��	

��� ��� = 6 I��������	��� �	��	����	��	�	 0��	�� ���� ����4

:�0���0 �����G ��	 ��
	� J������������� I��������	��� �	��	���K


����	�������� ��	�������	 ������� =�	����>4 #�	 ������0 	
���	0

	
���	����	 ������0 	��
	� 	��������G �	��� 0��	������� �	��	���
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�����	� @42 C T������������� �	��	���K
����	�������� �� 0��	�� �	<

���� p = 8 Ns = 4L � ������0	��� 	� ����� �������� � �������	0 ����<

��� �����0� ��������� N245L Ne = 0M Δt = 10 	
	�	�	�L

��� 0���J h � �		����������	 
	����J �	 ����	���� ���� �������<

�����	�G � �	��� �����������H� �	��	��� ��������	���� 	��������<

� �0���	 �������������0� 	��
��0�G �	�	��� ���������	 ���������<

��� � ����������0 	
U�0	� ���������4 9	I�	0� � �	���������0 �	 �	

=�	����> �	��	��� ������� �	�������G �	��� ��� �	��� ������4 )��� 
�

�������������� 	��
�� 	�������	����G �	 J������������� � �	�����<

0������J �����J ����������� �	
	� ��0��G ��	 	������� ������0	���

|Δx| ∝ hp ∝ �	−p4

�� ���4 @46 �	������ ������0	��� I��������	��� �	��	����	��	�	

0��	�� 	� ��	 �	���� p = 2s = 2��4 "� ������� ����	G ��	 I�������<

�	���G ��� � 	�����	��G �	������� � ����������0 �	���� 0��	��4 9��

	�����	�	0 	
U�0� ���������� ���	��� �	��	� 	
���������� �����<

�����	 ������ �	��	���G ������ ������ �	��	� ���G ��	 �	 �� ��0	�G

	�����	�� �	��	��� 0��	�	0 ���	�	�	 �	���� �	�������� ��H������<

�	G � �0���	 � ����G 
������G ������ 0��	�	0 ����	�	 �	����4

R��������	��� ���������0	�	 �	��	����	��	�	 ��������	�� ����<

�������� � I��������	���� ��������	�� .�����KR���J���� PDQG �	�	���

����� ����� �	��	����	���0 P1Q � ���	�	 ���	������� � ��
���	�

0�J����� �� �������	�	 ��������	���� 	�
��4 ,�����	����� ���	��<
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�����	� @46 C T������������� �	��	���K
����	�������� � ������0	���

	� �	���� 0��	�� Ne = 0M Δt = 10 	
	�	�	�L

�	�� �� ���0��� �����	I��������	� ������G ��� 	�
��� ����� �������<

�	������ �� ����� 	
	�	��J ��������	��0� 8<�	 �	���� Np = 8L4 9��

I�	0 � ��������	�� ���	���	���	�� ���
����� $������� Ns = 4LG �	���

��� � ��������	�� .�����KR���J���� C ���
����� $	
���	 Ns = 5L4 T�<

������������ �	��	���K
����	�������� �� ��������	�	� ��������� ��

���4 @4@4

T������������� �	��������G ��	 �	��	����	���� ��������	� ���

���J �������J N��� = 2L ��0���	 0���� I���������G ������ ��������	�

.�����KR���J����4 �� ������ �����G I�	 0	��� �	������� �������0G

���� ������ �0��� 0����� ����	 I���	� sG ������ ��	�	�G �����0 ���

	��	0 � �	0 �� �	����4 9	I�	0�G �����	�� 
�G �	��	����	���� 0��	�

�	���� ��
	���� 
������4 #����	 �����	�� 	
U����� 	���� ��	��	7

��� ���	 � I������	����4 ��������� ���
������ �� �������	��	<

�	 ��	����� � 	
	�J ��������	��J 	��������� �� 	��	�� ������	�<

��� �����J ������ ��������� N241L ����H��	 ���� � �	������H�� �J

I������	����� N242?L �� �	��� ���4 #����	 �	��	��� ������	���� ��

���
����� � ���� ����0� ����G ������ � ������0G �	I�	0� �		����<

������	 ��������� ���
������ �� �������	��	�	 ��	����� � �������<

�	�� .�����KR���J���� 	��������� ����� �G ����	�������	G �������<

	���� ��	���� �J	���� 
������4 R�	 	
U������ �	���������� ������
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�����	� @4@ C T������������� �	��	���K
����	�������� �� �	��	<

����	��	�	 ��������	�� �� ���
����� $������� N234L � ��������	��

.�����KR���J���� �� ���
����� $	
���	 N256L Ne = 0.9M Δt = 10 	
	�	<

�	�L

J�������������G �	�������� ��� ��� �������J N��� = 5L4 #�� �	���

�	�������4 *� ��������	�� .�����KR���J���� ��� �������� ��
��	�<

��G � �	������� J������������� 	��������� ���	����������	 	��
<

��0� 0��	�� ��������	����G � �� 	��
��0� �������	��	 ��	���0�J

���
������� �� �����J ������ ���������4 + �	 �� ���0 �	��	����<

	��	0� ��������	�� I�� ��� �������� ��� ��� ��	
J	��0�G � ��0 ��	
�

��	 I��������	��� ����� �	�	�����0	� � I��������	���� ��������	��

.�����KR���J����4

*���� 0� ������	���� �	��	�7 ����	���	 ����������	 I������	�<

��G ���	�����0� �� �	������ ��������J ���
������� � �������<

	��	0 ������� �����0� N245LG �	������ I��������	��� �������	�	 ��<

������	����V 9������������� �� ���4 @4D J������������� �	��	���K


����	�������� ���������� �	�	�� 	 �	0G ��	 I������	��� N78L �<

���� �����0 I���	0 � �������	0 ��������	�����4 )��� 	�������� 	�

I������	���� � �� ������H�0 ���� � �������� ��������J ���
����<

��� �����0��� �	�������� �� ����H�0 ���� �	��	����	���� �������

�����J ������ ��������� N7LG �	 I�	 0	��� �	������ 
����	�������� ��<

����������	�	 ��	����� � 6KD ����4 )��� �� � �������	0 �������	��	0
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