
МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ И НАУКИ РФ 
НАЦИОНАЛЬНЫЙ ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИЙ 

ТОМСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ 
 
 
 
 
 
 

В.А. Авдюшев 
 
 
 

ЧИСЛЕННОЕ  
МОДЕЛИРОВАНИЕ  

ОРБИТ НЕБЕСНЫХ ТЕЛ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Томск 
Издательский Дом Томского государственного университета 

2015 



УДК 521 
ББК 22.62 
          А186 
 
 Авдюшев В.А.  
А186  Численное моделирование орбит небесных тел. — 
 Томск : Издательский Дом Томского государствен- 

ного университета, 2015. – 336 с. 
 

ISBN 978-5-94621-519-0 
 

В монографии представлен вычислительно-математический 
инструментарий, предназначенный для численного моделиро-
вания орбит небесных тел. Рассматриваются широко используе-
мые на практике численные методы для решения прямой и об-
ратной задач орбитальной динамики. Исследуется их эффектив-
ность применительно к численному моделированию орбит ма-
лых тел Солнечной системы. 

Для специалистов в области небесной механики, а также сту-
дентов и аспирантов астрономических специальностей. 

 

УДК 521 
ББК 22.62 

 
Р е ц е н з е н т  

доктор физ.-мат. наук, проф. Т.В. Бордовицына 
 
 
 
 

 
 
 
ISBN 978-5-94621-519-0  © Авдюшев В.А., 2015 
 © Томский государственный университет, 2015 



ÎÃËÀÂËÅÍÈÅ

ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ 8

ÑÏÈÑÎÊ ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈÉ 13

1. ×ÈÑËÅÍÍÀß ÌÎÄÅËÜ ÎÐÁÈÒÛ 15
1.1. Òåðìèíîëîãèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.2. Îøèáêè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ . . . . . . . . . . 19
1.3. Áûñòðîäåéñòâèå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ . . . . . 22
1.4. Ýôôåêòèâíîñòü ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ . . . . . 23

2. ÌÎÄÅËÈ ÑÈË 25
2.1. Ãðàâèòàöèÿ ïðîòÿæåííîãî òåëà . . . . . . . . . . . . 26
2.2. Ãðàâèòàöèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè . . . . . . . . . . . 29
2.3. Ðàäèàöèîííûå ñèëû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.4. Ðåàêòèâíûå ñèëû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.5. Àòìîñôåðíîå òîðìîæåíèå . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.6. Ðåëÿòèâèñòñêèå âîçìóùåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . 34
2.7. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñèëîâûõ ôàêòîðîâ . . . . . . 35

3. ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÎÐÁÈÒ 38
3.1. Ëèíåéíûå è ðåãóëÿðíûå óðàâíåíèÿ . . . . . . . . . . 39

3.1.1. Óðàâíåíèÿ â SB-ïåðåìåííûõ . . . . . . . . . . 43
3.1.2. Óðàâíåíèÿ â KS-ïåðåìåííûõ . . . . . . . . . . 44

3.2. Ñãëàæåííûå óðàâíåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.3. Ñòàáèëèçèðîâàííûå óðàâíåíèÿ . . . . . . . . . . . . 53

3.3.1. Íåóñòîé÷èâîñòü êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ . . 57
3.3.2. Äèññèïàòèâíàÿ ñòàáèëèçàöèÿ Áàóìãàðòå . . . 59
3.3.3. Êîíñåðâàòèâíàÿ ñòàáèëèçàöèÿ Áàóìãàðòå . . 64
3.3.4. Ñòàáèëèçàöèÿ ïî âðåìåíè . . . . . . . . . . . 65
3.3.5. Ñòàáèëèçàöèÿ Íàêîçè . . . . . . . . . . . . . . 66



4 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå îðáèò íåáåñíûõ òåë

3.4. Óðàâíåíèÿ â îðáèòàëüíûõ ýëåìåíòàõ . . . . . . . . . 66
3.4.1. Óðàâíåíèÿ Ðîÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
3.4.2. Óðàâíåíèÿ â SB-ýëåìåíòàõ . . . . . . . . . . . 69
3.4.3. Óðàâíåíèÿ â KS-ýëåìåíòàõ . . . . . . . . . . . 69
3.4.4. Óðàâíåíèÿ â ýëåìåíòàõ Ïàéíñà . . . . . . . . 70

3.5. Óðàâíåíèÿ Ýíêå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
3.5.1. Êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýíêå . . . . . . . . . 73
3.5.2. Óðàâíåíèÿ Ýíêå â KS-ïåðåìåííûõ . . . . . . 75
3.5.3. Óëó÷øåíèå îïîðíîé îðáèòû . . . . . . . . . . 76

3.6. Ãðàâèöåíòðè÷åñêèå ñèñòåìû êîîðäèíàò
è óðàâíåíèÿ ñèíõðîííîãî ñëåæåíèÿ . . . . . . . . . . 79
3.6.1. Îøèáêè îêðóãëåíèÿ â êåïëåðîâñêèõ ÷ëåíàõ.

Çàäà÷à äâóõ òåë . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
3.6.2. Îãðàíè÷åííàÿ çàäà÷à òðåõ òåë . . . . . . . . 84
3.6.3. Âðåìåíí�ûå îøèáêè . . . . . . . . . . . . . . . 87
3.6.4. Ìåòîä ñèíõðîííîãî ñëåæåíèÿ . . . . . . . . . 91
3.6.5. Ýôôåêòèâíîñòü ãðàâèöåíòðè÷åñêèõ

êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì . . . . . . . . . . . . . . 93
3.6.6. Âëèÿíèå îøèáîê â ïîëîæåíèè ïëàíåòû íà

òî÷íîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ àñòåðîèäíîé îðáèòû 97
3.7. Ïðîáëåìà êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé

è óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . 100
3.8. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè óðàâíåíèé . 110

3.8.1. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò . . . . . . . . . . . . 110
3.8.2. Âûáðàííûå îáúåêòû . . . . . . . . . . . . . . 113
3.8.3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû . . . . . . . . . . . . . 115

4. ÌÅÒÎÄÛ ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈß 124
4.1. Òåðìèíîëîãèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
4.2. Ìåòîä ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà . . . . . . . . . . . 127
4.3. Ìåòîäû Ðóíãå�Êóòòû . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

4.3.1. ßâíûå ìåòîäû Ðóíãå�Êóòòû . . . . . . . . . . 130
4.3.2. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè è âûáîð øàãà . . . . . . 134
4.3.3. Âëîæåííûå ìåòîäû Ðóíãå�Êóòòû . . . . . . . 142
4.3.4. Íåÿâíûå ìåòîäû Ðóíãå�Êóòòû . . . . . . . . 144



Îãëàâëåíèå 5

4.3.5. Êîëëîêàöèîííûå ìåòîäû . . . . . . . . . . . . 146
4.3.6. Ìåòîäû Ãàóññà . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
4.3.7. Èíòåãðàòîð Ýâåðõàðòà . . . . . . . . . . . . . 152
4.3.8. Ïîðÿäîê è øàã èíòåãðèðîâàíèÿ

ïðè êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà . . . . 161
4.3.9. Îðáèòàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ìåòîäîâ

Ðóíãå�Êóòòû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
4.4. Ýêñòðàïîëÿöèîííûå ìåòîäû . . . . . . . . . . . . . . 166

4.4.1. Îáùèé ïîäõîä . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166
4.4.2. Àëãîðèòì Ýéòêåíà�Íåâèëëà . . . . . . . . . . 168
4.4.3. Ìåòîä Ãðýããà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
4.4.4. Âûáîð øàãà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

4.5. Ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû . . . . . . . . . . . . . . . . . 170
4.5.1. Ìåòîäû Àäàìñà . . . . . . . . . . . . . . . . . 171
4.5.2. Ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ . . . . . . . . 173
4.5.3. Ïðåäèêòîð�êîððåêòîð . . . . . . . . . . . . . 174
4.5.4. Ëèíåéíûå ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû . . . . . . . 175
4.5.5. Ïîðÿäîê ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ . . . . . . . 176
4.5.6. Óñòîé÷èâîñòü ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ . . . . . 178
4.5.7. Íàèâûñøèé äîñòèæèìûé ïîðÿäîê

äëÿ óñòîé÷èâûõ ìåòîäîâ . . . . . . . . . . . . 179
4.5.8. Ïðàêòè÷åñêàÿ îöåíêà ëîêàëüíîé ïîãðåøíîñòè 180
4.5.9. Âûáîð øàãà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180
4.5.10. Ïîðÿäîê è øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè

êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ Àäàìñà . 183
4.6. Ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû . . . . . . . . . . . . . . . . . 185

4.6.1. Óðàâíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà . . . 185
4.6.2. Ìåòîäû Ýéëåðà . . . . . . . . . . . . . . . . . 186
4.6.3. Ïðîåêöèîííûé ìåòîä . . . . . . . . . . . . . . 189
4.6.4. Ñèìïëåêòè÷åñêèå è ñèììåòðè÷íûå ìåòîäû . 191

4.7. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ . . 203
4.7.1. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò . . . . . . . . . . . . 204
4.7.2. Âûáðàííûå ìåòîäû . . . . . . . . . . . . . . . 205
4.7.3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû . . . . . . . . . . . . . 206



6 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå îðáèò íåáåñíûõ òåë

5. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÎÐÁÈÒ ÈÇ ÍÀÁËÞÄÅÍÈÉ 213
5.1. Îáðàòíàÿ çàäà÷à îðáèòàëüíîé äèíàìèêè . . . . . . . 213
5.2. Ìîäåëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ íàáëþäåíèé . . . . . . . . 216
5.3. Ïðåäâàðèòåëüíîå îïðåäåëåíèå îðáèòû . . . . . . . . 217
5.4. Èçîõðîííûå ïðîèçâîäíûå . . . . . . . . . . . . . . . . 220
5.5. Ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è . . . . . . . . . . 223

5.5.1. Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà . . . . . . . . . . 224
5.5.2. Ìåòîä Íüþòîíà . . . . . . . . . . . . . . . . . 224
5.5.3. Ìåòîä Ãàóññà�Íüþòîíà . . . . . . . . . . . . . 225
5.5.4. Äåìïôèðîâàííûé ìåòîä Ãàóññà�Íüþòîíà . . 226
5.5.5. Ìåòîä Ëåâåíáåðãà�Ìàðêâàðäòà . . . . . . . . 226
5.5.6. Îâðàæíûå ìåòîäû . . . . . . . . . . . . . . . . 227

5.6. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ . . 232
5.7. Ïðîáëåìà íåîäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ îðáèò . . . . 237

5.7.1. Íàáëþäåíèÿ íà äëèòåëüíîì âðåìåííîì
èíòåðâàëå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238

5.7.2. Íàáëþäåíèÿ íà êîðîòêîé îðáèòàëüíîé äóãå . 253

6. ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ 258
6.1. Çàäà÷à íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, åå ãåîìåòðèÿ

è äîâåðèòåëüíîå îöåíèâàíèå . . . . . . . . . . . . . . 259
6.2. Ìîäåëèðîâàíèå äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè . . . . . . . . 264
6.3. Ìîäåëèðîâàíèå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ . 267

6.3.1. Ëèíåéíûå ìåòîäû . . . . . . . . . . . . . . . . 267
6.3.2. Íåëèíåéíûå ìåòîäû . . . . . . . . . . . . . . . 269

6.4. Âçâåøåííàÿ çàäà÷à íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ . . . . . 272
6.5. Áóòñòðýï-ìåòîä . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274
6.6. Ïîêàçàòåëè íåëèíåéíîñòè . . . . . . . . . . . . . . . 276
6.7. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ . . 278

7. ËÈÍÅÀÐÈÇÀÖÈß ÎÐÁÈÒÀËÜÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ 294
7.1. Âðåìåíí�îé ïåðåíîñ äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè . . . . . 295
7.2. Âû÷èñëåíèå ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé . . . . . . . . 296
7.3. Îöåíèâàíèå âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ îáúåêòà

â ìàëûé îáúåì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 298



Îãëàâëåíèå 7

7.4. Îöåíèâàíèå âåðîÿòíîñòè ñòîëêíîâåíèÿ
àñòåðîèäà ñ ïëàíåòîé . . . . . . . . . . . . . . . . . . 300

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 303

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 314

ÏÐÅÄÌÅÒÍÛÉ ÓÊÀÇÀÒÅËÜ 328



×èñëà ïîêàçûâàþò, êàê óïðàâëÿåòñÿ ìèð.
È. Ãåòå

Èñïîëüçóéòå òîëüêî òî, ÷òî ðàáîòàåò.
Áðþñ Ëè

ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì ñðåäñòâîì äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ îðáèò íåáåñíûõ òåë. Îíî ñòàëî óæå ïî÷òè òðàäèöèîííûì
â ñîâðåìåííîé ïðàêòèêå. Çíà÷åíèå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îð-
áèò òðóäíî ïåðåîöåíèòü, ïîñêîëüêó åãî ïðèëîæåíèå î÷åíü øèðîêî.
Îðáèòû â êîìïüþòåðíîé ìèíèàòþðå ïîçâîëÿþò ïðîãíîçèðîâàòü
äâèæåíèå íåáåñíûõ òåë â áóäóùåì è âûÿâëÿòü îáñòîÿòåëüñòâà èõ
ïðîèñõîæäåíèÿ â ïðîøëîì, ïðîåêòèðîâàòü êîñìè÷åñêèå ìèññèè
è îöåíèâàòü âåðîÿòíîñòè ñòîëêíîâåíèÿ àñòåðîèäîâ ñ ïëàíåòàìè,
ïðåäñêàçûâàòü ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ çàòìåííûå ÿâëåíèÿ è îïðå-
äåëÿòü ìåñòîïîëîæåíèÿ íàçåìíûõ îáúåêòîâ ïî íàâèãàöèîííûì
ñïóòíèêîâûì ñèñòåìàì. Ïðè÷åì ýòè âîçìîæíîñòè îòêðûâàþòñÿ
ôàêòè÷åñêè äëÿ êàæäîãî, ó êîãî ïðîñòî åñòü êîìïüþòåð, íåâàæ-
íî, ñóïåð îí èëè íåò1. Ñòðàñòíî æàæäóùåìó ìàêðîêîñìè÷åñêèõ
èññëåäîâàíèé â ìèêðîêîñìîñå öèôð îñòàåòñÿ òîëüêî îñâîèòü ñî-
îòâåòñòâóþùèé âû÷èñëèòåëüíî-ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòðóìåíòàðèé
è íàó÷èòüñÿ èì ïîëüçîâàòüñÿ íà ïðàêòèêå. Òàê âîò, äàííàÿ ìîíî-
ãðàôèÿ êàê ðàç è ïðåäñòàâëÿåò ýòîò èíñòðóìåíòàðèé.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî òðàêòàò ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòà-
òîì çíà÷èòåëüíîé ïåðåðàáîòêè ïðåäûäóùåé ìîíîãðàôèè àâòîðà
(Àâäþøåâ, 2010a). Äî íåå ïîñëåäíÿÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ðàáîòà íà
òó æå òåìó (Áîðäîâèöûíà, 1984) âûøëà â ñâåò åùå â ïðîøëîì
âåêå, â íà÷àëå âîñüìèäåñÿòûõ, ïî÷òè ÷åòâåðòü âåêà íàçàä. Ê ñëî-
âó, îíà äî ñèõ ïîð ïîëüçóåòñÿ áîëüøèì ñïðîñîì ñðåäè ñïåöèà-

1Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè âïîëíå ïðèëè÷íûé êîìïüþòåð óæå íå ðîñêîøü.
Êñòàòè, ïî÷òè âñå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â ìîíîãðàôèè, áû-
ëè ïîëó÷åíû íà ìàëîáþäæåòíîì íîóòáóêå. Ìåæäó òåì, ÷òî êàñàåòñÿ ïðî-
ãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, òî ñðåäè íåîáõîäèìûõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèëîæå-
íèé ñåé÷àñ äîñòàòî÷íî ìíîãî áåñïëàòíûõ.
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ëèñòîâ. Âïîñëåäñòâèè âñå æå ïðåäïðèíèìàëàñü ïîïûòêà ïåðåèç-
äàòü îñíîâíóþ åå ÷àñòü â ðàìêàõ ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ (Áîðäîâèöû-
íà, Àâäþøåâ, 2007). Îäíàêî ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòåðèàë îòíîñè-
òåëüíî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íå áûë ïîäâåðãíóò ñåðüåçíîé
ðåäàêöèè è, êðîìå òîãî, â ïðèêëàäíîì ïëàíå îãðàíè÷èâàëñÿ òîëü-
êî ðàññìàòðèâàåìûìè â ïîñîáèè ïðÿìûìè çàäà÷àìè îðáèòàëüíîé
äèíàìèêè èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè. Ñîáñòâåííî, ýòè îá-
ñòîÿòåëüñòâà è ïîáóäèëè àâòîðà íàïèñàòü ñâîå ïðåäøåñòâóþùåå
ïðîèçâåäåíèå (Àâäþøåâ, 2010a).

Íàñòîÿùàÿ ìîíîãðàôèÿ, êàê è ïðåäûäóùàÿ, íå ïðåòåíäóåò íà
âñåîáúåìëþùèé îáçîð òðåáóåìîãî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìàòåìàòè-
÷åñêîãî àïïàðàòà. Òåì íå ìåíåå, ïî ìíåíèþ àâòîðà, èçëîæåííîãî
ìàòåðèàëà çäåñü âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ îñâîåíèÿ, ïî êðàéíåé ìå-
ðå, îñíîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îðáèò. Â ëþáîì ñëó÷àå ïðè
íåîáõîäèìîñòè â ïîëó÷åíèè áîëåå äåòàëüíîé èíôîðìàöèè ÷èòà-
òåëü ìîæåò îáðàòèòüñÿ ê öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðå, ïðèâåäåííîé â
êîíöå ìîíîãðàôèè.

Îáðàçíî ãîâîðÿ, ëþáàÿ ÷èñëåííàÿ ìîäåëü äîëæíà áûòü ñòîëü
æå ýôôåêòèâíîé, ñêîëü ýôôåêòíà è ãðàöèîçíà òîï-ìîäåëü íà ïî-
äèóìå: èíûå ìîäåëè ïðîñòî íå âîñòðåáîâàíû íè â íàóêå, íè â ìî-
äåëüíîì øîó-áèçíåñå. Ïîýòîìó àâòîð ïðåäïî÷åë ïðåäñòàâèòü â èç-
ëîæåíèè èìåííî òîò ¾êîíöåíòðàò¿, êîòîðûé äåéñòâèòåëüíî ðàáî-
òàåò ýôôåêòèâíî ñ òî÷êè çðåíèÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è óæå
îäîáðåí øèðîêèì êðóãîì ñïåöèàëèñòîâ.

Êîíå÷íî, âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü íàâåðíÿêà çàìåòèò îñîáûå
ïðåäïî÷òåíèÿ àâòîðà ê çàäà÷àì äèíàìèêè òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòå-
ìû, ÷òî âîâñå íå óäèâèòåëüíî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî áîëüøàÿ ÷àñòü åãî
ðàáîò áûëà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ýòîé òåìàòèêè. Âïðî÷åì, èçëà-
ãàåìûé èíñòðóìåíòàðèé âïîëíå ìîæåò áûòü ïðèìåíåí òàêæå è ê
ðåøåíèþ èíûõ çàäà÷ äèíàìè÷åñêîé àñòðîíîìèè, íàïðèìåð çâåçä-
íîé èëè ãàëàêòè÷åñêîé äèíàìèêè (Aarseth, 2003; Îðëîâ, Ðóáèíîâ,
2008), êîòîðûå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ â ìîíîãðàôèè.

Áåçóñëîâíî, äëÿ àäåêâàòíîãî âîñïðèÿòèÿ ìàòåðèàëà îò ÷èòà-
òåëÿ òðåáóåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ïîäãîòîâêà, êîòîðóþ, âïðî÷åì, ìîæ-
íî ïîëó÷èòü çà ãîñóäàðñòâåííûé ñ÷åò â âóçå ïî ïðîøåñòâèè äâóõ
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îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ êóðñîâ íà êàêîì-ëèáî åñòåñòâåííîíàó÷íîì
ôàêóëüòåòå, íå èãíîðèðóþùåì, ïðàâäà, àñòðîíîìè÷åñêèå äèñöè-
ïëèíû, ëèáî âûðàáîòàòü ñàìîñòîÿòåëüíî, ïðîøòóäèðîâàâ, ïî ìåíü-
øåé ìåðå, íåñêîëüêî ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàáîò ïî íåáåñíîé ìåõà-
íèêå è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå.

Ñîäåðæàòåëüíàÿ ÷àñòü êíèãè ñîñòîèò èç ñåìè ãëàâ. Ïåðâàÿ
ãëàâà ââîäíàÿ è ïîýòîìó çàíèìàåò âñåãî íåñêîëüêî ñòðàíèö. Â íåé
äàåòñÿ îáùåå îïðåäåëåíèå ÷èñëåííîé ìîäåëè îðáèòàëüíîãî äâèæå-
íèÿ, à òàêæå îáÿçàòåëüíûå àòðèáóòû è õàðàêòåðèñòèêè ýôôåêòèâ-
íîñòè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Âî âòîðîé ãëàâå îïèñûâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè îñíîâ-
íûõ ñèë, îáóñëîâëèâàþùèõ îðáèòàëüíîå äâèæåíèå. Ýòî � ãðàâè-
òàöèîííûå ñèëû ïðîòÿæåííîãî òåëà è ìàòåðèàëüíîé òî÷êè; ðàäè-
àöèîííûå è ðåàêòèâíûå ñèëû, âûçâàííûå ñîëíå÷íûì ñâåòîì; ñèëû
àòìîñôåðíîãî òîðìîæåíèÿ, à òàêæå íåêîòîðûå âîçìóùàþùèå ñè-
ëû îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè â ïîñòíüþòîíîâñêîì ïðèáëèæå-
íèè. Íà ïðèìåðå âíóòðåííåãî ñïóòíèêà Þïèòåðà, Àìàëüòåè, ïðî-
âîäèòñÿ àíàëèç ñòðóêòóðû îñíîâíûõ ñèëîâûõ ôàêòîðîâ â ñïóòíè-
êîâîì äâèæåíèè.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà òåîðåòè÷åñêîìó è ïðàêòè÷åñêîìó èñ-
ñëåäîâàíèþ îãðîìíîãî àðñåíàëà ðàçëè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè îðáèòàëüíî-
ãî äâèæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå è ðåãóëÿð-
íûå óðàâíåíèÿ; óðàâíåíèÿ Ýíêå è Ëàãðàíæà; ñòàáèëèçèðîâàííûå
óðàâíåíèÿ Áàóìãàðòà è ò.ä. Â ãëàâå òàêæå äàåòñÿ îáîñíîâàíèå
èõ ïðèìåíåíèÿ ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷ íåáåñíîé ìåõàíè-
êè. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè óðàâíåíèé
îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ÷èñëåííîìó ìîäåëèðî-
âàíèþ ñïóòíèêîâûõ, àñòåðîèäíûõ è ïëàíåòíûõ îðáèò, äëÿ òîãî
÷òîáû äàòü ÷åòêèå ðåêîìåíäàöèè ïî èõ èñïîëüçîâàíèþ.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ øèðîêî èñïîëüçóåìûå íà
ïðàêòèêå ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ. Èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ïðèí-
öèïû èõ ïîñòðîåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû Ðóí-
ãå�Êóòòû; ýêñòðàïîëÿöèîííûå è ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû, à òàêæå
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òàê íàçûâàåìûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû. Îïèñûâàþòñÿ ðåçóëüòà-
òû ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ ïðèìåíèòåëü-
íî ê íåâîçìóùåííûì, ñëàáîâîçìóùåííûì è ñèëüíîâîçìóùåííûì
çàäà÷àì íåáåñíîé ìåõàíèêè.

Ñëåäóþùèå äâå ãëàâû ïîñâÿùåíû ìåòîäàì ÷èñëåííîãî ðåøå-
íèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ îðáèòàëüíîé äèíàìèêè, èíà÷å ãîâîðÿ, ìåòî-
äàì îïðåäåëåíèÿ îðáèò èç àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé è îöå-
íèâàíèÿ òî÷íîñòè îïðåäåëÿåìûõ îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Â ïÿ-
òîé ãëàâå îïèñûâàþòñÿ èòåðàöèîííûå ìåòîäû ìèíèìèçàöèè öå-
ëåâîé ôóíêöèè, õàðàêòåðèçóþùåé áëèçîñòü íàáëþäàåìûõ è ìî-
äåëèðóåìûõ âåëè÷èí. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàþòñÿ èçâåñòíûå
ìåòîäû ÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè, à èìåííî: ìåòîä (íàèñêîðåéøå-
ãî) ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà, ìåòîäû Ãàóññà�Íüþòîíà è Ëåâåíáåðãà�
Ìàðêâàðäòà, à òàêæå îâðàæíûé ñîñòàâíîé ìåòîä, ïðåäëàãàåìûé
àâòîðîì äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè áëèçêèõ ñïóò-
íèêîâ ïëàíåò. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè
ìåòîäîâ íà ïðèìåðå îïðåäåëåíèÿ îðáèòû áëèçêîãî ñïóòíèêà Þïè-
òåðà Àäðàñòåè.

Øåñòàÿ ãëàâà � ýòî ôàêòè÷åñêè îáçîð ñòîõàñòè÷åñêèõ ëèíåé-
íûõ è íåëèíåéíûõ ìåòîäîâ òèïà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ÷èñëåííîãî
îöåíèâàíèÿ òî÷íîñòè îïðåäåëÿåìûõ èç íàáëþäåíèé îðáèòàëüíûõ
ïàðàìåòðîâ. Âñå ýòè ìåòîäû îñíîâàíû íà êîíöåïöèÿõ êëàññè÷å-
ñêîãî ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà. Â êîíöå ãëàâû îïèñûâàþòñÿ ðå-
çóëüòàòû ñòîõàñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè èñ-
ñëåäóåìûõ ìåòîäîâ äëÿ îöåíèâàíèÿ òî÷íîñòè îðáèòû íîâîãî âíåø-
íåãî ñïóòíèêà Þïèòåðà S/2003 J04, ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ êîòîðî-
ãî ïëîõî îïðåäåëåíû âñëåäñòâèå ñêóäíîãî ñîñòàâà èìåþùèõñÿ íà
äàííûé ìîìåíò íàáëþäåíèé. Ââîäèòñÿ ïîêàçàòåëü íåëèíåéíîñòè
îáðàòíîé çàäà÷è, íåîáõîäèìûé ãëàâíûì îáðàçîì äëÿ ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèÿ â âûáîðå ìåæäó ëèíåéíûìè è íåëèíåéíûìè ìåòîäàìè.

Ïîñëåäíÿÿ ãëàâà � ôàêóëüòàòèâíàÿ. Â íåé ðàññìàòðèâàþòñÿ
îñíîâàííûå íà ëèíåàðèçàöèè îðáèòàëüíîé ìîäåëè ïðåîáðàçîâà-
íèÿ è íåêîòîðûå èõ ïðèëîæåíèÿ ê ÷èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ îð-
áèò, à èìåííî äëÿ âðåìåííîãî ïåðåíîñà äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé è
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âû÷èñëåíèÿ ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé, à òàêæå äëÿ îïåðàòèâíîãî
îöåíèâàíèÿ âåðîÿòíîñòè ñòîëêíîâåíèÿ àñòåðîèäà ñ ïëàíåòîé.

Â êîíöå ìîíîãðàôèè ïðèâîäèòñÿ ñïèñîê öèòèðóåìûõ íàó÷íûõ
ðàáîò è ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü èñïîëüçóåìûõ òåðìèíîâ, à â ïðè-
ëîæåíèè äàþòñÿ îñíîâíûå ôîðìóëû (èíòåãðàëû è ñîîòíîøåíèÿ)
çàäà÷è äâóõ òåë, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëåçíûìè ïðè ÷èñëåííîì
ìîäåëèðîâàíèè îðáèò.

Àâòîð ïðèçíàòåëåí ñâîèì êîëëåãàì, ïðîô. Ò.Â. Áîðäîâèöû-
íîé è ïðîô. À.Ì. ×åðíèöîâó, çà êîíñòðóêòèâíûå îáñóæäåíèÿ ðå-
çóëüòàòîâ, à òàêæå çà öåííûå çàìå÷àíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ. Îñîáûå
áëàãîäàðíîñòè ïðîô. Ý. Õàéðåðó çà ïëîäîòâîðíóþ äèñêóññèþ è
ñîâåòû ïî íåêîòîðûì êëþ÷åâûì âîïðîñàì ÷åòâåðòîé ãëàâû.
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âåêòîðà b
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x âåêòîð ïîëîæåíèÿ â ôèçè÷åñêîì
èëè ôàçîâîì (ãë. 4) ïðîñòðàíñòâå

t ôèçè÷åñêîå âðåìÿ
µ ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð
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q âåêòîð ïàðàìåòðîâ ìîäåëè
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P ïðàâàÿ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ



Òåðìèí áûâàåò óäà÷íûì èëè íåóäà÷íûì,
íî íå ïðàâèëüíûì èëè íåïðàâèëüíûì.

Ê.Â. Õîëøåâíèêîâ

Ãëàâà 1. ×ÈÑËÅÍÍÀß ÌÎÄÅËÜ ÎÐÁÈÒÛ

1.1. Òåðìèíîëîãèÿ

Â ïðèâû÷íîì ïîíèìàíèè îðáèòà � ýòî òðàåêòîðèÿ íåáåñíîãî òåëà
â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå2. Íåáåñíàÿ êîëåÿ3 äàåòñÿ íàì â íà-
áëþäåíèÿõ êàê âðåìåííîé ðÿä ïîëîæåíèé êîñìè÷åñêîãî îáúåêòà
íà íåáåñíîé ñôåðå4. Âñòàåò çàäà÷à èññëåäîâàòü îðáèòó è äâèæåíèå
ïî íåé, èñïîëüçóÿ íàáëþäàòåëüíûé ìàòåðèàë.

Îäíèì èç ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ îðáèò ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îðáèòàëüíîãî äâè-
æåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ
ìåæäó ñîáîé ïàðàìåòðû, êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî õàðàêòåðèçó-
þò äèíàìè÷åñêîå ñîñòîÿíèå îáúåêòà íà îðáèòå. Òàêèì îáðàçîì,
èññëåäîâàòåëüñêèé ïðîöåññ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êîíêðåòíîé ìàòå-
ìàòè÷åñêîé çàäà÷è, à èìåííî ê ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâ-
íåíèé. Â ñîâðåìåííîé ïîñòàíîâêå ïî÷òè âñå òàêèå çàäà÷è íå èìåþò

2Ïîæàëóé, îôèöèàëüíî íè îäèí èç íåáåñíûõ ìåõàíèêîâ íå ïîäïèøåòñÿ ïîä
òàêèì îïðåäåëåíèåì, íî â ïðèâàòíîé áåñåäå êàæäûé êàê ðàç èìåííî ýòî áó-
äåò èìåòü â âèäó, ãîâîðÿ îá îðáèòå êîíêðåòíîãî êîñìè÷åñêîãî îáúåêòà. Äåëî
â òîì, ÷òî â íåáåñíîé ìåõàíèêå îðáèòà � ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ àáñòðàêöèÿ.
Ðÿä îïðåäåëåíèé îðáèòû ìîæíî íàéòè â ðàáîòå (Õîëøåâíèêîâ, Òèòîâ, 2007).
Ìû æå âûõîäèì çà òåîðåòè÷åñêèå ðàìêè, ñ òåì ÷òîáû îáîçíà÷èòü àññîöèèðó-
åìûé ñ ðåàëüíîñòüþ ïðåäìåò, êîòîðûé èññëåäóåòñÿ ïîñðåäñòâîì ìîäåëèðîâà-
íèÿ, âïîëíå ïîíèìàÿ, ÷òî ñàìà ðåàëüíîñòü ïðåäìåòà èññëåäîâàíèÿ âîçìîæíà
òîëüêî ëèøü â âîîáðàæåíèè.

3Îðáèòà îò ëàò. orbita � ïóòü, êîëåÿ.
4Âïðî÷åì, â êà÷åñòâå íàáëþäåíèé ìîãóò âûñòóïàòü íå òîëüêî ïîëîæåíèÿ

îáúåêòà, íî è äðóãèå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû, èìåþùèå íåïîñðåäñòâåííîå îò-
íîøåíèå ê îðáèòàëüíîìó äâèæåíèþ.
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Ðèñ. 1.1. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå îðáèòû

òî÷íûõ ðåøåíèé, ïîýòîìó ïðè ìîäåëèðîâàíèè èñïîëüçóþòñÿ ëèáî
ïðèáëèæåííûå àíàëèòè÷åñêèå, ëèáî ÷èñëåííûå ìåòîäû.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ãëàâíûì îáðàçîì çà ñ÷åò èíòåíñèâíîãî ðàç-
âèòèÿ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé äëÿ èññëåäîâàíèÿ îðáèò âñå ÷à-
ùå ïðèáåãàþò ê ÷èñëåííûì ìåòîäàì. Ïðîöåññ ðåàëèçàöèè ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè ÷èñëåííûì ìåòîäîì íà êîìïüþòåðå íàçûâàåò-
ñÿ ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëåííàÿ ìîäåëü
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçêó, ïî ìåíüøåé ìåðå, òðåõ êîìïîíåíò: ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ÷èñëåííîãî ìåòîäà è êîìïüþòåðà (ðèñ. 1.1).
Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îðáèòû îñíîâûâàåòñÿ íà äî-
ñòàòî÷íî ñëîæíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ íåáåñíîé ìå-
õàíèêè, êîòîðûå íå èíòåãðèðóþòñÿ àíàëèòè÷åñêè. Äëÿ èõ ðåøå-
íèÿ ïðèáåãàþò ê ïðèáëèæåííûì ÷èñëåííûì ìåòîäàì èíòåãðèðî-
âàíèÿ, è âåñü ýòîò ïðîöåññ ðåàëèçóåòñÿ íà ïîäðó÷íîì êîìïüþòåðå.
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Ôîðìàëüíî ÷èñëåííóþ ìîäåëü îðáèòû ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

pC = pC(t,q) = T(t,x(t,qD),qT ). (1.1)

Çäåñü t � âðåìÿ; x � ïîëîæåíèå íåáåñíîãî òåëà â ôèçè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé âûáðàííîé ñèñòåìû ïðÿìî-
óãîëüíûõ êîîðäèíàò; q = (qD,qT ) � âåêòîð âñåõ ïàðàìåòðîâ ìî-
äåëè; T � ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåõîäà îò ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
x â ïðîñòðàíñòâî p, ãäå îñóùåñòâëÿåòñÿ ìîíèòîðèíã äâèæåíèÿ
îáúåêòà (íàïðèìåð, â ïðîñòðàíñòâî óãëîâûõ êîîðäèíàò íà íåáåñ-
íîé ñôåðå, îòíåñåííîé ê òîïîöåíòðó); qD = (x0, ẋ0, t0, q8, . . .)

T è
qT � ïàðàìåòðè÷åñêèå âåêòîðû, ñâÿçàííûå ñîîòâåòñòâåííî ñ äâè-
æåíèåì îáúåêòà è ñ êîîðäèíàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì; x0 è ẋ0 �
âåêòîðû äèíàìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ íåáåñíîãî òåëà â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè t0 (íà÷àëüíàÿ ýïîõà). Çàïèñü (1.1) ñëåäóåò ïîíè-
ìàòü êàê ïðåäñòàâëåíèå ñîñòàâà âõîäíûõ è âûõîäíûõ ïàðàìåòðîâ
÷èñëåííîé ìîäåëè: íà âõîäå � âðåìÿ t è ïàðàìåòðû q, íà âûõî-
äå � ïîëîæåíèå íà îðáèòå pC êàê ïðåîáðàçîâàííîå ïîëîæåíèå â
ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå x, âû÷èñëÿåìîå ïîñðåäñòâîì ÷èñëåííî-
ãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Ïîñêîëüêó â (1.1) òîëüêî êîîðäèíàòû x íåïîñðåäñòâåííî èìå-
þò îòíîøåíèå ê ÷èñëåííîìó èíòåãðèðîâàíèþ, ïðåîáðàçîâàíèå T,
âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæíî îïóñòèòü è ñ÷èòàòü ÷èñëåííîé ìîäåëüþ

pC = pC(t,qD) = x(t,qD), (1.2)

÷òî ôàêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ÷èñëåííîå ðåøåíèå äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

d2x
dt2

= P(t,x, ẋ,qD), x0 = x(t0), ẋ0 = ẋ(t0). (1.3)

Çäåñü P � ðàâíîäåéñòâóþùàÿ âñåõ ó÷èòûâàåìûõ â ìîäåëè ñèë5.
Óðàâíåíèÿ (1.3) îáðàçóþò ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü îðáèòû (èëè
îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ). Âïðî÷åì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîîðäèíàò x
(1.2) âìåñòî (1.3) ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ è äðóãàÿ ôîðìàëèçàöèÿ.

5Çäåñü, êîíå÷íî æå, èìåþòñÿ â âèäó ñèëû çà åäèíèöó ìàññû.
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Çàäà÷à Êîøè (1.3) ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ qD ñîñòàâëÿåò
ïðÿìóþ çàäà÷ó îðáèòàëüíîé äèíàìèêè â ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòà-
íîâêå. Ìåæäó òåì îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
(1.3) (ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðàõ) îïèñûâàåò ìíîãîïàðàìåò-
ðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îðáèò. Íàáëþäåíèÿ ïîçâîëÿþò âûäåëèòü èç
íåãî òó åäèíñòâåííóþ ìîäåëüíóþ îðáèòó, êîòîðàÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ
èíòåðïðåòàöèè íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ íàèëó÷øèì îáðàçîì ñî-
îòâåòñòâóåò îðáèòå íåáåñíîãî òåëà. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ äèíàìè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ qD èç íàáëþäåíèé íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé çàäà÷åé
îðáèòàëüíîé äèíàìèêè. Êàê ïðàâèëî, â êà÷åñòâå îïðåäåëÿåìûõ
ïàðàìåòðîâ âûñòóïàþò ëèøü êîìïîíåíòû øåñòèìåðíîãî âåêòîðà
íà÷àëüíîãî äèíàìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ, ò.å. x0 è ẋ0, ëèáî èõ àíà-
ëîãè. Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìûì ýòàïîì â
÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè îðáèò ðåàëüíûõ íåáåñíûõ òåë.

Êëàññè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îðáèòû âèäà (1.3)
ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì äâóõ çàêîíîâ ìåõàíèêè: âòîðîãî çàêîíà Íüþ-
òîíà î âçàèìîñâÿçè óñêîðåíèÿ òåëà è ïðèëîæåííîé ê íåìó ñèëû, à
òàêæå íüþòîíîâñêîãî çàêîíà âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ. Ïîýòîìó ëþ-
áàÿ ÷èñëåííàÿ ìîäåëü îðáèòû, îñíîâàííàÿ íà ïîøàãîâîì èíòå-
ãðèðîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.3), âñåãäà ÿâëÿåòñÿ
äèíàìè÷åñêîé, â îòëè÷èå îò êèíåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé (íàïðèìåð,
ïðåöåññèðóþùèõ ýëëèïñîâ), â êîòîðûõ äåéñòâèå ñèëîâûõ ôàêòî-
ðîâ íà èññëåäóåìîå òåëî íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

Íàêîíåö, ñòîèò òàêæå îïðåäåëèòüñÿ â âîïðîñå î ïðèíöèïè-
àëüíîì ðàçëè÷èè àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ìîäåëåé6. Ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè ïðèáëèæåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé (1.3) ïîñòðîåííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ìîäåëü (êàê êîíå÷-
íûé ôîðìóëüíûé ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ) áóäåò èìåòü âèä (1.2), è,
òàêèì îáðàçîì, îíà ñòàíîâèòñÿ è ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ. Ìîæ-
íî ëè ñ÷èòàòü åå êîìïüþòåðíóþ ðåàëèçàöèþ ÷èñëåííîé ìîäåëüþ?
Â íàøåì ïîíèìàíèè îíà íå áóäåò òàêîâîé, ïîñêîëüêó íåîáõîäè-
ìûé àòðèáóò ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ � ýòî ïîøàãîâîñòü, ò.å.
ïîñëåäîâàòåëüíîå îïðåäåëåíèå äèíàìè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé îáúåêòà

6Ñì. òàêæå ãë. 4 íà ñ. 124.
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íà çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè íåïîñðåäñòâåíííî ïî ïðåäûäóùèì
äèíàìè÷åñêèì ñîñòîÿíèÿì. Â àíàëèòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ýòîò àòðè-
áóò, âîîáùå ãîâîðÿ, îòñóòñòâóåò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåñüìà èíòå-
ðåñíî, ÷òî ÷èñëåííóþ ìîäåëü â ïðåäåëàõ îäíîãî øàãà ôîðìàëüíî
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àíàëèòè÷åñêóþ. Äåéñòâèòåëüíî, âåäü â
ñîîòâåòñòâèè ñ èñïîëüçóåìîé ñõåìîé ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìóëüíîì
âèäå (1.2). Îäíàêî, êàê òîëüêî âûïîëíÿåòñÿ âòîðîé øàã, àíàëèòè-
÷åñêàÿ ìîäåëü ñòàíîâèòñÿ ÷èñëåííîé.

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå îðáèòû � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîå âû-
÷èñëåíèå ïîëîæåíèé (à òàêæå ñêîðîñòåé) îáúåêòà ÷åðåç ìàëûå
ïðîìåæóòêè âðåìåíè. Îðáèòà áóêâàëüíî âîññòàíàâëèâàåòñÿ (ñî-
áèðàåòñÿ) ïî êóñî÷êàì, è â ýòîì ñìûñëå èñïîëüçóåìûé íàìè â
äàëüíåéøåì òåðìèí ¾èíòåãðèðîâàíèå îðáèòû¿ âïîëíå îïðàâäàí7.
Èíòåðïîëÿöèÿ âû÷èñëåííûõ ïîëîæåíèé ïîçâîëÿåò ïðèáëèæåííî
ïðåäñòàâèòü îðáèòó êàê ïàðàìåòðèçîâàííóþ âðåìåíåì êðèâóþ.
Ýòà æå èíòåðïîëÿöèÿ ôàêòè÷åñêè áóäåò îïðåäåëÿòü è çàêîí äâè-
æåíèÿ. Ïîýòîìó ìîäåëèðîâàíèå îðáèòû è ìîäåëèðîâàíèå îðáè-
òàëüíîãî äâèæåíèÿ ñóòü îäèí è òîò æå ÷èñëåííûé ïðîöåññ, ïðåä-
ïîëàãàþùèé ïðåæäå âñåãî âû÷èñëåíèå ýôåìåðèäû íåáåñíîãî òåëà,
ïî êîòîðîé óæå ïîñëå ìîæíî èññëåäîâàòü êàê òðàåêòîðèþ äâèæå-
íèÿ, òàê è äâèæåíèå ïî òðàåêòîðèè.

1.2. Îøèáêè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Î÷åâèäíî, ìîäåëèðîâàíèå íà îñíîâå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
ñîïðÿæåíî ñ îøèáêàìè. Äîïóñòèì, pS (Simulation) � ïðåäñòàâëå-
íèå äâèæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ; pM (Method) � ÷èñëåí-
íàÿ ðåàëèçàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ðåøåíèå
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷èñëåííûì ìåòîäîì, à pC (Calculation) �
ôàêòè÷åñêè ïîëó÷àåìûé ðåçóëüòàò ìîäåëèðîâàíèÿ íà êîìïüþòå-
ðå (ðèñ. 1.1). Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âûäåëèòü òðè ãðóïïû îøè-
áîê ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ: ∆pS , ∆pM è ∆pC , êîòîðûå îáó-
ñëîâëåíû: 1) íåòî÷íîñòüþ ïðåäñòàâëåíèÿ ñâÿçåé ìåæäó ïàðàìåò-

7Èíòåãðèðîâàíèå îò ëàò. integratio îçíà÷àåò âîññòàíîâëåíèå.
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ðàìè p â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è îøèáêàìè èñõîäíûõ ïàðà-
ìåòðîâ q (∆pS = p − pS); 2) íåòî÷íîñòüþ ÷èñëåííîãî ìåòîäà
(∆pM = pS − pM ); 3) îêðóãëåíèåì ÷èñåë â êîìïüþòåðíîé àðèô-
ìåòèêå (∆pC = pM −pC). Îøèáêè ∆pS , ∆pM è ∆pC íàçûâàþòñÿ
ìîäåëüíûìè, ìåòîäè÷åñêèìè è âû÷èñëèòåëüíûìè ñîîòâåòñòâåííî.
Èç íèõ ñêëàäûâàåòñÿ ïîëíàÿ îøèáêà ÷èñëåííîé ìîäåëè:

∆p = ∆pS +∆pM +∆pC = p− pC . (1.4)

Ïîñêîëüêó ìåòîäè÷åñêèå è âû÷èñëèòåëüíûå îøèáêè íå äîëæ-
íû èñêàæàòü äèíàìè÷åñêóþ êàðòèíó, îïèñûâàåìóþ ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ìîäåëüþ, à ìåòîäè÷åñêàÿ òî÷íîñòü íå äîëæíà áûòü âûøå
âû÷èñëèòåëüíîé, ïðàâèëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ ÷èñëåííîé ìîäåëè ïðåä-
ïîëàãàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

∥∆pS∥ > ∥∆pM∥ > ∥∆pC∥.

Ïðàêòè÷åñêè îöåíèòü ïîëíóþ îøèáêó (1.4) ìîæíî ëèøü âñëåä-
ñòâèå ñîïîñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ pC ñ íàáëþäåíè-
ÿìè íåáåñíîãî òåëà pO (Observation) êàê íåâÿçêó ÷èñëåííîé ìî-
äåëè pO − pC . Âïðî÷åì, èç íåâÿçêè â ÷èñòîì âèäå ïîëíóþ îøèá-
êó ìîäåëèðîâàíèÿ âûäåëèòü íåëüçÿ, ïîñêîëüêó ñàìè íàáëþäåíèÿ
îáðåìåíåíû îøèáêàìè ðàçëè÷íîãî ïðîèñõîæäåíèÿ ∆pO. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, ïðåäåëüíàÿ âåëè÷èíà îøèáîê íàáëþäåíèé îáû÷íî
ïðèáëèçèòåëüíî èçâåñòíà, è åñëè çíà÷åíèå ∥pO − pC∥ ñîïîñòàâè-
ìî ñ ýòîé âåëè÷èíîé, òî ãîâîðÿò, ÷òî òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ íàáëþäåíèé è âïîëíå
ïðèãîäíà äëÿ èõ ïðåäñòàâëåíèÿ. Åñëè æå âåëè÷èíà íåâÿçêè çíà÷è-
òåëüíî ïðåâîñõîäèò îæèäàåìóþ âåëè÷èíó îøèáîê íàáëþäåíèé, òî
ýòî äîëæíî îçíà÷àòü, ÷òî â íåâÿçêå äîìèíèðóåò îøèáêà ÷èñëåí-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, è òîãäà ïåðâóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
îöåíêó ïîñëåäíåé.

Ìåæäó òåì â ñîâðåìåííûõ ÷èñëåííûõ ìîäåëÿõ îøèáêè ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ∆pM+∆pC ñóùåñòâåííî ìåíüøå îøèáîê
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ∆pS , íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ è áîëåå. Ïî-
ýòîìó â äåéñòâèòåëüíîñòè áîëüøàÿ íåâÿçêà pO−pC ïðåäñòàâëÿåò
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ñîáîé, ïðåæäå âñåãî, îöåíêó îøèáêè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè∆pS .
Â òî æå âðåìÿ âûáîð ñèëîâûõ ôàêòîðîâ ïðè ñîñòàâëåíèè ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè (äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé) ôàêòè÷åñêè
íå îãðàíè÷åí, è äàæå ïîðîé ñïåêòð ìîäåëèðóåìûõ ñèë ïðè ÷èñ-
ëåííîì èññëåäîâàíèè îðáèò áûâàåò èçáûòî÷åí. Ïîýòîìó îñíîâíîé
ïðè÷èíîé íèçêîé òî÷íîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (ïðè ãðàìîò-
íîé ôîðìóëüíîé ñáîðêå, ðàçóìååòñÿ) ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ãðóáûå
çíà÷åíèÿ åå ïàðàìåòðîâ q, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäÿò ê
íåóäîâëåòâîðèòåëüíûì íåâÿçêàì.

Èñïîëüçóåìûå â ìîäåëè ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþòñÿ èç íàáëþäå-
íèé è, òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðè÷åñêèå îøèáêè ÿâëÿþòñÿ ñëåä-
ñòâèåì ïðåæäå âñåãî îøèáîê íàáëþäåíèé. Ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêî-
ãî àíàëèçà ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííûå îöåíêè ïàðàìåò-
ðè÷åñêèõ îøèáîê ∆q. Ìåæäó òåì ÷èñëåííàÿ ìîäåëü äàåò âîçìîæ-
íîñòü îöåíèòü îøèáêó ∆pS , âûçâàííóþ ïàðàìåòðè÷åñêèìè îøèá-
êàìè, íà ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè áåç ñîïîñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ
ìîäåëèðîâàíèÿ ñ íàáëþäåíèÿìè.

Èãíîðèðîâàíèå òîãî èëè èíîãî ñèëîâîãî ôàêòîðà â ìàòåìà-
òè÷åñêîé ìîäåëè òàêæå ïðèâîäèò ê îøèáêå ∆pS . Âïðî÷åì, ýòîò
ôàêò ñàì ïî ñåáå åùå íå ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì äëÿ âêëþ÷åíèÿ
ñèëîâîãî ôàêòîðà â ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü: ìîäåëüíàÿ îøèáêà
äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé â ñðàâíåíèè ñ îøèáêàìè íàáëþ-
äåíèé ëèáî èññëåäóåìûìè ýôôåêòàìè â îðáèòàëüíîé äèíàìèêå.
×òîáû îöåíèòü âåëè÷èíó òàêîé ìîäåëüíîé îøèáêè, íà ïðàêòèêå
ñîïîñòàâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ïîëíîé
ñòðóêòóðîé âîçìóùàþùèõ ñèë è ïîñëå âû÷ëåíåíèÿ ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ñèëîâîãî ôàêòîðà. Ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëåííûìè ðåçóëüòà-
òàìè äàåò îöåíêó ∆pS , êîòîðóþ òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
îöåíêó âîçìóùåíèÿ, âûçûâàåìîãî ñèëîâûì ôàêòîðîì.

Ïîäîáíûì îáðàçîì îöåíèâàþòñÿ îøèáêè ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ∆pM +∆pC . Îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå ðåçóëüòàòû ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, èìåþùèìè áîëåå âû-
ñîêóþ ìåòîäè÷åñêóþ òî÷íîñòü. Ïîñëåäíèå ïîëó÷àþòñÿ ëèáî óâå-
ëè÷åíèåì ïîðÿäêà ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ, ëèáî ïîâûøåíèåì çà-
äàâàåìîé òî÷íîñòè íà øàãå (èíà÷å ãîâîðÿ, óìåíüøåíèåì øàãà èí-
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òåãðèðîâàíèÿ). Åñëè æå ïðè ñîïîñòàâëåíèè ðåçóëüòàòîâ ∥∆pM∥ >
> ∥∆pC∥, ïîëó÷èì îöåíêó ìåòîäè÷åñêîé îøèáêè ∆pM , â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå � ïðèáëèæåííóþ îöåíêó âû÷èñëèòåëüíîé ∆pC .

Èíîé ñïîñîá îöåíèâàíèÿ îøèáîê ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ �
ýòî ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ. Ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ ïðÿìîå ìîäåëèðîâàíèå îò íà÷àëüíîãî
t0 äî çàäàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè t1: (x0, ẋ0) → (x1, ẋ1), çàòåì �
îáðàòíîå ìîäåëèðîâàíèå îò t1 äî t0: (x1, ẋ1) → (x0, ẋ0), ãäå â êà-
÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé âûáèðàþòñÿ ðåçóëüòàòû ïðÿìîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ (x1, ẋ1). Ðàçíîñòü âåêòîðîâ ïîëîæåíèÿ x0 (èëè pC

íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè) äî ìîäåëèðîâàíèÿ è ïîñëå äàñò
îöåíêó îøèáêè ∆xM +∆xC (èëè ∆pM +∆pC).

Âïðî÷åì, òàêîé ñïîñîá îöåíèâàíèÿ òî÷íîñòè îñíîâàí ïðåæäå
âñåãî íà òîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îøèáêè ïðÿìîãî è îáðàòíîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ íå êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà. Ìåæäó òåì èìåþòñÿ
÷èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ýòî ïðåäïîëîæå-
íèå ïî îòíîøåíèþ ê ìåòîäè÷åñêèì îøèáêàì íå âûïîëíÿåòñÿ (ñì.
ñèììåòðè÷íûå ìåòîäû â ïîäðàçä. 4.6.4), è â òàêîì ñëó÷àå óäàåòñÿ
îöåíèòü ëèøü âû÷èñëèòåëüíûå îøèáêè.

1.3. Áûñòðîäåéñòâèå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, êàê ìû
óæå îòìåòèëè, ÿâëÿåòñÿ ïðåæäå âñåãî òî, ÷òî âåêòîðû ïîëîæå-
íèÿ x â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå âû÷èñëÿþòñÿ ïóòåì ïîøàãî-
âîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, íà ÷òî ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ çíà÷èòåëüíûå
çàòðàòû êîìïüþòåðíîãî âðåìåíè, êîòîðûå óâåëè÷èâàþòñÿ ïðîïîð-
öèîíàëüíî âðåìåííîìó èíòåðâàëó ïðîãíîçèðîâàíèÿ îðáèòàëüíîãî
äâèæåíèÿ îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà t0. Îáúåêòèâíîé õàðàêòåðèñòè-
êîé áûñòðîäåéñòâèÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü ïðî-
öåññîðíîå âðåìÿ, çàòðà÷åííîå íà ðåøåíèå çàäà÷è. Îäíàêî íåäî-
ñòàòêîì òàêîé õàðàêòåðèñòèêè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà çàâèñèò îò
àðõèòåêòóðû êîìïüþòåðà, à òàêæå îò îïòèìèçàöèè ïðîãðàììíîãî
êîäà. Ïîýòîìó äàæå åñëè äâå ÷èñëåííûå ìîäåëè, ðàçðàáîòàííûå
äâóìÿ àâòîðàìè, äàþò îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû, ïðîöåññîðíîå âðå-
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ìÿ, òðåáóåìîå íà èõ âû÷èñëåíèå, íà ðàçíûõ êîìïüþòåðàõ ìîæåò
ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ.

Ìåæäó òåì, äëÿ âûñîêîòî÷íûõ ÷èñëåííûõ ìîäåëåé ñ ãðîìîçä-
êèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè (1.3) ïîäàâëÿþùåå êî-
ëè÷åñòâî êîìïüþòåðíîãî âðåìåíè òðàòèòñÿ íà ìíîãîêðàòíîå âû-
÷èñëåíèå ïðàâîé ÷àñòè P (ñì. ãë. 4). Ñëåäîâàòåëüíî, â êà÷åñòâå
àëüòåðíàòèâíîé õàðàêòåðèñòèêè áûñòðîäåéñòâèÿ, óäîáíîé â îñî-
áåííîñòè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ èíòåãðèðîâà-
íèÿ, ìîæåò âûñòóïàòü ÷èñëî ïåðåâû÷èñëåíèé ïðàâîé ÷àñòè NF
(Number of Functions) çà âåñü ïðîöåññ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ëèáî, åñëè îöåíèâàåòñÿ áûñòðîäåéñòâèå ïðè èñïîëüçîâàíèè îäíîãî
ìåòîäà, ÷èñëî âûïîëíåííûõ øàãîâ NS (Number of Steps).

1.4. Ýôôåêòèâíîñòü ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Òàêèì îáðàçîì, êàê è ëþáîé ñïîðòñìåí, â îñîáåííîñòè èãðîâî-
ãî âèäà ñïîðòà, ýôôåêòèâíàÿ ÷èñëåííàÿ ìîäåëü äîëæíà áûòü íå
òîëüêî áûñòðîé, íî è âûñîêîòî÷íîé8.

Öåíòðàëüíûìè ðåçóëüòàòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ îðáèòàëüíîãî äâè-
æåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû äèíàìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ èññëåäóåìîãî
íåáåñíîãî òåëà: â ïðÿìûõ çàäà÷àõ � ýòî ïðîãíîçèðóåìûå âåêòîðû
íà çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè, ïîëó÷àåìûå íà îñíîâå íà÷àëüíûõ,
òîãäà êàê â îáðàòíûõ � ýòî íà÷àëüíûå âåêòîðû äèíàìè÷åñêîãî
ñîñòîÿíèÿ, ïîëó÷àåìûå íà îñíîâå ñîïîñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ìî-
äåëèðîâàíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ñ íàáëþäåíèÿìè. Â ýòîì ñìûñëå ïî-
ñòðîåíèå ÷èñëåííîé ìîäåëè ïî íàáëþäåíèÿì ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ïðîöåññ ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷,
÷òî ïðåäóñìàòðèâàåò èñïîëüçîâàíèå ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è êîìïüþòåðíîãî îáîðó-
äîâàíèÿ äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè è áûñòðîäåéñòâèÿ âû÷èñëåíèé.

Ãîâîðÿ îá ýôôåêòèâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, ìåòîäàõ ÷èñ-
ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è êîìïüþòåðíûõ ñðåäñòâàõ âû÷èñëåíèÿ,

8Âïðî÷åì, îò ÷èñëåííîé ìîäåëè êàê êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû ìîæíî ïî-
òðåáîâàòü íàëè÷èå åùå îäíîé ñïîðòèâíîé õàðàêòåðèñòèêè, à èìåííî óñòîé÷è-
âîñòè.
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â äàëüíåéøåì áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè èìåòü â âèäó òàêèå, êî-
òîðûå ïîâûøàþò ëèáî òî÷íîñòü ïðè ñîõðàíåíèè áûñòðîäåéñòâèÿ
íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ è âûøå, ëèáî áûñòðîäåéñòâèå ïðè ñîõðà-
íåíèè òî÷íîñòè â íåñêîëüêî ðàç è áîëåå, ëèáî, â ëó÷øåì ñëó÷àå,
îáå õàðàêòåðèñòèêè ýôôåêòèâíîñòè îäíîâðåìåííî.



Ñèëà ïðàâèò ìèðîì.
Á. Ïàñêàëü

Ãëàâà 2. ÌÎÄÅËÈ ÑÈË

Ñîñòàâ ñèë P â (1.2) ïðåäîïðåäåëÿåò ìîäåëüíóþ òî÷íîñòü. ×åì
áîãà÷å ñïåêòð ó÷èòûâàåìûõ ñèëîâûõ ôàêòîðîâ, äåéñòâóþùèõ íà
íåáåñíîå òåëî, òåì òî÷íåå ïðåäñòàâëåíèå åãî îðáèòû ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ìîäåëüþ. Î÷åâèäíî, ïîâûøåíèå òî÷íîñòè ñîïðÿæåíî ñ óñëîæ-
íåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (1.2) è, êàê ñëåäñòâèå, ñ íèçêèì
áûñòðîäåéñòâèåì âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà, îñíîâàííîãî íà ïî-
øàãîâîì èíòåãðèðîâàíèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àäåêâàòíîñòü ìîäå-
ëè äîëæíà ñîîòíîñèòüñÿ ñ òî÷íîñòüþ ñîâðåìåííûõ íàáëþäåíèé
ëèáî ñ âåëè÷èíàìè èññëåäóåìûõ ýôôåêòîâ â îðáèòàëüíîì äâèæå-
íèè. Ïîýòîìó òåíäåíöèÿ ê ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè è óñëîæíåíèþ
ìîäåëè ïîðîé ìîæåò áûòü íåîïðàâäàííîé. Ýòî êàê ðàç òîò ñëó-
÷àé, êîãäà ëó÷øåå åñòü âðàã õîðîøåãî. Ê ïðèìåðó, ñîâåðøåííî
íåöåëåñîîáðàçíî ó÷èòûâàòü ãðàâèòàöèîííîå âëèÿíèå Ïëóòîíà íà
äâèæåíèå èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà Çåìëè, ìîäåëü êîòîðîãî è áåç
òîãî, êàê ïðàâèëî, ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíà; ëèáî ó÷èòûâàòü âëèÿíèå
ãàëàêòèê íà àñòåðîèäíûå îðáèòû.

Íàáîð ñèë îïðåäåëÿåòñÿ â ðàìêàõ ôèçè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çà-
äà÷è ñ ó÷åòîì õàðàêòåðíûõ îñîáåííîñòåé èññëåäóåìîãî îðáèòàëü-
íîãî äâèæåíèÿ, à òàêæå ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåìîãî
íåáåñíîãî òåëà. Åñëè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ àñòåðîèäîâ äî-
ñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ãðàâèòàöèîííûìè ñèëàìè òåë Ñîëíå÷íîé
ñèñòåìû, òî óæå îðáèòàëüíûå ìîäåëè êîìåò îáÿçàòåëüíî äîëæíû
äîïîëíÿòüñÿ íåãðàâèòàöèîííûìè ñèëàìè, âûçâàííûìè èñïàðåíè-
åì ëüäà íà èõ ïîâåðõíîñòÿõ ïîä âîçäåéñòâèåì ñîëíå÷íîãî ñâåòà.
Â òî æå âðåìÿ áîëåå ñëîæíûå ìîäåëè9 òðåáóþòñÿ äëÿ ïðåäñòàâ-

9Ïîæàëóé, ñåé÷àñ ýòî ñàìûå ñëîæíûå îðáèòàëüíûå ìîäåëè, èñïîëüçóåìûå
íà ïðàêòèêå â äèíàìè÷åñêîé àñòðîíîìèè.
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ëåíèÿ îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè, â
îñîáåííîñòè íèçêîëåòÿùèõ, ãäå ïîìèìî ãðàâèòàöèîííîãî âëèÿíèÿ
ïëàíåòû íåîáõîäèìî òàêæå ó÷èòûâàòü ìíîãî÷èñëåííûå ñèëîâûå
ôàêòîðû êàê ãðàâèòàöèîííîé, òàê è íåãðàâèòàöèîííîé ïðèðîäû.

Ñèëû îáû÷íî ìîäåëèðóþòñÿ â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ïðèâû÷íûõ, òàê ñêàæåì, îñÿçàåìûõ âåëè÷èí òèïà
ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò x è ñêîðîñòåé ẋ. Ïðè íåîáõîäèìîñòè,
ðàçóìååòñÿ, èõ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â äðóãîå ïðîñòðàíñòâî, áî-
ëåå óäîáíîå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îðáèòû. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ íàèáî-
ëåå èñïîëüçóåìûå íà ïðàêòèêå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñèëîâûõ
ôàêòîðîâ, à èìåííî: ãðàâèòàöèîííûõ ñèë ïðîòÿæåííîãî òåëà PV

(Voluminous) è ìàòåðèàëüíîé òî÷êè PP (Point); ðàäèàöèîííûõ PL

(Light) è ðåàêòèâíûõ PJ (Jet) ñèë, âûçâàííûõ ñîëíå÷íûì ñâåòîì;
ñèë àòìîñôåðíîãî òîðìîæåíèÿ PD (Drag), à òàêæå íåêîòîðûõ âîç-
ìóùàþùèõ ñèë îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè PR (Relativistic) â
ïîñòíüþòîíîâñêîì ïðèáëèæåíèè.

2.1. Ãðàâèòàöèÿ ïðîòÿæåííîãî òåëà

Ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë ïðîòÿæåííîãî òåëà (âíå åãî îáúåìà)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà Ëàïëàñà (Aíòoíoâ è äð., 1988)

V =
µ

b

∞∑
n=0

n∑
k=0

(
b

|x|

)n+1

P k
n (sinφ)(C

k
n cos kλ+ Sk

n sin kλ), (2.1)

ãäå µ � ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð òåëà; b � ìàñøòàáíûé ìíî-
æèòåëü (åñëè òåëî � ïëàíåòà, òî ýòî, êàê ïðàâèëî, åå ýêâàòîðè-
àëüíûé ðàäèóñ); P k

n (z) � ïðèñîåäèíåííûå ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà
ñòåïåíè n è èíäåêñà k; Ck

n è Sk
n � ãàðìîíè÷åñêèå êîýôôèöèåí-

òû (C0
0 = 1), õàðàêòåðèçóþùèå ãðàâèòàöèîííóþ ñòðóêòóðó òåëà;

φ è λ � ñîîòâåòñòâåííî øèðîòà è äîëãîòà òî÷êè, â êîòîðîé âû-
÷èñëÿåòñÿ ïîòåíöèàë. Ïðÿìîóãîëüíûå è ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû
ñâÿçàíû êàê

x1 = |x| cosφ cosλ, x2 = |x| cosφ sinλ, x3 = |x| sinφ.
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Çàìåòèì, ÷òî çäåñü âåêòîð ïîëîæåíèÿ x çàäàåòñÿ â ñèñòåìå êî-
îðäèíàò, æåñòêî ñâÿçàííîé ñ ãðàâèòèðóþùèì òåëîì, ñ íà÷àëîì â
öåíòðå ìàññ, ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî âîçäåé-
ñòâèÿ òåëà â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå íåîáõîäèìî çíàòü åãî îòíîñè-
òåëüíóþ äèíàìèêó.

Ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè (ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò φ è λ) â (2.1)
óñëîâíî äåëÿò íà òðè ãðóïïû: çîíàëüíûå (k = 0), òåññåðàëüíûå
(n > k) è ñåêòîðèàëüíûå (n = k). Åñëè ïðåäñòàâèòü îáëàñòü çíà-
÷åíèé −90◦ ≥ φ ≥ 90◦ è 0◦ ≥ λ ≥ 360◦ íà ñôåðå, òî ó÷àñòêè çíàêî-
ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèé ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê áóäóò èìåòü òèïè÷-
íûå äëÿ êàæäîé ãðóïïû êîíôèãóðàöèè: øèðîòíûå ïîëîñû äëÿ
çîíàëüíîé, ñôåðè÷åñêèå òðàïåöèè äëÿ òåññåðàëüíîé è ìåðèäèàí-
íûå ëåïåñòêè äëÿ ñåêòîðèàëüíîé. ×ëåí íóëåâîãî ïîðÿäêà µ/|x| â
(2.1), íå çàâèñÿùèé îò φ è λ, ñîîòâåòñòâóåò ãðàâèòàöèè îäíîðîä-
íîãî øàðà èëè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

Ââåäåì øàðîâûå ôóíêöèè

ckn = P k
n (sinφ)

cos kλ

|x|n+1
, skn = P k

n (sinφ)
sin kλ

|x|n+1
(2.2)

è ïåðåïèøåì ïîòåíöèàë (2.1) êàê (Brumberg, 1995)

V = µ

∞∑
n=0

n∑
k=0

bn(Ck
nc

k
n + Sk

ns
k
n). (2.3)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ øàðîâûõ ôóíêöèé (2.2) èñïîëüçóþò ðåêóð-
ðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ. Ñíà÷àëà âû÷èñëÿþò ôóíêöèè ïðè n = k:(

cn+1
n+1

sn+1
n+1

)
=

2n+ 1

|x|2

[
x1

(
cnn
snn

)
+ x2

(
−snn
cnn

)]
,

ãäå

c00 =
1

|x|
, s00 = 0;

çàòåì îñòàâøèåñÿ ôóíêöèè ïðè n > k:

(n− k + 1)

(
ckn+1

skn+1

)
= x3

2n+ 1

|x|2

(
ckn
skn

)
− n+ k

|x|2

(
ckn−1

skn−1

)
.
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Ñèëà ãðàâèòàöèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãðàäèåíò ïîòåíöèàëüíîé
ôóíêöèè ∂V/∂x, äëÿ ÷åãî òðåáóþòñÿ ïðîèçâîäíûå îò øàðîâûõ
ôóíêöèé ïî êîîðäèíàòàì. Îíè âû÷èñëÿþòñÿ ïî óæå èçâåñòíûì
çíà÷åíèÿì øàðîâûõ ôóíêöèé (Dro�zyner, 1977; Brumberg, 1995):

∂

∂x1

(
ckn
skn

)
= −1

2

(
ck+1
n+1

sk+1
n+1

)
+

1

2
(n− k + 2)(n− k + 1)

(
ck−1
n+1

sk−1
n+1

)
,

∂

∂x2

(
ckn
skn

)
=

1

2

(−sk+1
n+1

ck+1
n+1

)
+

1

2
(n− k + 2)(n− k + 1)

(−sk−1
n+1

ck−1
n+1

)
,

∂

∂x3

(
ckn
skn

)
= −(n− k + 1)

(
ckn+1

skn+1

)
,

ãäå ïðè k = 0

(n+ 2)(n+ 1)

(
c−1
n+1

s−1
n+1

)
=

(
−c1n+1

s1n+1

)
.

Òîãäà, ñîãëàñíî (2.3), ñèëà ãðàâèòàöèè áóäåò

PT
V =

∂V

∂x
= µ

∞∑
n=0

n∑
k=0

bn
(
Ck
n

∂ckn
∂x

+ Sk
n

∂skn
∂x

)
. (2.4)

Íåëüçÿ çàáûâàòü, ÷òî ñèëà (2.4) îïðåäåëÿåòñÿ â êîîðäèíàòíîé
ñèñòåìå, æåñòêî ñâÿçàííîé ñ òåëîì, ïîýòîìó òðåáóåòñÿ åùå âû-
ïîëíèòü åå ïðåîáðàçîâàíèå ê èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, îòíî-
ñèòåëüíî êîòîðîé ìîäåëèðóåòñÿ îðáèòà.

Åñëè èçâåñòíî òîëüêî çîíàëüíîå ïîëå (k = 0) ñ òî÷íîñòüþ äî
íåñêîëüêèõ ãàðìîíèê (êàê, íàïðèìåð, ó ãàçîâîãî ãèãàíòà Þïèòå-
ðà), èñïîëüçîâàòü ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðà-
âèòàöèîííîé ñèëû íåöåëåñîîáðàçíî è ëó÷øå ïðèáåãíóòü ê ÿâíûì
ôîðìóëàì

PT
V =

∂V

∂x
= µ

∑
n

C0
nb

n ∂

∂x

Pn(sinφ)

|x|n+1
, (2.5)

∂

∂x

Pn(sinφ)

|x|n+1
=

1

|x|n+1

[
P ′
n(sinφ)

∂

∂x
sinφ− Pn(sinφ)(n+ 1)

xT

|x|2

]
,
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∂

∂x
sinφ =

1

|x|

(
a− sinφ

x

|x|

)T

,

ãäå a = (0, 0, 1)T � îðò îñè àïïëèêàò.

2.2. Ãðàâèòàöèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

Ïîñêîëüêó V ∼ µ/|x| ïðè |x| → ∞, òî äîñòàòî÷íî îòäàëåííîå ãðà-
âèòèðóþùåå òåëî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó,
ñèëà ãðàâèòàöèè êîòîðîé â ñâÿçàííîé ñ íåé ñèñòåìå êîîðäèíàò çà-
äàåòñÿ êàê

PP = −µ x

|x|3
≡ F. (2.6)

Êîãäà òåëî (ñ ãðàâèòàöèîííûì ïàðàìåòðîì µP ) íå ÿâëÿåòñÿ öåí-
òðàëüíûì, à åãî ïîëîæåíèå â íåêîòîðîé àáñîëþòíîé êîîðäèíàòíîé
ñèñòåìå çàäàåòñÿ âåêòîðîì xP , áóäåì èìåòü ãðàâèòàöèîííóþ ñèëó

PP = −µP
x− xP

|x− xP |3
. (2.7)

Â îòíîñèòåëüíîé æå ñèñòåìå êîîðäèíàò, íà÷àëî êîòîðîé ñâÿçàíî
ñ öåíòðîì ìàññ êàêîãî-ëèáî äðóãîãî ìàòåðèàëüíîãî òåëà, ñëåäóåò
ó÷èòûâàòü èíåðöèàëüíóþ ñèëó, âûçûâàåìóþ âëèÿíèåì ãðàâèòè-
ðóþùåãî òåëà íà öåíòðàëüíîå. Òîãäà ôîðìóëà (2.7) ïåðåïèøåòñÿ
êàê

PP = −µP
x− xP

|x− xP |3
− µP

xP

|xP |3
. (2.8)

Öåíòðàëüíàÿ ñèëà (2.6) ïðè îòñóòñòâèè äðóãèõ ñèëîâûõ ôàê-
òîðîâ îïðåäåëÿåò êåïëåðîâñêîå äâèæåíèå, îïèñûâàåìîå çàäà÷åé
äâóõ òåë. Åñëè èññëåäóåìîå òåëî ìàññèâíîå ñ ãðàâèòàöèîííûì
ïàðàìåòðîì, ñêàæåì, µP , îíî áóäåò âûçûâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ
èíåðöèàëüíóþ (çàìåòèì, öåíòðàëüíóþ) ñèëó, è òîãäà ðåçóëüòèðó-
þùàÿ ñèëà îñòàíåòñÿ êåïëåðîâñêîé, íî ñ âèäîèçìåíåííûì ãðàâè-
òàöèîííûì ïàðàìåòðîì:

F = −µ x

|x|3
− µP

x

|x|3
= −(µ+ µP )

x

|x|3
.
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Îäíàêî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìû âñå æå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ
ôîðìóëîé (2.6), ïîëàãàÿ, ÷òî ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð èññëåäó-
åìîãî òåëà ëèáî ïðåíåáðåæèìî ìàë, ëèáî îí íåÿâíî âõîäèò â µ.

2.3. Ðàäèàöèîííûå ñèëû

Çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà íåáåñíûå òåëà, â îñîáåííîñòè íà ìåëêèå
÷àñòèöû, ìîãóò îêàçûâàòü ðàäèàöèîííûå ñèëû: ñâåòîâîå äàâëåíèå
è ýôôåêò Ïîéíòèíãà�Ðîáåðòñîíà. Ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâà-
íèè ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ âûñêàçûâàëîñü åùå È. Êåïëåðîì â XVII â.
äëÿ îáúÿñíåíèÿ îáðàçîâàíèÿ õâîñòîâ êîìåò ïðè èõ ïðîõîæäåíèè
âáëèçè Ñîëíöà, íî òîëüêî â 1873 ã. Äæ. Ìàêñâåëë (Maxwell, 1873)
îáúÿñíèë ýòî ÿâëåíèå â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè.
Â 1903 ã. Ä.Ã. Ïîéíòèíã âûÿâèë ýôôåêò òîðìîæåíèÿ â äâèæåíèè
ìàëûõ ìåòåîðîâ è êîñìè÷åñêîé ïûëè ïðè èõ ñáëèæåíèè ñ Ñîëí-
öåì (Poynting, 1903), è óæå â 1937 ã. Ã.Ï. Ðîáåðòñîí èíòåðïðåòè-
ðîâàë åãî ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé äèíàìèêè (Robertson,
1937). Âïîñëåäñòâèè òîðìîæåíèå ÷àñòèö ïîä äåéñòâèåì ñâåòà ñòà-
ëè íàçûâàòü ýôôåêòîì Ïîéíòèíãà�Ðîáåðòñîíà.

Â ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â öåíòðå ìàññ Ñîëíöà ðàäèà-
öèîííûå ñèëû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

PL = L
x

|x|
− L

(
ẋ · x
c|x|

x

|x|
+

ẋ

c

)
, L = κθ

a2E
|x|2

σ

m
, (2.9)

ãäå c � ñêîðîñòü ñâåòà; κ = 4.56 · 10−6 Í/ì2 � ñîëíå÷íàÿ ïîñòî-
ÿííàÿ; θ � ïîñòîÿííàÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ îòðàæàþùèå ñâîéñòâà
îáúåêòà (θ = 1 ñîîòâåòñòâóåò çåðêàëüíîìó îòðàæåíèþ); aE � àñò-
ðîíîìè÷åñêàÿ åäèíèöà (ñðåäíåå ðàññòîÿíèå îò Çåìëè äî Ñîëíöà);
σ èm � ïëîùàäü ìèäåëåâà ñå÷åíèÿ, îòíåñåííîãî ê ïëîñêîñòè, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîé âåêòîðó ïîëîæåíèÿ, è ìàññà èññëåäóåìîãî îáúåêòà
ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ â (2.9) îòâå÷àåò çà ñâåòîâîå
äàâëåíèå, âòîðàÿ � çà ýôôåêò Ïîéíòèíãà�Ðîáåðòñîíà.

Â çàâèñèìîñòè îò îòíîøåíèÿ ìèäåëåâà ñå÷åíèÿ σ ê ìàññå m
íåáåñíîãî òåëà ïðåîáëàäàþùèìè áóäóò ëèáî ñèëû ãðàâèòàöèîí-
íîãî ïðèòÿæåíèÿ, ëèáî ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ, ëèáî ðàäèàöèîííîãî
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òîðìîæåíèÿ, îáóñëîâëåííîãî ýôôåêòîì Ïîéíòèíãà�Ðîáåðòñîíà.
Òàê, íà ìàññèâíûå òåëà Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû îñíîâíîå âëèÿíèå îêà-
çûâàåò ñèëà ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà. Åñëè æå ìàññà íåáåñíîãî òå-
ëà î÷åíü ìàëà, äåéñòâèå ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ çíà÷èòåëüíî, íî ïðè
ýòîì åãî âëèÿíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäîñòàòî÷íûì, ÷òîáû âûòîëê-
íóòü ÷àñòèöó çà ãðàíèöû Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, ìåæäó òåì ýôôåêò
Ïîéíòèíãà�Ðîáåðòñîíà, äåéñòâóÿ íà äëèòåëüíîì èíòåðâàëå âðå-
ìåíè, áóäåò ïðèâîäèòü ê ìåäëåííîìó ïàäåíèþ ÷àñòèöû íà Ñîëí-
öå ïî ñïèðàëè. Íàêîíåö, äëÿ åùå áîëåå ìåëêèõ ÷àñòèö (íàïðè-
ìåð, êîñìè÷åñêîé ïûëè) ñâåòîâîå îòòàëêèâàíèå óæå ñóùåñòâåííî
ïðåîáëàäàåò êàê íàä òÿãîòåíèåì ê Ñîëíöó, òàê è íàä ýôôåêòîì
Ïîéíòèíãà�Ðîáåðòñîíà, è ñîëíå÷íûå ëó÷è áóäóò ãíàòü ÷àñòèöû ïî
ãèïåðáîëè÷åñêèì îðáèòàì çà ïðåäåëû Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàäèàöèîííûõ ñèë, î÷åâèäíî, íóæíî òàê-
æå ó÷èòûâàòü çàòìåííûå ÿâëåíèÿ, êîãäà èññëåäóåìûé îáúåêò ïî-
ïàäàåò â òåíü, îòáðàñûâàåìóþ äðóãèì íåáåñíûì òåëîì. Äëÿ ó÷å-
òà çàòìåííûõ ÿâëåíèé ââîäèòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ôóíêöèÿ òåíè
Φ, ôîðìàëüíî óìíîæàåìàÿ íà PL. Îíà ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿåò
ïëîùàäü âèäèìîé ñ îáúåêòà ÷àñòè äèñêà ñâåòèëà, ïåðåêðûâàåìîãî
îáúåìíûì òåëîì. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñâåòèëî è òåëî èìåþò øàðîîá-
ðàçíóþ ôîðìó, èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé íåòðóäíî âûâåñòè
ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèè òåíè.

Ïóñòü r � óãëîâîå ðàññòîÿíèå îòíîñèòåëüíî èññëåäóåìîãî îáú-
åêòà ìåæäó öåíòðàìè ñâåòèëà è çàñëîíÿþùåãî åãî òåëà ñ óãëîâû-
ìè ðàäèóñàìè èõ äèñêîâ rS è rP ñîîòâåòñòâåííî. Ðàäèóñû äèñêîâ
è óãëîâîå ðàññòîÿíèå îïðåäåëÿþòñÿ êàê

rS = arcsin
bS
|x|
, rP = arcsin

bP
|x− xP |

, r = arccos
x · (x− xP )

|x| |x− xP |
,

ãäå bS è bP � ñîîòâåòñòâóþùèå ðàäèóñû îáúåêòîâ â ïðîñòðàíñòâå.
Ôóíêöèÿ òåíè ââîäèòñÿ ïðè íåîáõîäèìîì óñëîâèè çàòìåíèÿ:

r < rS + rP è |x| > |x− xP |.

Åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Φ = 1− s

sS
,
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ãäå s � ïëîùàäü óùåðáà:

s =


sSP , åñëè r > |rS − rP |,
sP , åñëè r ≤ |rS − rP | è rP < rS ,

sS , åñëè r ≤ |rS − rP | è rP ≥ rS ;

sS , sP è sSP � ïëîùàäè äèñêîâ ñâåòèëà è òåëà, à òàêæå èõ ïåðå-
ñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî:

sS = πr2S , sP = πr2P , sSP =
r2S
2
(φS − sinφS) +

r2P
2
(φP − sinφP ).

Âåëè÷èíû φS è φP � ýòî óãëû ìåæäó ðàäèàëüíûìè íàïðàâëå-
íèÿìè èç öåíòðîâ äèñêîâ â òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ èõ ãðàíèö. Îíè
îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

φS = 2arccos

(
r2 + r2S − r2P

2rrS

)
, φP = 2arccos

(
r2 + r2P − r2S

2rrP

)
.

2.4. Ðåàêòèâíûå ñèëû

Ñóáëèìàöèÿ (èñïàðåíèå) ëüäà ïîä âîçäåéñòâèåì ñîëíå÷íîãî ñâåòà
íà ïîâåðõíîñòè êîìåòû âûçûâàåò ðåàêòèâíóþ ñèëó, çàìåòíî âëèÿ-
þùóþ íà îðáèòàëüíîå äâèæåíèå îáúåêòà ïðè åãî ïîäëåòå ê Ñîëí-
öó. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåãðàâèòàöèîííûõ ýôôåêòîâ, îáóñëîâëåí-
íûõ ñóáëèìàöèåé, êàê ïðàâèëî, ïðèáåãàþò ê ýìïèðè÷åñêîé ìîäåëè
Ìàðñäåíà�Ñåêàíèíû (Marsden et al., 1973). Ñîãëàñíî ýòîé ìîäåëè,
âåëè÷èíà ðåàêòèâíîé ñèëû îïðåäåëÿåòñÿ êàê

|PJ | = A

(
|x|
|x|0

)−m [
1 +

(
|x|
|x|0

)n]−k

,

ãäå x � ãåëèîöåíòðè÷åñêèé âåêòîð ïîëîæåíèÿ êîìåòû; m = 2.15;
n = 5.093; k = 4.6142; A = 0.111262; |x|0 = 2.808 à.å.

Íàïðàâëåíèå ðåàêòèâíîé ñèëû óäîáíî çàäàâàòü â îðáèòàëüíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

PJ = |PJ |(α1S+ α2T+ α3W), (2.10)
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ãäå S, T è W � ñîîòâåòñòâåííî ðàäèàëüíàÿ, òðàíñâåðñàëüíàÿ è
íîðìàëüíàÿ îðòû êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû, à êîíñòàíòû α1, α2 è α3

îïðåäåëÿþòñÿ èç íàáëþäåíèé ñîâìåñòíî ñ äðóãèìè îðáèòàëüíûìè
ïàðàìåòðàìè êîìåòû. Íàïîìíèì,

S =
x

|x|
, T = W × S, W =

x× ẋ

|x× ẋ|
.

Ìîäåëü (2.10) äîïóñêàåò èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ îò ïîÿâëåíèÿ
ê ïîÿâëåíèþ êîìåòû, ÷òî ïðåäïîëàãàåò ââåäåíèå äëÿ êàæäîé ñî-
ñòàâëÿþùåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ:

PJ = |PJ |(α1e
−β1τS+ α2e

−β2τT+ α3e
−β3τW),

ãäå β1, β2 è β3 � òàêæå îïðåäåëÿåìûå èç íàáëþäåíèé êîíñòàíòû,
à τ � âðåìÿ îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîé ýïîõè â ñóòêàõ, äåëåííîå
îáû÷íî íà 10000.

Ïîñêîëüêó ïàðàìåòð α3 îïðåäåëÿåòñÿ î÷åíü íåóâåðåííî, íà
ïðàêòèêå îáû÷íî èñïîëüçóþò óñå÷åííóþ ìîäåëü

PJ = |PJ |(α1e
−β1τS+ α2e

−β2τT). (2.11)

Çàìåòèì, ÷òî òðàíñâåðñàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ â (2.11) îáóñëîâ-
ëåíà ãëàâíûì îáðàçîì êîìáèíèðîâàííûì ýôôåêòîì ñóáëèìàöèè
è âðàùåíèÿ êîìåòû. Òàêèì îáðàçîì, ïî çíà÷åíèÿì îïðåäåëÿåìûõ
êîíñòàíò α2 è β2 ìîæíî ñóäèòü î ñêîðîñòè è óñêîðåíèè âðàùà-
òåëüíîãî äâèæåíèÿ îáúåêòà. Î÷åâèäíî, çíà÷åíèå α2 = 0 ñâèäå-
òåëüñòâóåò îá îòñóòñòâèè âðàùåíèÿ êîìåòû.

2.5. Àòìîñôåðíîå òîðìîæåíèå

Åñëè ìîäåëèðîâàíèå îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ âáëèçè
ïîâåðõíîñòè ìàññèâíîãî òåëà, âûñòëàííîé ãàçîâîé îáîëî÷êîé (àò-
ìîñôåðîé), òî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ ãàçà,
êîòîðûé ïðèâîäèò ê òîðìîæåíèþ èññëåäóåìîãî îáúåêòà.

Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ãàçà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

PD = −1

2
cD

σ

m
ρ|ẋ− ẋA|(ẋ− ẋA),
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ãäå cD � áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ (äëÿ ñèëüíî
ðàçðåæåííîãî ãàçà, íàïðèìåð, cD = 2); σ èm � ïëîùàäü ìèäåëåâà
ñå÷åíèÿ, îòíåñåííîãî ê ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îòíîñèòåëü-
íîìó âåêòîðó ñêîðîñòè â ãàçîâîé ñðåäå, è ìàññà îáúåêòà ñîîòâåò-
ñòâåííî; ρ � ïëîòíîñòü ãàçà; ẋA � ëîêàëüíàÿ ñêîðîñòü ãàçîâîãî
ïîòîêà.

Ãëàâíîé òðóäíîñòüþ ïðè ìîäåëèðîâàíèè àòìîñôåðíîãî òîð-
ìîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ïëîòíîñòè ρ è ñêîðîñòè ẋA, êîòî-
ðûå çàâèñÿò îò ìíîæåñòâà ôàêòîðîâ. Âïðî÷åì, ïðè ìîäåëèðîâà-
íèè îêîëîïëàíåòíîé îðáèòàëüíîé äèíàìèêè íà áîëüøèõ âûñîòàõ
ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî àòìîñôåðà èçîòåðìè÷åñêàÿ è ñòàöèîíàðíàÿ.
Òîãäà ẋA = ẋP + ω × (x − xP ), à ïëîòíîñòü áóäåò ðàñïðåäåëåíà
ýêñïîíåíöèàëüíî ïî âûñîòå h = |x− xP | − bP :

ρ = ρ0e
−(h−h0)/H ,

ãäå ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ïëàíåòû; ρ0 � ïëîòíîñòü àò-
ìîñôåðû íà âûñîòå h0; H � òàê íàçûâàåìàÿ øêàëà âûñîò.

2.6. Ðåëÿòèâèñòñêèå âîçìóùåíèÿ

Ïðèðîäó ãðàâèòàöèè îáúÿñíÿåò îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè,
ïîýòîìó íåáåñíàÿ ìåõàíèêà ïî ñóòè äîëæíà áûòü ðåëÿòèâèñòñêîé,
ïîñêîëüêó èññëåäóåìîå îðáèòàëüíîå äâèæåíèå åñòü ðåçóëüòàò ãëàâ-
íûì îáðàçîì ãðàâèòàöèîííûõ âçàèìîäåéñòâèé. Â áîëüøèíñòâå æå
ñëó÷àåâ ýòè ãðàâèòàöèîííûå âçàèìîäåéñòâèÿ äîñòàòî÷íî ñëàáûå,
è ñ òî÷êè çðåíèÿ àäåêâàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîâðåìåííûõ íàáëþ-
äåíèé òî÷íîñòü âåñüìà ñëîæíûõ óðàâíåíèé îáùåé òåîðèè îòíîñè-
òåëüíîñòè îêàçûâàåòñÿ èçáûòî÷íîé. Òåì íå ìåíåå ðåëÿòèâèñòñêèå
ýôôåêòû íàáëþäàþòñÿ, è ïîýòîìó îíè äîëæíû êàêèì-òî îáðàçîì
ó÷èòûâàòüñÿ ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè îðáèò.

Äîñòàòî÷íî ïðîñòûå óðàâíåíèÿ ñ ðåëÿòèâèñòñêèìè ïîïðàâêà-
ìè óäàåòñÿ ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ïîñòíüþòîíîâñêîãî ïðèáëèæå-
íèÿ îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (ò.å. ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ
ïîðÿäêà |ẋ|2/c2) â ãàðìîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ è â äèíàìè÷åñêè
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íåâðàùàþùåéñÿ êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå (Áðóìáåðã, 1972). Ïðåä-
ñòàâèì íàèáîëåå çíà÷èìûå ðåëÿòèâèñòñêèå ïîïðàâêè, à èìåííî
øâàðöøèëüäîâñêèå, êîòîðûå îáóñëîâëåíû ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷-
íûì ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì îäíîãî ìàññèâíîãî òåëà. Â êîîðäèíàò-
íîé ñèñòåìå, ñâÿçàííîé ñ ýòèì òåëîì, îíè áóäóò èìåòü âèä

PR = 4
µ2

c2|x|4
x+

µ

c2|x|3
[4(x · ẋ)ẋ− (ẋ · ẋ)x].

2.7. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñèëîâûõ ôàêòîðîâ

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, íàáîð ìîäåëèðóåìûõ ñèë îïðåäåëÿåò-
ñÿ â ðàìêàõ ôèçè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñ ó÷åòîì õàðàêòåð-
íûõ îñîáåííîñòåé èññëåäóåìîãî îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ, à òàê-
æå ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåìîãî íåáåñíîãî òåëà. Â êà÷å-
ñòâå ïðèìåðà ïðîâåäåì àíàëèç ñòåïåíè âëèÿíèÿ íåêîòîðûõ îñíîâ-
íûõ ñèëîâûõ ôàêòîðîâ íà äâèæåíèå áëèçêîãî ñïóòíèêà Þïèòåðà
Àìàëüòåè.

Ñïóòíèê Àìàëüòåÿ � ìàëûé îáúåêò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû ñ ðàç-
ìåðàìè ïîðÿäêà 250 × 150 × 150 êì. Îí äâèæåòñÿ âíóòðè îð-
áèò ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ, ñàìûõ êðóïíûõ â Ñîëíå÷íîé ñèñòåìå,
ïî ïî÷òè êðóãîâîé éîâèýêâàòîðèàëüíîé îðáèòå íà ðàññòîÿíèè îò
Þïèòåðà 2.5 åãî ðàäèóñà. Ââèäó ÷ðåçâû÷àéíîé áëèçîñòè ñïóòíèêà
ê Þïèòåðó, åãî äâèæåíèå ãëàâíûì îáðàçîì ïîä÷èíåíî ìîùíîìó
ãðàâèòàöèîííîìó âëèÿíèþ ìàññèâíîé ïëàíåòû, âñëåäñòâèå ÷åãî
÷àñòîòà îáðàùåíèÿ ñïóòíèêà î÷åíü âûñîêà è ñîîòâåòñòâóþùèé åé
ïåðèîä ñîñòàâëÿåò ïî÷òè 0.5 ñóò.

Ôèçè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è â äàííîì ñëó÷àå ôîðìóëèðóåò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå ñïóòíèêà
Àìàëüòåè, îáúåêòà ñ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé ìàññîé, â ïîëå òÿãî-
òåíèÿ Þïèòåðà (ñ òî÷íîñòüþ äî 6-é çîíàëüíîé ãàðìîíèêè) ïîä
äåéñòâèåì ãðàâèòàöèîííûõ ñèë ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ, Ñîëíöà è
ñòîðîííèõ ïëàíåò, à òàêæå ðåëÿòèâèñòñêèõ âîçìóùàþùèõ ñèë â
ðàìêàõ çàäà÷è Øâàðöøèëüäà. Ââèäó ìàëûõ ðàçìåðîâ ãðàâèòè-
ðóþùèõ òåë: ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ, Ñîëíöà è ïëàíåò (çà èñêëþ-
÷åíèåì Þïèòåðà), ïî îòíîøåíèþ ê èõ ðàññòîÿíèÿì äî Àìàëüòåè
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Ðèñ. 2.1. Âîçìóùåíèÿ â ñðåäíåì äâèæåíèè Àìàëüòåè

îíè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ìàòåðèàëüíûå òî÷êè. Êîîðäèíàòû ãà-
ëèëååâûõ ñïóòíèêîâ âû÷èñëÿþòñÿ èç òåîðèè Ëåéíè L1 (Lainey
et al., 2004), à êîîðäèíàòû Ñîëíöà è ïëàíåò � èç ýôåìåðèäû
DE405 (Standish, 1998). Êîíñòàíòû ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Þïèòå-
ðà, à òàêæå ìàññû ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ áåðóòñÿ èç òåîðèè Ëèñêå
E5 (Lieske, 1998), òîãäà êàê ìàññû ñòîðîííèõ ïëàíåò (îòíîñèòåëü-
íî ìàññû Ñîëíöà) � èç DE405.

Ñòåïåíü âëèÿíèÿ ñèëîâûõ ôàêòîðîâ íà îðáèòàëüíîå äâèæå-
íèå Àìàëüòåè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2.1. Ðåçóëüòàòû íà ðèñóíêå
ïîëó÷åíû ïóòåì ÷èñëåííîé îöåíêè ñêîðîñòè âåêîâûõ îòêëîíåíèé
(âîçìóùåíèé) â ñðåäíåé äîëãîòå âñëåäñòâèå èãíîðèðîâàíèÿ òåõ
èëè èíûõ ñèë. Òàêèì îáðàçîì, ýòè ðåçóëüòàòû ìîæíî òàêæå ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ìîäåëüíûå îøèáêè, âûçâàííûå íåó÷åòîì ñèëîâûõ
ôàêòîðîâ. Ðàçóìååòñÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü îöåíêè îòêëîíåíèé â êî-
îðäèíàòàõ, íóæíî óìíîæèòü ñîîòâåòñòâóþùèå îòêëîíåíèÿ â äîë-
ãîòå íà ðàäèóñ-âåêòîð ñïóòíèêà. Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû äëÿ íó-
ëåâîé ãàðìîíèêè éîâèïîòåíöèàëà íå ïðèâîäÿòñÿ ââèäó î÷åâèäíîé
íåîáõîäèìîñòè åå ó÷åòà ïðè ìîäåëèðîâàíèè.

Èç ðèñ. 2.1 âèäíî, ÷òî íàèáîëåå âåñîìûìè ÿâëÿþòñÿ âëèÿíèÿ
îò ïåðâûõ äâóõ ÷åòíûõ ãàðìîíèê ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Þïèòå-



2.7. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñèëîâûõ ôàêòîðîâ 37

ðà (J2, J4), à òàêæå îò ïðèòÿæåíèÿ íàèáîëåå áëèçêîãî ãàëèëååâà
ñïóòíèêà Èî (G1). Â ÷àñòíîñòè, óæå ÷åðåç 10 ëåò âîçìóùåíèå â
áûñòðîé ïåðåìåííîé îò ñæàòèÿ Þïèòåðà ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêà îä-
íîãî îáîðîòà. Âîçìóùåíèÿ îò äðóãèõ ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ (G2,
G3, G4), î÷åâèäíî, óìåíüøàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óäàëåííîñòüþ
îò ïëàíåòû. Ñòåïåíü âëèÿíèÿ ïðèòÿæåíèé Ñîëíöà (Sun) è íàè-
áîëåå äàëåêîãî ãàëèëååâà ñïóòíèêà Êàëëèñòî (G4), à òàêæå ðåëÿ-
òèâèñòñêèõ ýôôåêòîâ (Rltvty) ïðèáëèçèòåëüíî îäíîãî ïîðÿäêà.
Íàèìåíüøèé âêëàä â äâèæåíèå Àìàëüòåè âíîñÿò âîçìóùåíèÿ îò
ñòîðîííèõ ïëàíåò (Plnts).

Êðîìå òîãî, íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû îöåíêè âîçìóùåíèé, îáó-
ñëîâëåííûõ îøèáêàìè èíòåãðèðîâàíèÿ (IntErr) è óïðîùåíèåì
îðáèòàëüíîé ìîäåëè ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ äî êðóãîâîé (CircG).
Âèäíî, ÷òî âëèÿíèå îøèáîê èíòåãðèðîâàíèÿ, êàê è ïîëàãàåòñÿ,
ñóùåñòâåííî ìåíüøå ó÷èòûâàåìûõ âîçìóùåíèé. Â òî æå âðåìÿ
îöåíêà CircG ïîêàçûâàåò, ÷òî îøèáêà âñëåäñòâèå óïðîùåíèÿ îð-
áèòàëüíîé ìîäåëè ñïóòíèêîâ-ãèãàíòîâ íàñòîëüêî âåëèêà, ÷òî åå
èñïîëüçîâàíèå äëÿ èòîãîâîé îáðàáîòêè íàáëþäåíèé áëèçêèõ ñïóò-
íèêîâ ñîâåðøåííî íåäîïóñòèìî.



Çàêîíû ïðèðîäû âûðàæàþòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.

È. Íüþòîí

Ãëàâà 3. ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ

ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÎÐÁÈÒ

Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè èññëåäóåìûå îðáèòû íåáåñíûõ òåë
ôîðìàëèçóþòñÿ íà îñíîâå ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
êîòîðûå èíòåãðèðóþòñÿ ÷èñëåííî. Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ âûñîêîýô-
ôåêòèâíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ î÷åíü âàæíî, íàñêîëüêî óäà÷íî âû-
áðàíû óðàâíåíèÿ, ïîñêîëüêó îò ýòîãî íåïîñðåäñòâåííî çàâèñÿò
òî÷íîñòü è áûñòðîäåéñòâèå èõ èíòåãðèðîâàíèÿ.

Êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ â ïðÿìîóãîëü-
íûõ êîîðäèíàòàõ îòíîñèòåëüíî ìàññèâíîãî öåíòðàëüíîãî òåëà ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå

d2x
dt2

= − µ

|x|3
x+P ≡ F+P. (3.1)

Çäåñü x � âåêòîð ïîëîæåíèÿ; t � âðåìÿ; µ � ãðàâèòàöèîííûé ïà-
ðàìåòð öåíòðàëüíîãî òåëà; F è P � öåíòðàëüíàÿ è âîçìóùàþùàÿ
ñèëû, ïðè÷åì îáû÷íî |P| ≪ |F|.

×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé (3.1) ñâÿçàíî ñî ñëåäóþ-
ùèìè òðóäíîñòÿìè. Ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
áûñòðîèçìåíÿþùèåñÿ ôóíêöèè, êîòîðûå íåîáõîäèìî èíòåãðèðî-
âàòü ñ ìàëûì øàãîì. Ýòî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ îáúåìà âû÷èñ-
ëåíèé, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîïðÿæåíî ñ áûñòðûì íàêîïëåíèåì
îøèáîê îêðóãëåíèÿ. Äàííàÿ òðóäíîñòü óñóãóáëÿåòñÿ íàëè÷èåì â
óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ îñîáåííîñòè ïðè x = 0, ÷òî â ñëó÷àå âûñî-
êîýêñöåíòðè÷íûõ îðáèò ñòàíîâèòñÿ ïðè÷èíîé ñèëüíî íåðàâíîìåð-
íîãî ïîâåäåíèÿ âåëè÷èíû ïðàâîé ÷àñòè (3.1). Êðîìå òîãî, óðàâ-
íåíèÿ íåóñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíîâó. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëÿïóíîâ-
ñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè ÷èñëåí-
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íîì èíòåãðèðîâàíèè ñîçäàåò áëàãîïðèÿòíûå óñëîâèÿ äëÿ óñèëå-
íèÿ âñåâîçìîæíûõ îøèáîê, íåèçáåæíî ñîïðîâîæäàþùèõ ëþáîé
÷èñëåííûé ïðîöåññ.

Â äàííîé ãëàâå ìû ñôîêóñèðóåì ñâîå âíèìàíèå íà èçâåñòíûõ
ìåòîäàõ ôîðìàëèçîâàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îðáèòàëüíîãî äâèæå-
íèÿ, êîòîðûå óñòðàíÿþò íàçâàííûå âûøå òðóäíîñòè. Áóäåì íàçû-
âàòü èõ ìåòîäàìè òåîðèè ñïåöèàëüíûõ âîçìóùåíèé10 (Àâäþøåâ,
2006b; Àâäþøåâ, 2007). Ïîëó÷åíèå ñ èõ ïîìîùüþ êà÷åñòâåííî íî-
âûõ óðàâíåíèé, êàê ïðàâèëî, îñíîâûâàåòñÿ íà íåêîòîðîé àïðèîð-
íîé èíôîðìàöèè îá èññëåäóåìîì îðáèòàëüíîì äâèæåíèè. Áîëü-
øèíñòâî èç òåõ ìåòîäîâ, êîòîðûå çäåñü èçëàãàþòñÿ, îñíîâàíî íà
ðåøåíèÿõ çàäà÷è äâóõ òåë â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èññëåäóåìàÿ îð-
áèòà áëèçêà ê êåïëåðîâñêîé. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðèì ìåòîäû ëè-
íåàðèçàöèè è ðåãóëÿðèçàöèè, ñãëàæèâàþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìå-
òîäû âàðèàöèè êîîðäèíàò (Ýíêå) è ïîñòîÿííûõ (Ëàãðàíæà), ÷èñ-
ëåííóþ ñòàáèëèçàöèþ Áàóìãàðòå è Íàêîçè, à òàêæå äàäèì îáîñ-
íîâàíèå èõ ïðèìåíåíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷ íåáåñíîé ìåõàíèêè. Äà-
ëåå ïðîâåäåì ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè ïîëó÷àåìûõ
óðàâíåíèé ïðèìåíèòåëüíî ê ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ ñïóòíè-
êîâûõ, àñòåðîèäíûõ è ïëàíåòíûõ îðáèò, äëÿ òîãî ÷òîáû äàòü ÷åò-
êèå ðåêîìåíäàöèè ïî èõ èñïîëüçîâàíèþ.

3.1. Ëèíåéíûå è ðåãóëÿðíûå óðàâíåíèÿ

Ïðîáëåìà ðåãóëÿðèçàöèè äâîéíûõ ñîóäàðåíèé â çàäà÷å òðåõ òåë
â ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àå âïåðâûå áûëà ðàññìîòðåíà Ê. Ñóíä-
ìàíîì (Sundman, 1912). Â ÷àñòíîñòè, áûëî âûâåäåíî ðåãóëÿðèçè-
ðóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, êîòîðîå íàøëî
ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ ìåòîäàõ ðåãóëÿðèçàöèè äâîéíûõ ñîóäàðå-
íèé, ïðåäëîæåííûõ ïîñëå Ñóíäìàíà. Ò. Ëåâè-×èâèòà (Levi-Civita,
1903) óäàëîñü ïîëó÷èòü ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò äëÿ ïëîñêîãî
ñëó÷àÿ, ïîçâîëÿþùåå âìåñòå ñ âðåìåíí�ûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ñóíä-

10Â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå ïîä ñïåöèàëüíûìè âîçìóùåíèÿìè ïîíèìàþò
÷èñëåííûå ìåòîäû (Õåððèê, 1977; Ðîé, 1981).



40 3. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îðáèò

ìàíà ïðèâåñòè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ íåâîçìóùåííîé çàäà÷è äâóõ
òåë ê ëèíåéíîìó âèäó.

Â äàëüíåéøåì ïîÿâèëîñü ìíîãî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ïîñòðîå-
íèþ ðàçëè÷íûõ ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé (Stiefel et al.,
1967; Ñåáåõåé, 1982; Baumgarte, Stiefel, 1974). Äåòàëüíûé îáçîð
ðàáîò íà ýòó òåìó ïðåäñòàâëåí Â. Ñåáåõååì (Ñåáåõåé, 1982), êîòî-
ðûé èññëåäîâàë ðåãóëÿðèçàöèþ â îãðàíè÷åííîé çàäà÷å òðåõ òåë.
Ðàçðàáîòàí ðÿä ìåòîäîâ (Baumgarte, Stiefel, 1974; Øåôåð, 1986;
Brumberg, Brumberg, 1999), ïîíèæàþùèõ ïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ðåãóëÿðèçèðóþùèõ èõ ðåøåíèå
ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé íåçàâèñèìîé ïå-
ðåìåííîé.

Ï. Êóñòààíõåéìî è Å. Øòèôåëþ (Kustaanheimo, Stiefel, 1965)
óäàëîñü ïðîäîëæèòü êîîðäèíàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåâè-×èâèòû
íà ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ýòî ïîçâîëèëî àäàïòèðîâàòü ëè-
íåéíóþ òåîðèþ çàäà÷è äâóõ òåë äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ñëó÷àÿ,
÷òî ÿâëÿåòñÿ, ïîæàëóé, åäâà ëè íå ñàìûì èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì
â òåîðèè ðåãóëÿðèçàöèè.

Ä. Õåããè (Heggie, 1974) ïðåäëîæåíû áîëåå îáùèå ðåãóëÿðèçè-
ðóþùèå àëãîðèòìû, óñòðàíÿþùèå îñîáåííîñòè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â îêðåñòíîñòÿõ äâîéíûõ ñîóäàðåíèé â
îáùåé çàäà÷å N òåë. Àëãîðèòìû Õåããè íàøëè øèðîêîå ïðèìå-
íåíèå â çàäà÷àõ íåáåñíîé ìåõàíèêè (Aarseth, Zare, 1974; Øåôåð,
1980; Mikkola, 1985). Îäíîâðåìåííî ñ Õåããè ïðèìåíèòåëüíî ê çà-
äà÷àì çâåçäíîé äèíàìèêè Ñ. Ààðñåòîì è Ê. Çàðå (Aarseth, Zare,
1974) áûëè ðàçðàáîòàíû ýôôåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ðåãó-
ëÿðèçàöèè òðîéíûõ ñîóäàðåíèé. Ïîçæå Ñ. Ìèêêîëîé è Ñ. Ààðñå-
òîì (Mikkola, Aarseth, 1990) ïðåäëîæåíà òàê íàçûâàåìàÿ öåïî÷íàÿ
ðåãóëÿðèçàöèÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ êðàòíûõ ñáëèæåíèé ìíîãèõ òåë.

Çàìåòíûé âêëàä â ðàçâèòèå KS-àëãîðèòìîâ âíåñ êîëëåêòèâ
òîìñêèõ íåáåñíûõ ìåõàíèêîâ. Èõ ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå òåîðåòè-
÷åñêèì è ýêñïåðèìåíòàëüíûì èññëåäîâàíèÿì ðåãóëÿðèçèðóþùèõ
ïðåîáðàçîâàíèé Êóñòààíõåéìî�Øòèôåëÿ íà ïðåäìåò ýôôåêòèâ-
íîñòè èõ èñïîëüçîâàíèÿ â ÷èñëåííûõ ìîäåëÿõ äâèæåíèÿ ðàçëè÷-
íûõ íåáåñíûõ îáúåêòîâ, ïîçâîëèëè çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèòü îá-
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ëàñòü èõ ïðèìåíåíèÿ âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ íåáåñíîé ìå-
õàíèêè (Øåôåð, 1980; Áîðäîâèöûíà, Øàðêîâñêèé, 1994; Áîðäî-
âèöûíà è äð., 1998b; Àâäþøåâ, 1999; Bordovitsyna et al., 2001; Àâ-
äþøåâ, 2004).

Öåëü ìåòîäîâ ëèíåàðèçàöèè è ðåãóëÿðèçàöèè ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ëèíåéíîì è â ðåãóëÿð-
íîì âèäå. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà óðàâíåíèÿ íåâîçìóùåííîãî îðáè-
òàëüíîãî äâèæåíèÿ

d2x
dt2

= F(x). (3.2)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (3.2) èìåþò èíòåãðàëû

Gi(t,x, ẋ)− gi ≡ 0 (i = 1, . . . , n),

Hj(t,x, ẋ)− hj ≡ 0 (j = 1, . . . ,m). (3.3)

Çäåñü Gi è Hj � âåêòîðíûå è ñêàëÿðíûå èíòåãðàëüíûå ôóíêöèè
ñîîòâåòñòâåííî, à gi è hj � èíòåãðàëüíûå ïàðàìåòðû, êîòîðûå â
íåâîçìóùåííîì äâèæåíèè ïîñòîÿííû. Äàëåå ââåäåì êîîðäèíàòíîå
è âðåìåííîå ïðåîáðàçîâàíèÿ

x = Au, dt = f(x)ds, (3.4)

êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïåðåéòè ê íîâûì ïåðåìåííûì u è s.
Ãëàâíàÿ èäåÿ ëèíåàðèçàöèè è ðåãóëÿðèçàöèè ñîñòîèò âî ââåäå-

íèè â óðàâíåíèÿ, çàïèñàííûå â íîâûõ ïåðåìåííûõ, èíòåãðàëüíûõ
ñîîòíîøåíèé (3.3) (Szebehely, 1976). Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèÿ ïðè-
íèìàþò âèä (Øåôåð, 1991)

u′′ = A−1(f2F+ f−1f ′(Au′ +A′u)− 2A′u′ −A′u)+

+A−1
n∑

i=1

Ni(Gi − gi) +A−1
m∑
j=1

Mj(Hj − hj), (3.5)

ãäå øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî s, à Ni è Mj � íåîïðåäå-
ëåííûå êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå çàäàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
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óðàâíåíèÿ ïðèíèìàëè ëèíåéíûé è ðåãóëÿðíûé âèä (Øåôåð, 1991)

u′′ = k1(g1, . . . ,gn, h1, . . . , hm)︸ ︷︷ ︸
const

u+k2(g1, . . . ,gn, h1, . . . , hm)︸ ︷︷ ︸
const

. (3.6)

Â âîçìóùåííîì ñëó÷àå, ïðèìåíÿÿ âûøåèçëîæåííûå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ, áóäåì èìåòü ñëàáîíåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âèäà

u′′ = k1(g1, . . . ,gn, h1, . . . , hm)u+k2(g1, . . . ,gn, h1, . . . , hm)+P(P).
(3.7)

Ïîñêîëüêó çäåñü èíòåãðàëüíûå ïàðàìåòðû óæå íå ÿâëÿþòñÿ ïî-
ñòîÿííûìè è, êðîìå òîãî, âñëåäñòâèå ïîÿâëåíèÿ âîçìóùàþùåé ñè-
ëû P = P(t) ïðàâàÿ ÷àñòü ñòàíîâèòñÿ ôóíêöèåé âðåìåíè, ñèñòåìó
(3.7) íåîáõîäèìî äîïîëíèòü óðàâíåíèÿìè

g′
i = f

∂Gi

∂ẋ
P (i = 1, . . . , n),

h′j = f
∂Hj

∂ẋ
P (j = 1, . . . ,m), t′ = f.

Î÷åâèäíîå íåóäîáñòâî â èñïîëüçîâàíèè ðåãóëÿðíûõ óðàâíåíèé
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôèçè÷åñêîå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïå-
ðåìåííîé. Â ýòîé ñâÿçè âîçíèêàåò ïðîáëåìà âûõîäà íà çàäàííûé
ìîìåíò âðåìåíè t, òàê êàê íåâîçìîæíî çàðàíåå, äî ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ, òî÷íî óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò ôèê-
òèâíîãî âðåìåíè s êàê íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Ïðîáëåìà îáû÷íî
ðàçðåøàåòñÿ ïóòåì ðåîðãàíèçàöèè ïðîöåññà ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ. Âûõîä èç èíòåãðàòîðà íà çàäàííûé ìîìåíò ôèçè÷åñêîãî
âðåìåíè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Âìåñòî ôèêòèâíîãî âðåìåíè íà êàæäîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ
âåäåòñÿ êîíòðîëü çà ôèçè÷åñêèì âðåìåíåì. ×èñëåííîå èíòåãðè-
ðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ â îáû÷íîì ðåæèìå (ñ ïîñòîÿííîé èëè ïåðå-
ìåííîé âåëè÷èíîé øàãà ∆s) äî òåõ ïîð, ïîêà çàäàííûé ìîìåíò
ôèçè÷åñêîãî âðåìåíè t íå îêàæåòñÿ âíóòðè øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ,
ò.å. ìåæäó ìîìåíòàìè â íà÷àëå è â êîíöå øàãà. Äàëåå âåëè÷èíà
øàãà ∆s, ñîãëàñíî äèôôåðåíöèàëüíîìó ñîîòíîøåíèþ (3.4), âûáè-
ðàåòñÿ ïî ïðèáëèæåííîé ôîðìóëå ∆s = ∆t/f , ãäå ∆t � ðàçíîñòü
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ìåæäó çàäàííûì ìîìåíòîì ôèçè÷åñêîãî âðåìåíè è ìîìåíòîì íà
êîíöå øàãà. Ïîñêîëüêó âûáîð ∆s ïðèáëèæåííûé, åãî òðåáóåòñÿ
ïîâòîðèòü åùå íåñêîëüêî ðàç, ïîêà âåëè÷èíà |∆t| íå ñòàíåò ïðå-
íåáðåæèìî ìàëîé.

Â ðåçóëüòàòå ïîäáîðà ïðåîáðàçîâàíèé (3.4), à òàêæå ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâNi èMj ìîæíî ïîëó÷èòü ìíîãî÷èñëåí-
íîå ñåìåéñòâî ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (3.7).
Ñðåäè òàêèõ ñèñòåì øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ íà ïðàêòèêå ñèñòåìû
óðàâíåíèé â ïåðåìåííûõ Øïåðëèíãà�Áîäå (SB) (Burdet, 1968;
Sperling, 1969; Silver, 1975)11 è Êóñòààíõåéìî�Øòèôåëÿ (KS) (Kus-
taanheimo, Stiefel, 1965; Stiefel, Scheifele, 1971).

3.1.1. Óðàâíåíèÿ â ïåðåìåííûõ Øïåðëèíãà�Áîäå

Â ñèñòåìå SB-óðàâíåíèé x = u, dt = |x|ds (ïðåîáðàçîâàíèå Ñóíä-
ìàíà), à â êà÷åñòâå èíòåãðàëîâ âûñòóïàþò èíòåãðàëû ýíåðãèè h è
Ëàïëàñà g (ñì. Ïðèëîæåíèå)

h =
ẋ2

2
− µ

|x|
, g = ẋ× (x× ẋ)− µ x

|x|
,

òîãäà êàê ñàìè óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

x′′ − 2hx+ g = |x|2P,

g′ = 2x(x′ ·P)− x′(x ·P)−P(x · x′), h′ = (x′ ·P), (3.8)

τ ′ = − 1

2h

[
µ+ |x|(x ·P)− (x · x′)

|x|
h′

h

]
, t = τ +

1

2h

(x · x′)

|x|
.

Çäåñü äëÿ îïðåäåëåíèÿ âðåìåíè t ââîäèòñÿ âðåìåííîé ýëåìåíò τ ,
êîòîðûé â ñëàáîâîçìóùåííîì äâèæåíèè âåäåò ñåáÿ ïî÷òè ëèíåé-
íî, à ïîòîìó èíòåãðèðîâàíèå åãî óðàâíåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ òî÷íåå.
Ñêîðîñòè ẋ è x′ îòíîñèòåëüíî ôèçè÷åñêîãî âðåìåíè è ôèêòèâíîãî,
î÷åâèäíî, ñâÿçàíû êàê ẋ = x′/|x|.

11Õîòÿ ïîäîáíûå óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â áîëåå ðàííåé ðàáîòå (Äóáîøèí,
1964).
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Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ýëëèïòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ (h < 0) óäîáíåå
èñïîëüçîâàòü SB-óðàâíåíèÿ, çàïèñàííûå îòíîñèòåëüíî òàê íàçû-
âàåìîé îáîáùåííîé ýêñöåíòðè÷åñêîé àíîìàëèè E, êîòîðàÿ ñâÿ-
çàíà ñ ôèêòèâíûì âðåìåíåì s ïîñðåäñòâîì äèôôåðåíöèàëüíîãî
ñîîòíîøåíèÿ dE = 2ωds, ãäå ω =

√
−h/2 (Stiefel, Scheifele, 1971).

Ïîñëå ïåðåõîäà ê íîâîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó

x′′ + x+
g

4ω2
=

1

4ω2
[|x|2P+ (x′ ·P)x′],

g′ = 2x(x′ ·P)− x′(x ·P)−P(x · x′), ω′ = − 1

4ω
(x′ ·P), (3.9)

τ ′ =
1

8ω3

[
µ+ |x|(x ·P) + 2

(x · x′)

|x|
(x′ ·P)

]
, t = τ − 1

2ω

(x · x′)

|x|
.

Çäåñü øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ óæå ïî îáîáùåííîé ýêñöåí-
òðè÷åñêîé àíîìàëèè E, è ñîîòâåòñòâåííî ñêîðîñòè ẋ è x′ áóäóò
ñâÿçàíû êàê ẋ = 2ωx′/|x|.

3.1.2. Óðàâíåíèÿ â ïåðåìåííûõ Êóñòààíõåéìî�

Øòèôåëÿ

Ñèñòåìà KS-óðàâíåíèé ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ââåäåíèÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèé x = L(u)u, dt = |x|ds, ãäå u = (u1, u2, u3, u4)

T �
4-ìåðíûé ïîçèöèîííûé âåêòîð; L(u) � ìàòðèöà Êóñòààíõåéìî�
Øòèôåëÿ (îáîáùåííàÿ ìàòðèöà Ëåâè-×èâèòû) (Stiefel, Scheifele,
1971; Ïîëåùèêîâ, Õîëîïîâ, 1999):

L(u) =


u1 −u2 −u3 u4
u2 u1 −u4 −u3
u3 u4 u1 u2
u4 −u3 u2 −u1

 .

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü âåêòîð ïîëîæåíèÿ x � 4-ìåðíûé, ïîëó÷àå-
ìûé èç 3-ìåðíîãî ïóòåì äîáàâëåíèÿ ÷åòâåðòîé íóëåâîé êîìïî-
íåíòû: x = (x1, x2, x3, 0)

T . Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîé îðáèòå ôè-
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çè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà x áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêîå ñåìåéñòâî îðáèò ïðîñòðàíñòâà u. ×òîáû â íà÷àëå èíòå-
ãðèðîâàíèÿ âûäåëèòü èç íèõ åäèíñòâåííóþ, ìîæíî, ñîãëàñíî KS-
ïðåîáðàçîâàíèþ, èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ñâîäêó ôîðìóë (Stiefel,
Scheifele, 1971): åñëè x1 ≥ 0,

u21 =
|x|+ x1

2
, u2 =

x2
2u1

, u3 =
x3
2u1

, u4 = 0;

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

u1 =
x2
2u2

, u22 =
|x| − x1

2
, u3 = 0, u4 =

x3
2u2

.

Ìåæäó òåì ñêîðîñòè ẋ è u′ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

ẋ =
2

|u|2
L(u)u′, u′ =

1

2
LT (u)ẋ.

Ïðèâåäåíèå óðàâíåíèé ê ëèíåéíîìó è ðåãóëÿðíîìó âèäó â KS-
ïåðåìåííûõ ñ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé s îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì
ïðè èñïîëüçîâàíèè ëèøü èíòåãðàëà ýíåðãèè, è òîãäà ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê

u′′ − h

2
u =

|u|2

2
LTP, h′ = 2(u′ · LTP), (3.10)

τ ′ = − 1

2h

[
µ+ |u|2(u · LTP)− 2(u · u′)

h′

h

]
, t = τ +

1

h
(u · u′).

Êàê è äëÿ SB-óðàâíåíèé â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ,
ïîñëå ââåäåíèÿ îáîùåííîé ýêñöåíòðè÷åñêîé àíîìàëèè KS-óðàâ-
íåíèÿ ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê âèäó

u′′ +
1

4
u =

1

4ω2

[
|u|2

2
LTP+ 2(u′ · LTP)u′

]
, ω′ = − 1

2ω
(u′ · LTP),

(3.11)

τ ′ =
1

8ω3

[
µ+ |u|2(u · LTP) + 8(u · u′)(u′ · LTP)

]
,
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t = τ − 1

ω
(u · u′).

Çäåñü øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî àíîìàëèè E, è ñîîòâåò-
ñòâåííî ñêîðîñòè ẋ è u′ áóäóò ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

ẋ =
4ω

|u|2
L(u)u′, u′ =

1

4ω
LT (u)ẋ.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (3.9) è (3.11) îáëàäàþò ñòà-
áèëèçèðóþùèìè ñâîéñòâàìè. Äåéñòâèòåëüíî, â íåâîçìóùåííîì ñëó-
÷àå ýòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê ãàðìîíè÷åñêèì îñöèëëÿ-
òîðàì, ðåøåíèÿ êîòîðûõ, êàê èçâåñòíî, óñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíîâó.
Â âîçìóùåííîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåóñòîé÷èâû, îäíàêî
ýòà íåóñòîé÷èâîñòü áóäåò ãîðàçäî ìåíåå îïàñíîé äëÿ ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ, íåæåëè íåóñòîé÷èâîñòü êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé
(3.1) (Avdyushev, 2003).

Íà ðèñ. 3.1 íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåòñÿ êîëîññàëüíàÿ ýôôåê-
òèâíîñòü ëèíåéíûõ è ðåãóëÿðíûõ óðàâíåíèé Øïåðëèíãà�Áîäå è
Êóñòààíõåéìî�Øòèôåëÿ, ïðèìåíÿåìûõ ê ìîäåëèðîâàíèþ ýëëèï-
òè÷åñêèõ îðáèò. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ëèíåàðèçèðóþùèå è ðåãó-
ëÿðèçèðóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü
òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ, â îñîáåííîñòè äëÿ âûñîêîýëëèïòè÷íûõ
îðáèò, êîãäà ïåðèîäè÷åñêè ïðîèñõîäÿò î÷åíü òåñíûå ñáëèæåíèÿ ñ
öåíòðàëüíûì òåëîì. Èíòåðåñíî, ÷òî äàæå äëÿ êðóãîâûõ îðáèò ðå-
ãóëÿðíûå óðàâíåíèÿ îáåñïå÷èâàþò áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü, íåæå-
ëè êëàññè÷åñêèå. Â äàííîì ñëó÷àå ïîâûøåíèå òî÷íîñòè êàê ðàç
ñâÿçàíî ñî ñòàáèëèçèðóþùèì ýôôåêòîì, î êîòîðîì ãîâîðèëîñü
âûøå, è îí ñòàíîâèòñÿ òåì çíà÷èòåëüíåå, ÷åì áîëüøå èíòåðâàë
èíòåãðèðîâàíèÿ12. Íåëüçÿ, êîíå÷íî, íå çàìåòèòü, ÷òî òî÷íîñòü èí-
òåãðèðîâàíèÿ äëÿ KS-óðàâíåíèé çàìåòíî âûøå, íåæåëè äëÿ SB-
óðàâíåíèé, áîëåå ÷åì íà îäèí ïîðÿäîê. Ïî ýòîé ïðè÷èíå èñïîëüçî-
âàíèå ïåðâûõ ïðåäïî÷òèòåëüíåå. Êðîìå òîãî, ïîðÿäîê KS-ñèñòåìû
íà åäèíèöó ìåíüøå.

Îáðàòèì òàêæå âíèìàíèå íà òî, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåí-
íûå íà ðèñ. 3.1 äëÿ ðåãóëÿðíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åíû ïðè ñîâ-

12Ñì. òàêæå ðàçä. 3.3



3.1. Ëèíåéíûå è ðåãóëÿðíûå óðàâíåíèÿ 47

0.01 0.1 1

 1 e

1E-011

1E-010

1E-009

1E-008

1E-007

1E-006

1E-005

0.0001

0.001

 |
x
|

x

u

sb

x

Ðèñ. 3.1. Òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé â ïðÿìî-

óãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ (x), à òàêæå óðàâíåíèé Øïåðëèíãà�Áîäå (sb)

è Êóñòààíõåéìî�Øòèôåëÿ (u) êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòû ñ

ïîñòîÿííûì øàãîì (1024 øàãîâ çà îáîðîò) íà âðåìåííîì èíòåðâàëå 10

îáîðîòîâ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ýëëèïòè÷åñêèõ îðáèò (a = 1, n = 1). Ñå-

ðûì öâåòîì (äëÿ óðàâíåíèé â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ) ïðåäñòàâ-

ëåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïåðåìåííûì øàãîì

ìåñòíîì èíòåãðèðîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ âðå-
ìåííîãî ýëåìåíòà τ , êîòîðûé â ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå ìåíÿåò-
ñÿ ëèíåéíî. Ðàçóìååòñÿ, èñïîëüçîâàíèå âðåìåííîãî ýëåìåíòà âìå-
ñòî ôèçè÷åñêîãî âðåìåíè ïîâûøàåò òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ íå
òîëüêî ñàìîãî âðåìåíè, íî è êîîðäèíàò, õîòÿ ýòî ïîâûøåíèå òî÷-
íîñòè íåçíà÷èòåëüíîå, ïðèáëèçèòåëüíî â 2�3 ðàçà.

Âûâîäû îá ýôôåêòèâíîñòè óðàâíåíèé ïî ðåçóëüòàòàì èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ñ ïîñòîÿííûì øàãîì ìîãóò âîñïðèíèìàòüñÿ êàê ñîìíè-
òåëüíûå, ïîñêîëüêó â äåéñòâèòåëüíîñòè ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå
îðáèò âûïîëíÿëîñü â ðàçíûõ âðåìåíí�ûõ øêàëàõ. Ìåæäó òåì ïî-
ñòîÿííûé øàã â ôèçè÷åñêîì âðåìåíè àáñîëþòíî íå ðàâíîñèëåí
ïîñòîÿííîìó øàãó â ôèêòèâíîì âðåìåíè. Âîçíèêàþùèå ñîìíå-
íèÿ ðàçâåèâàþò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ óðàâíåíèé â ïðÿìî-
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óãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ ïðè èíòåãðèðîâàíèè ñ ïåðåìåííûì øàãîì
(ðèñ. 3.1, ñåðûé öâåò). Ïðè ýòîì âåëè÷èíà øàãà âûáèðàëàñü òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû îíà ñîîòâåòñòâîâàëà âåëè÷èíå ïîñòîÿííîãî øàãà â
ôèêòèâíîì âðåìåíè. Êàê âèäíî, èñïîëüçîâàíèå ïåðåìåííîãî øàãà
çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåò òî÷íîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ, îäíàêî â òî æå
âðåìÿ îíà îñòàåòñÿ åùå äîñòàòî÷íî íèçêîé â ñðàâíåíèè ñ òî÷íî-
ñòüþ äëÿ ðåãóëÿðíûõ óðàâíåíèé.

3.2. Ñãëàæåííûå óðàâíåíèÿ

Ñãëàæèâàþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ê äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèÿì, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíèçèòü ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ
âåëè÷èíû èõ ïðàâûõ ÷àñòåé, ÷òî ïîçâîëÿåò çàìåòíî ïîâûñèòü ýô-
ôåêòèâíîñòü ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, â îñîáåííîñòè äëÿ ñèëü-
íî âûòÿíóòûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îðáèò, à òàêæå äëÿ îðáèò, èìåþùèõ
òåñíûå ñáëèæåíèÿ ñ ìàññèâíûìè òåëàìè.

Ñãëàæèâàþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ � ýòî ôàêòè÷åñêè âðåìåíí�ûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîäîáíûå èñïîëüçóåìûì âûøå, êîòîðûå çàäàþò-
ñÿ ïîñðåäñòâîì äèôôåðåíöèàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ (Baumgarte, Stie-
fel, 1974)

dt = f(x, ẋ, ẍ)ds. (3.12)

Èõ ïðèìåíåíèå ïðåäïîëàãàåò ïåðåõîä ê íîâîé íåçàâèñèìîé ïåðå-
ìåííîé s, ôèêòèâíîìó âðåìåíè, ïîñëå ÷åãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ïðèíèìàþò âèä

x′′ = f2(F+P) + f−1f ′x′.

Äëÿ ïðèâåäåíèÿ â ñîîòâåòñòâèå êîîðäèíàò x ñ ôèçè÷åñêèì âðåìå-
íåì t ñèñòåìó ñãëàæåííûõ óðàâíåíèé íåîáõîäèìî ïîïîëíèòü óðàâ-
íåíèåì t′ = f . Åñëè æå âçÿòèå ïðîèçâîäíîé f ′ çàòðóäíèòåëüíî,
ïðèáåãàþò ê àíàëîãè÷íîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

x′ = f ẋ, ẋ′ = f(F+P), t′ = f. (3.13)

Ïðè ñáëèæåíèè ñ ìàññèâíûì òåëîì âåëè÷èíû |ẋ| è |F + P|
ñòðåìèòåëüíî âîçðàñòàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñãëàæèâàíèÿ âå-
ëè÷èíà f , ñîãëàñíî (3.13), äîëæíà ïîäáèðàòüñÿ òàêèì îáðàçîì,
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÷òîáû êîìïåíñèðîâàòü (äåìïôèðîâàòü) èõ áûñòðûå èçìåíåíèÿ.
Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ñëàáîâîçìóùåííîãî, íî ñèëüíîýëëèïòè÷íîãî
äâèæåíèÿ ìîæåò áûòü âûáðàíî ñãëàæèâàþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ñ
f = |x|β , ãäå β > 0.

Ïîñêîëüêó èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé (3.13) âûïîëíÿåòñÿ ïî
ôèêòèâíîìó âðåìåíè s, âîçíèêàåò ïðîáëåìà âûõîäà íà çàäàííûé
ìîìåíò ôèçè÷åñêîãî âðåìåíè t. Íà ïðàêòèêå îíà ðàçðåøàåòñÿ òåì
æå ñïîñîáîì, ÷òî è äëÿ ðåãóëÿðíûõ óðàâíåíèé (ñì. ñ. 42).

Â íåáåñíî-ìåõàíè÷åñêîé ïðàêòèêå øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ òàêèå
ñãëàæèâàþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ãäå â êà÷åñòâå f âûáèðàþòñÿ ñëå-
äóþùèå âåëè÷èíû: |x| (ýêñöåíòðè÷åñêàÿ àíîìàëèÿ); |x|3/2 (ýëëèï-
òè÷åñêàÿ àíîìàëèÿ) (Ferr�andiz et al., 1987); |x|2 (èñòèííàÿ àíîìà-
ëèÿ); |ẋ|−1 (äóãà îðáèòû) (Brumberg, Brumberg, 1999).

Ýôôåêòèâíîñòü ñãëàæèâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé çàâèñèò îò òî-
ãî, ê êàêîìó òèïó îðáèò îíè ïðèìåíÿþòñÿ. Íà ðèñ. 3.2�3.4 ïîêà-
çàíû òî÷íîñòè lg |∆x| ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ýëëèïòè÷íûõ
îðáèò êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòû ïðè îäèíàêîâîì îáú-
åìå âû÷èñëåíèé â çàâèñèìîñòè îò ïðèìåíÿåìûõ âðåìåíí�ûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé (3.12), ãäå f = |x|β , f = |ẋ|−β è f = (ẋ2 + ẍ2)−β/2.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè β = 1 íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ s ñòàíîâèòñÿ
îáîáùåííîé ýêñöåíòðè÷åñêîé àíîìàëèåé, ôèçè÷åñêîé è ôàçîâîé
ñêîðîñòüþ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè β = 0, î÷åâèäíî, s � ýòî ôèçè÷å-
ñêîå âðåìÿ âî âñåõ ñëó÷àÿõ.

Ñòðîãèé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî íåâîçìîæíî âû-
áðàòü îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð β, êîòîðûé áû îáåñïå÷èâàë íàèâûñ-
øóþ òî÷íîñòü äëÿ ëþáîãî òèïà îðáèò. Åäèíñòâåííîå, ÷òî îïðåäå-
ëåííî ìîæíî ñêàçàòü, òàê ýòî òî, ÷òî äëÿ óìåðåííûõ ýêñöåíòðè-
ñèòåòîâ, ïðèáëèçèòåëüíî äî e = 0.4, ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèé
f = |x|β è f = (ẋ2 + ẍ2)−β/2 íå èìååò ñìûñëà, ïîñêîëüêó îíè
âîîáùå íå äàþò ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè.

Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü îäíó îñîáåííîñòü, êîòîðàÿ ìîæåò âû-
çâàòü íåäîóìåíèå, à èìåííî ðàçíàÿ òî÷íîñòü lg |∆x| äëÿ e = 0 ïðè
ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà β. Äåéñòâèòåëüíî äëÿ êðóãîâûõ îð-
áèò ñãëàæèâàþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ðàáîòàþò è, êàçàëîñü áû,
èõ ïðèìåíåíèå íå äîëæíî âëèÿòü íà ýôôåêòèâíîñòü ÷èñëåííîãî
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Ðèñ. 3.2. Îøèáêà â âåêòîðå ïîëîæåíèÿ lg |∆x| äëÿ f = |x|β ïðè ÷èñëåí-
íîì èíòåãðèðîâàíèè ýëëèïòè÷íûõ îðáèò (a = 1, n = 1) êëàññè÷åñêèì

ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòû ñ ïîñòîÿííûì øàãîì ∆s (1024 øàãîâ çà îáîðîò)

íà âðåìåííîì èíòåðâàëå 10 îáîðîòîâ
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Ðèñ. 3.3. Òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 3.2, íî äëÿ f = |ẋ|−β
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Ðèñ. 3.4. Òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 3.2, íî äëÿ f = (ẋ2 + ẍ2)−β/2

èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîñêîëüêó òåîðåòè÷åñêè f = const. Òåì íå ìåíåå
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå êðóãîâîå äâèæåíèå,
ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûå è íà ïðàêòèêå âåëè÷èíà f êàê ôóíêöèÿ
èíòåãðèðóåìûõ ïåðåìåííûõ âñëåäñòâèå îøèáîê íå ÿâëÿåòñÿ ïî-
ñòîÿííîé, à ïîòîìó òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ áóäåò ìåíÿòüñÿ â
çàâèñèìîñòè îò âûáèðàåìûõ çíà÷åíèè β (âïðî÷åì, êàê è îò âûáè-
ðàåìûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ).

Ìåæäó òåì íåñòðîãèé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëÿåò îïðåäå-
ëèòüñÿ â ñëåäóþùåì âûáîðå. Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ñèëü-
íîâûòÿíóòûõ îðáèò (ò.å. êîãäà èìåþòñÿ òåñíûå ñáëèæåíèÿ ñ öåí-
òðàëüíûì òåëîì) ñëåäóåò ðåêîìåíäîâàòü: β = 3/2 äëÿ f = |x|β ;
β = 1�3/2 äëÿ f = |ẋ|−β ; β = 3/4�1 äëÿ f = (ẋ2 + ẍ2)−β/2. Èíà-
÷å ãîâîðÿ, ýëëèïòè÷åñêàÿ àíîìàëèÿ â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ïåðå-
ìåííîé � îïòèìàëüíûé âûáîð ñðåäè äðóãèõ àíîìàëèé è, êðîìå
òîãî, äëÿ ýôôåêòèâíîãî ñãëàæèâàíèÿ óðàâíåíèé âîçìîæåí âûáîð
äóã ôèçè÷åñêîé è ôàçîâîé îðáèò (β = 1). Õîòÿ, åñëè ó÷åñòü, ÷òî
(ẋ2 + ẍ2)−β/2 ∼ |x|2β ïðè |x| → 0 (÷òî, êñòàòè, îáúÿñíÿåò ïîõî-
æåñòü õàðàêòåðèñòèê íà ðèñ. 3.2 è 3.4), äëÿ ïîñëåäíåãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ öåëåñîîáðàçåí âûáîð β = 3/4.
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Ðèñ. 3.5. Îðáèòà òðåòüåãî òåëà A (A0 � íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå) â îãðà-

íè÷åííîé çàäà÷å òðåõ òåë S0�S1�A âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò

Â àñòåðîèäíûõ çàäà÷àõ, ãäå èññëåäîâàíèå îðáèòû àñòåðîèäà
óñëîæíÿåòñÿ çàìåòíûì âëèÿíèåì îò áîëüøèõ ïëàíåò, íàïðèìåð,
ïðè òåñíûõ ñáëèæåíèÿõ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ïðåîá-
ðàçîâàíèå (Àâäþøåâ, 2006b):

dt =

(
N∑
i=0

Mα
i

|x− xi|β

)−1

ds ≡ fds. (3.14)

ãäå α è β � ïàðàìåòðû ïðåîáðàçîâàíèÿ; N � ÷èñëî ïëàíåò; Mi è
xi � ñîîòâåòñòâåííî ìàññà è âåêòîð ïîëîæåíèÿ i-é ïëàíåòû, ïðè-
÷åì ìàññà Ñîëíöà M0 = 1, à x0 = 0. Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè
òåñíîì ñáëèæåíèè ñ k-é ïëàíåòîé (|x − xk| → 0) f ∼ |x − xk|β ,
ïîýòîìó âðåìåíí�îå ïðåîáðàçîâàíèå (3.14) âûðîæäàåòñÿ â ïðåîá-
ðàçîâàíèå òèïà dt = |x|βds, çàïèñàííîå îòíîñèòåëüíî ïëàíåòû,
âûñòóïàþùåé â êà÷åñòâå öåíòðàëüíîãî òåëà.

Â îãðàíè÷åííîé çàäà÷å òðåõ òåë (N = 1, M0 = 1, M1 = 0.1;
min |x| = 0.075, min |x − x1| = 0.010; îðáèòà ïðåäñòàâëåíà íà
ðèñ. 3.5) óñòàíîâëåíî, ÷òî îïòèìàëüíûìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ
α = 1 è β = 3/2. Â çàäà÷å òàêæå òåñòèðîâàëèñü ïðåîáðàçîâàíèÿ
ñ ôóíêöèÿìè f = |ẋ|−β è f = (ẋ2 + ẍ2)−β/2. Ïåðâîå äàëî î÷åíü
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íèçêóþ ýôôåêòèâíîñòü äëÿ ëþáûõ β. Âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå îêà-
çàëîñü ñòîëü æå õîðîøèì êàê è (3.14). Åãî íàèâûñøàÿ òî÷íîñòü
äîñòèãàåòñÿ ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà β, áëèçêîì ê 3/4, ïî÷òè êàê â
ñëó÷àå èíòåãðèðîâàíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îðáèò. Ïîñêîëüêó ýòî ïðå-
îáðàçîâàíèå çíà÷èòåëüíî ïðîùå (3.14) ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîãðàìì-
íîé ðåàëèçàöèè, èìåííî åãî ïðè îïòèìàëüíîì ïàðàìåòðå β = 3/4
ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü â êà÷åñòâå ñãëàæèâàþùåãî äëÿ ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ îðáèò.

3.3. Ñòàáèëèçèðîâàííûå óðàâíåíèÿ

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ëÿïóíîâñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ñîçäàåò áëàãî-
ïðèÿòíûå óñëîâèÿ äëÿ êóëüòèâèðîâàíèÿ âñåâîçìîæíûõ îøèáîê,
íåèçáåæíî ñîïðîâîæäàþùèõ ëþáîé ÷èñëåííûé ïðîöåññ. Îøèá-
êè íà òåêóùåì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ ñòàíîâÿòñÿ îøèáêàìè íà-
÷àëüíûõ äàííûõ ñëåäóþùåãî, êîòîðûå â äàëüíåéøåì óñèëèâà-
þòñÿ íåóñòîé÷èâîñòüþ øàã çà øàãîì. Ïîýòîìó óñòîé÷èâûå äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ áîëåå
ïðåäïî÷òèòåëüíû.

Çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ êàê ðàç â òîì, ÷òîáû îñëà-
áèòü (èëè â ëó÷øåì ñëó÷àå óñòðàíèòü) âëèÿíèå ëÿïóíîâñêîé íåóñ-
òîé÷èâîñòè íà ÷èñëåííîå ðåøåíèå è óëó÷øèòü òàêèì îáðàçîì ïî-
âåäåíèå íåóñòðàíèìûõ îøèáîê èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ðîäîíà÷àëüíèêàìè ñòàáèëèçàöèè â íåáåñíîé ìåõàíèêå áåññïîð-
íî ìîæíî ñ÷èòàòü É. Áàóìãàðòå (Baumgarte, 1972a; Baumgarte,
1972b) è Ï. Íàêîçè (Nacozy, 1971). Èõ ñòàáèëèçèðóþùèå ìåòîäû
îñíîâàíû íà ïðèìåíåíèè èçâåñòíûõ èíòåãðàëîâ, êîòîðûå ñîäåð-
æàò äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î ðåøåíèè è ðàññìàòðèâàþòñÿ
êàê îãðàíè÷åíèÿ, íàëàãàåìûå íà ðåøåíèå.

Òåõíè÷åñêè ñòàáèëèçàöèÿ äîñòèãàåòñÿ ïóòåì èñïðàâëåíèÿ ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ çà åãî óêëîíåíèå îò èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè â
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå èíòåãðèðóåìûõ ïåðåìåííûõ. Â âîçìóùåí-
íîé çàäà÷å, êîãäà èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü äèíàìè÷íà, à åå èíòå-
ãðàëüíûé ïàðàìåòð ñòàíîâèòñÿ ïåðåìåííûì, äëÿ îöåíêè óêëîíå-
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íèé ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ òå æå èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ, îä-
íàêî ñèñòåìà óðàâíåíèé äîïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèåì äëÿ èíòåãðàëü-
íîãî ïàðàìåòðà, êîòîðîå èíòåãðèðóåòñÿ ÷èñëåííî ñîâìåñòíî ñî
âñåé ñèñòåìîé (Baumgarte, 1972b; Áîðäîâèöûíà, Ñóõîïëþåâà, 1980).

Ñòàáèëèçàöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ êàê íåïîñðåäñòâåííî ê ñàìîìó ðå-
øåíèþ â ïðîöåññå èíòåãðèðîâàíèÿ (Nacozy, 1971), òàê è ïîñðåä-
ñòâîì ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ òàê íàçûâàåìûõ ñòàáèëèçèðóþ-
ùèõ ÷ëåíîâ â äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (Baumgarte, 1972b).
Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå ñòàáèëèçàöèÿ òåì ýôôåêòèâíåå, ÷åì ñëà-
áåå âîçìóùåíèÿ è ÷åì ìåäëåííåå ìåíÿþòñÿ ïàðàìåòðû îïîðíûõ
èíòåãðàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé. Èç âñåõ èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé
àâòîðû ñòàáèëèçèðóþùèõ ìåòîäîâ âûäåëÿþò ýíåðãåòè÷åñêèå, ïî-
ñêîëüêó èìåííî ñòàáèëèçàöèÿ ïî ýíåðãèè, êàê ïîêàçûâàåò ïðàê-
òèêà, ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ïîäñïîðüåì â áîðüáå ñ ëÿïóíîâñêîé
íåóñòîé÷èâîñòüþ.

Èñòîðè÷åñêè òàê ñëîæèëîñü, ÷òî ìåòîäû ñòàáèëèçàöèè íå áû-
ëè óäîñòîåíû äîëæíûì âíèìàíèåì ñî ñòîðîíû íåáåñíûõ ìåõà-
íèêîâ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èõ èñêëþ÷èòåëüíûå âîçìîæíîñòè îò-
êðûâàþòñÿ èìåííî â çàäà÷àõ íåáåñíîé ìåõàíèêè è ïðåæäå âñåãî
â çàäà÷àõ èññëåäîâàíèÿ äîëãîâðåìåííîé ýâîëþöèè îðáèòàëüíîãî
äâèæåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå íèøà ýâîëþöèîííûõ çàäà÷ áûëà çàíÿòà
ñèìïëåêòè÷åñêèìè èíòåãðàòîðàìè, êîòîðûå ïî ñóòè îáëàäàþò äî-
ñòîèíñòâàìè ñòàáèëèçèðóþùèõ ìåòîäîâ, íî ïðè ýòîì çíà÷èòåëüíî
ñëîæíåå äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè. Âìåñòå ñ òåì, êàê òîëüêî
ïîÿâèëèñü ïåðâûå ñòàáèëèçèðóþùèå ìåòîäû, îíè ñòàëè øèðîêî
ïðèìåíÿòüñÿ â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, ãäå è ïðîäîëæàþò ðàçâè-
âàòüñÿ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè13.

Òåì íå ìåíåå, êîíå÷íî æå, íåëüçÿ íå îòìåòèòü íåêîòîðûå íå
ñâÿçàííûå äðóã ñ äðóãîì ðàáîòû ïîñëå Áàóìãàðòå è Íàêîçè (Mu-

13Ñòîèò, îäíàêî, ñêàçàòü, ÷òî, ïî-âèäèìîìó, â îòëè÷èå îò Áàóìãàðòå, Íàêîçè
íå óäåëèë äîëæíîãî âíèìàíèÿ ñâîåìó ìåòîäó è îñîáî íå ïðåäïðèíÿë êàêèå-
ëèáî óñèëèÿ äëÿ åãî ïîïóëÿðèçàöèè. Â ðåçóëüòàòå ìåòîä áûë óñïåøíî çàáûò
è ôàêòè÷åñêè ïåðåîòêðûò çàíîâî ñïóñòÿ íåêîòîðîå âðåìÿ â êëàññè÷åñêîé ìå-
õàíèêå, ãäå îí ñåé÷àñ èçâåñòåí êàê ìåòîä ïîñòñòàáèëèçàöèè (Chin, 1995) èëè
ïðîåêöèîííûé ìåòîä (Hairer et al., 2002).
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rison, 1989; Avdyushev, 2003; Fukushima, 2003; Zhu, Wu, 2007),
â êîòîðûõ àâòîðû ðàñêðûâàþò äîñòîèíñòâà ñòàáèëèçàöèè ïðèìå-
íèòåëüíî ê ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ îðáèòàëüíîé äèíàìèêè.

Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ïðèîðèòåò â èçîáðåòåíèè ÷èñëåííîé ñòà-
áèëèçàöèè ïðèïèñûâàåòñÿ Áàóìãàðòå è Íàêîçè, ïåðâûå ñòàáèëè-
çèðîâàííûå óðàâíåíèÿ îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ áûëè ïðåäëîæå-
íû ãîðàçäî ðàíüøå íèõ, åùå Æ.Ë. Ëàãðàíæåì. Äåéñòâèòåëüíî,
èçâåñòíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà â îðáèòàëü-
íûõ ýëåìåíòàõ îáëàäàþò ñòàáèëèçèðóþùèìè ñâîéñòâàìè: ýëåìåí-
òû êàê èíòåãðàëüíûå ïàðàìåòðû â íåâîçìóùåííîì äâèæåíèè ïî-
ñòîÿííûå âåëè÷èíû è ÷èñëåííî îíè èíòåãðèðóþòñÿ áåç ìåòîäè-
÷åñêèõ îøèáîê, ïîýòîìó ÷èñëåííîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò âñåì
èíòåãðàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì, à â ñëàáîâîçìóùåííîì äâèæåíèè
ìåòîäè÷åñêèå îøèáêè äîñòàòî÷íî ìàëû, çà ñ÷åò ÷åãî, ñîáñòâåííî,
è äîñòèãàåòñÿ ñòàáèëèçèðóþùèé ýôôåêò. Òåì íå ìåíåå, êîãäà ðå÷ü
çàõîäèò î ñòàáèëèçàöèè, Ëàãðàíæà íèêòî íå âñïîìèíàåò, ïîñêîëü-
êó åãî óðàâíåíèÿ ïî ñóòè íå ÿâëÿþòñÿ ïðîäóêòîì öåëåíàïðàâëåí-
íîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû íåóñòîé÷èâîñòè.

Óìåñòíî óïîìÿíóòü è äðóãèå ñòàáèëèçèðîâàííûå óðàâíåíèÿ,
êîòîðûå ïîÿâèëèñü â òî æå âðåìÿ, ÷òî è óðàâíåíèÿ Áàóìãàðòå,
íî ñî ñòàáèëèçàöèåé îáû÷íî íå àññîöèèðóþòñÿ, ïîñêîëüêó ñîçäà-
âàëèñü àâòîðàìè äëÿ äîñòèæåíèÿ èíûõ ñâîéñòâ: ýòî, êîíå÷íî æå,
óæå ðàññìîòðåííûå íàìè óðàâíåíèÿ â SB- (3.9) è KS-ïåðåìåííûõ
(3.11), à òàêæå óðàâíåíèÿ Ðîÿ (3.35), â SB- (3.36) è KS-ýëåìåíòàõ
(3.37) èç ñëåäóþùåãî ðàçä. 3.4, ãäå ïåðåìåííàÿ ýíåðãèè ëèáî ñâÿ-
çàííûå ñ íåé èíòåãðèðóåìûå ïåðåìåííûå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê
ñàìîñòîÿòåëüíûå.

Õîòåëîñü áû òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ñòàáèëèçàöèþ íå ñëåäóåò
ðàññìàòðèâàòü êàê íå÷òî ïðèâíåñåííîå èç ìàòåìàòèêè, êàê ñóãóáî
ìàòåìàòè÷åñêèé ïðèåì. Îíà òàêæå ñóùåñòâóåò â ïðèðîäå. Îäíàêî
íè Áàóìãàðòå, íè Íàêîçè, åñëè ñóäèòü ïî èõ ðàáîòàì, íå âîñïîëü-
çîâàëèñü ïîäñêàçêàìè ïðèðîäû, è ïðèøëè ê ñâîèì îðèãèíàëüíûì
èäåÿì â ðåçóëüòàòå ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû íåóñòîé÷èâî-
ñòè, õîòÿ â òî æå âðåìÿ ìåõàíèçìû ìàòåìàòè÷åñêîé è ôèçè÷åñêîé
ñòàáèëèçàöèé î÷åíü ñõîæè.
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Ðèñ. 3.6. Ïîâåäåíèå îøèáêè â âåêòîðå ïîëîæåíèÿ ïðè ÷èñëåííîì èí-

òåãðèðîâàíèè âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ îêîëî òðåóãîëüíîé (óñòîé÷è-

âîé) ðàâíîâåñíîé òî÷êè êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòû ñ øàãîì

∆t = 2π/128. Âîçìóùàþùåå òåëî ìàññû M1 = 0.001 (M0 = 1) äâèæåòñÿ

ïî êðóãîâîé îðáèòå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ åäèíè÷íîé ÷àñòîòîé. Ñåðûì

öâåòîì ïîêàçàíà òî÷íîñòü ïðè îòñóòñòâèè âîçìóùåíèé

Ñòàáèëèçèðóþùèå ýôôåêòû, íàïðèìåð, èìåþò ìåñòî â äâèæå-
íèè òðîÿíñêèõ àñòåðîèäîâ â îêðåñòíîñòè óñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñíûõ
òî÷åê (Äóáîøèí, 1964), âûçâàííûõ ãðàâèòàöèåé ñîîòâåòñòâóþùèõ
áîëüøèõ ïëàíåò. Íà ðèñ. 3.6 ïîêàçàíî ïîâåäåíèå îøèáêè ÷èñëåííî-
ãî ìîäåëèðîâàíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíûõ êî-
îðäèíàòàõ îêîëî óñòîé÷èâîé ðàâíîâåñíîé òî÷êè â îãðàíè÷åííîé
áåçðàçìåðíîé çàäà÷å òðåõ òåë. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, âîçìóùàþ-
ùàÿ ñèëà îò âòîðîãî òåëà èãðàåò ðîëü ñòàáèëèçàòîðà, è îøèáêà
èíòåãðèðîâàíèÿ âîçðàñòàåò ñóùåñòâåííî ìåäëåííåå, íåæåëè äà-
æå â íåâîçìóùåííîì ñëó÷àå (ñì. ñåðàÿ êðèâàÿ). Áîëåå ïîäðîáíûé
àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî åå ðîñò ïðèáëèçèòåëüíî òàêîé æå, êàê è
ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè óñòîé÷èâûõ óðàâíåíèé ãàðìîíè-
÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, îïèñûâàþùèõ êðóãîâóþ îðáèòó åäèíè÷íîãî
ðàäèóñà. Çäåñü óìåñòíî óïîìÿíóòü èçâåñòíûé ôàêò, ÷òî åñëè äà-
æå íåâîçìóùåííîå (êåïëåðîâñêîå) äâèæåíèå íåóñòîé÷èâî, òî åùå
íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî íåóñòîé÷èâûì áóäåò è âîçìóùåííîå äâè-
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æåíèå, êàêèìè áû ìàëûìè íå áûëè âîçìóùåíèÿ. Êñòàòè, ýòîò
ôàêò ïîäòâåðæäàåò äèññèïàòèâíàÿ ñòàáèëèçàöèÿ Áàóìãàðòå.

3.3.1. Íåóñòîé÷èâîñòü êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè çàäà÷è äâóõ òåë, íåòðóäíî ïîêàçàòü (Av-
dyushev, 2003), ÷òî åñëè ñðåäíèå äâèæåíèÿ äâóõ áëèçêèõ êåïëå-
ðîâñêèõ ðåøåíèé îòëè÷àþòñÿ íà âåëè÷èíó ∆n â íåêîòîðûé íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0, òî ïðè t − t0 → ∞ ýòî ïðèâîäèò ê
ðàñõîæäåíèþ ðåøåíèé ∆x è ∆ẋ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèáëèæåííîé
îöåíêîé

∆x ≈ ∆n

n
ẋ(t− t0), ∆ẋ ≈ ∆n

n
ẍ(t− t0), (3.15)

ãäå n � ñðåäíåå äâèæåíèå îäíîé èç îðáèò. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñðåäíåå
äâèæåíèå íåïîñðåäñòâåííî çàâèñèò îò ýíåðãèè H è ñ òî÷íîñòüþ
äî ìàëûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ îòêëîíåíèé ýíåðãåòè÷åñêèõ ïåðå-
ìåííûõ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 2H∆n = 3n∆H, ôîðìóëó (3.15)
ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

∆x ≈ 3

2

∆H

H
ẋ(t− t0), ∆ẋ ≈ 3

2

∆H

H
ẍ(t− t0). (3.16)

Â ÷àñòíîñòè, èç (3.15) ñëåäóåò, ÷òî

|∆x| ≈ ∆n

n
|ẋ|(t− t0). (3.17)

Îöåíêà (3.17) ïîêàçûâàåò, ÷òî ýâîëþöèÿ |∆x| íîñèò ïåðèîäè÷å-
ñêè âåêîâîé õàðàêòåð: ðàñõîæäåíèå ïîëîæåíèé íà îðáèòàõ ñî âðå-
ìåíåì ðàñòåò ïî âåëè÷èíå, òî ëîêàëüíî óâåëè÷èâàÿñü ê ïåðèöåí-
òðó, êîãäà ñêîðîñòü âîçðàñòàåò, òî ëîêàëüíî óìåíüøàÿñü ê àïîöåí-
òðó, êîãäà ñêîðîñòü óáûâàåò. Òàêæå âèäíî, ÷òî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü
ðîñòà |∆x| ÿâíî çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíîãî îòêëîíåíèÿ â ñðåäíåì
äâèæåíèè: ÷åì ìåíüøå ∆n/n, òåì íèæå ñêîðîñòü |∆x|. Îäíàêî
êàêîé áû ìàëîé íè áûëà ∆n, âñåãäà íàñòóïèò òàêîé ìîìåíò âðå-
ìåíè, êîãäà |∆x| ñòàíåò íåäîïóñòèìî áîëüøîé. Ôàêòè÷åñêè ýòî
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ãîâîðèò î òîì, ÷òî êåïëåðîâñêîå äâèæåíèå íåóñòîé÷èâî ïî Ëÿïó-
íîâó. Âïðî÷åì, åñëè äëÿ äâóõ îðáèò ∆n = 0, òî ðàñõîæäåíèå ïî-
ëîæåíèé |∆x| áóäåò îãðàíè÷åíî. Ýòîò ôàêò êàê ðàç ïðèíèìàåòñÿ
âî âíèìàíèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ñòàáèëèçàöèè,
ïðèìåíÿåìûõ â ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè îðáèò.

Åñëè îäíî èç äâóõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàòü êàê òî÷íîå, à äðó-
ãîå � îøèáî÷íîå, îáóñëîâëåííîå íà÷àëüíûìè îøèáêàìè ∆x0 è
∆ẋ0, êîòîðûå âûçûâàþò îøèáêó â ñðåäíåì äâèæåíèè ∆n, òî ôîð-
ìóëó (3.17) ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê îöåíêó îøèáîê ∆x è ∆ẋ íà
ëþáîé äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè. Ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè
êåïëåðîâñêîé îðáèòû ìàëûå îøèáêè òèïà ∆x0 è ∆ẋ0 âîçíèêàþò
íà êàæäîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ, âñëåäñòâèå ÷åãî îøèáêà â ñðåä-
íåì äâèæåíèè ðàñòåò ïî÷òè ëèíåéíûì îáðàçîì (ðèñ. 3.7).

Äîïóñòèì, ÷òî ∆n = κ(t − t0), ãäå κ = const, òîãäà, ñîãëàñíî
(3.17), âåëè÷èíà îøèáêè â âåêòîðå ïîëîæåíèÿ áóäåò

|∆x| ≈ κ

n

∫ t

t0

(t− t0)|ẋ|dt.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Q(t−t0)
√

1− e
1 + e

≤ |∆x| ≤ Q(t−t0)
√

1 + e

1− e
, Q(t−t0) ≈

aκ

2
(t−t0)2,
(3.18)

ãäå a è e � ñîîòâåòñòâåííî áîëüøàÿ ïîëóîñü è ýêñöåíòðèñèòåò
îðáèòû.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.18) â êðóãîâîì ñëó÷àå (e = 0) îøèáêà â
âåêòîðå ïîëîæåíèÿ |∆x| áóäåò âåñòè ñåáÿ êâàäðàòè÷íûì îáðàçîì:
|∆x| ≈ Q(t−t0). Â ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå êâàäðàòè÷íîå ïîâåäåíèå
îøèáêè ñîïðîâîæäàåòñÿ êîëåáàíèÿìè ñ îðáèòàëüíûì ïåðèîäîì è
óâåëè÷èâàþùåéñÿ àìïëèòóäîé (ðèñ. 3.7), ïðè÷åì |∆x| èçìåíÿåò-
ñÿ ìåæäó ìèíîðàíòîé è ìàæîðàíòîé (3.18). Ïîäîáíûì îáðàçîì
îøèáêà |∆x| âåäåò ñåáÿ è ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ñëàáî-
âîçìóùåííîé îðáèòû.

Ôàêòè÷åñêè, êâàäðàòè÷íîå ïîâåäåíèå |∆x| âûçûâàåòñÿ ëèíåé-
íûì ðîñòîì ∆n. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îñëàáèòü âëèÿíèå ëÿïó-
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Ðèñ. 3.7. Ïîâåäåíèå îøèáîê â âåêòîðå ïîëîæåíèÿ è â ýíåðãèè ïðè ÷èñ-

ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè êðóãîâîé è ýëëèïòè÷íîé (e = 0.2) îðáèò (a = 1,

n = 1) êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòû (∆t = 2π/128)

íîâñêîé íåóñòîé÷èâîñòè íà ÷èñëåííîå ðåøåíèå è óìåíüøèòü ñêî-
ðîñòü ðîñòà îøèáêè â âåêòîðå ïîëîæåíèÿ, íåîáõîäèìî â ïðîöåññå
èíòåãðèðîâàíèÿ òåì èëè èíûì ñïîñîáîì ïîäàâëÿòü îøèáêó â ñðåä-
íåì äâèæåíèè (èëè â ëþáîé äðóãîé ýíåðãåòè÷åñêîé ïåðåìåííîé).

3.3.2. Äèññèïàòèâíàÿ ñòàáèëèçàöèÿ Áàóìãàðòå

Ïðîñòîé, íî ìîùíûé ìåòîä ÷èñëåííîé ñòàáèëèçàöèè áûë ïðåä-
ëîæåí É. Áàóìãàðòå (Baumgarte, 1972a; Baumgarte, 1972b). Ìå-
òîä Áàóìãàðòå îñíîâàí íà èäåå èñêóññòâåííîãî ââåäåíèÿ â äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (3.1) òàê íàçûâàåìûõ ñòàáèëè-
çèðóþùèõ (âîçìóùàþùèõ) ÷ëåíîâ, êîìïåíñèðóþùèõ îòêëîíåíèÿ
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÷èñëåííîãî (îøèáî÷íîãî) ðåøåíèÿ îò îïîðíîé èíòåãðàëüíîé ïî-
âåðõíîñòè, çàäàâàåìîé ýíåðãèåé. Ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè
òàêèõ óðàâíåíèé ðåøåíèå áóäåò îñòàâàòüñÿ îêîëî èíòåãðàëüíîé
ïîâåðõíîñòè, ÷òî îáåñïå÷èâàåò îãðàíè÷åíèå îøèáêè â ýíåðãèè.

Ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (3.1)

d2x
dt2

= − µ

|x|3
x+P,

dh
dt

= ẋ ·P (3.19)

èìååò ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå:

H = H(x, ẋ)− h =
ẋ2

2
− µ

|x|
− h ≡ 0, (3.20)

êîòîðîå ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè íå âûïîëíÿåòñÿ âñëåä-
ñòâèå îøèáîê â èíòåãðèðóåìûõ ïåðåìåííûõ x, ẋ è h, ò.å. H ̸= 0.
Â ñëàáîâîçìóùåííîì äâèæåíèè ýíåðãåòè÷åñêèé ïàðàìåòð h èíòå-
ãðèðóåòñÿ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ, ïîýòîìó çíà÷åíèÿ H áóäóò îïðå-
äåëÿòüñÿ ãëàâíûì îáðàçîì îøèáêàìè â ýíåðãèè H, âûçâàííûìè
îøèáêàìè â ïîëîæåíèè x è ñêîðîñòè ẋ.

Ñîãëàñíî Áàóìãàðòå, ñèñòåìà ñòàáèëèçèðîâàííûõ óðàâíåíèé
ïðèíèìàåò âèä

d2x
dt2

= − µ

|x|3
x+P−γH ẋ

ẋ2
,

dh
dt

= ẋ·P, H =
ẋ2

2
− µ

|x|
−h, (3.21)

ãäå γ = const � òàê íàçûâàåìûé ñòàáèëèçèðóþùèé ïàðàìåòð. Èç
(3.21) íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî H óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

dH
dt

= −γH, ñëåäîâàòåëüíî, |H| = |H0|e−γ(t−t0). (3.22)

Îòñþäà, åñëè γ > 0, òî |H| → 0 ïðè t − t0 → ∞, ÷òî ôàêòè÷åñêè
óêàçûâàåò íà àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü óðàâíåíèé ïîH. Ïî-
ýòîìó ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé (3.21) ëþáûå îò-
êëîíåíèÿ H îòíîñèòåëüíî h, âûçûâàåìûå îøèáêàìè â x è ẋ, áóäóò
ñõîäèòü íà íåò. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà îñòàâàëàñü àñèìïòîòè÷å-
ñêè óñòîé÷èâîé ïðè ðåòðîñïåêòèâíîì èíòåãðèðîâàíèè (t < t0),
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Ðèñ. 3.8. Ïîâåäåíèå îøèáîê â âåêòîðå ïîëîæåíèÿ è â ýíåðãèè ïðè

÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè êðóãîâîé è ýëëèïòè÷íîé ñòàáèëèçèðîâàí-

íûõ îðáèò (γ = 1, a = 1, n = 1) êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòû

(∆t = 2π/128) (ñåðûì öâåòîì ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ðèñ. 3.7)

ïàðàìåòð γ äîëæåí áûòü îòðèöàòåëüíûì. Òàêèì îáðàçîì, ââåäåí-
íûå â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùèå âîçìóùåíèÿ áóäóò
óäåðæèâàòü âû÷èñëÿåìóþ îðáèòó îêîëî èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíî-
ñòè H(x, ẋ) = h, ÷òî, î÷åâèäíî, ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòü âîçíèêàþ-
ùèå ïðè èíòåãðèðîâàíèè îøèáêè â ýíåðãèè è óëó÷øèòü òåì ñàìûì
ïîâåäåíèå îøèáîê â x è ẋ (ñì. ðèñ. 3.8).

Çàìåòèì, ÷òî ñòàáèëèçàöèÿ Áàóìãàðòå ìîæåò áûòü âûïîëíåíà
ïî ëþáîìó èíòåãðàëüíîìó ñîîòíîøåíèþ âèäàH = H(x, ẋ)−h ≡ 0.
Â ýòîì ñëó÷àå âèä ñèñòåìû ñòàáèëèçèðîâàííûõ óðàâíåíèé áóäåò

d2x
dt2

= − µ

|x|3
x+P− γH

(
∂H

∂ẋ

)T (∂H
∂ẋ
· ∂H
∂ẋ

)−1

,
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dh
dt

=
∂H

∂ẋ
·P, H = H(x, ẋ)− h.

Â êðóãîâîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííûå îöåíêè äëÿ
H è |∆x|. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè íåñòàáèëèçèðîâàííûõ óðàâíåíèé
êðóãîâîãî äâèæåíèÿ îøèáêà â ýíåðãèè ∆H âåäåò ñåáÿ ëèíåéíî
(ðèñ. 3.7): H = ∆H = K(t − t0), ïîýòîìó H áóäåò óäîâëåòâîðÿòü
óðàâíåíèþ

dH
dt

= K. (3.23)

Òîãäà âåëè÷èíà îøèáêè â âåêòîðå ïîëîæåíèÿ |∆x|, ñîãëàñíî (3.16),
áóäåò ðàçâèâàòüñÿ êàê

|∆x| ≈ 3

4

|ẋ|
H
K(t− t0)2. (3.24)

Ó÷èòûâàÿ (3.22) è (3.23), áóäåì èìåòü óðàâíåíèå äëÿ H ïðè èíòå-
ãðèðîâàíèè ñòàáèëèçèðîâàííîé ñèñòåìû (3.21) (Àâäþøåâ, 2003a):

dH
dt

= K − γH, ñëåäîâàòåëüíî, H = K
1− e−γ(t−t0)

γ
. (3.25)

Îòñþäà ïðè γ > 0 è t→∞ âåëè÷èíà H ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîìó
çíà÷åíèþ K/γ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.25) îöåíêó âåëè÷èíû îøèáêè
â âåêòîðå ïîëîæåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

|∆x| ≈ 3

2

K

γ

|ẋ|
H

∫ t

t0

[1− e−γ(t−t0)]dt =

=
3

2

K

γ

|ẋ|
H

[
(t− t0)−

1− e−γ(t−t0)

γ

]
.

Ïîýòîìó

|∆x| ≈ 3

2

K

γ

|ẋ|
H

(t− t0) ïðè t→∞. (3.26)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îöåíêà (3.26) âûðîæäàåò-
ñÿ â (3.24), åñëè ïàðàìåòð γ óñòðåìèòü ê íóëþ. Ñðàâíèâàÿ (3.24) è
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(3.26), ìîæíî ïîëó÷èòü õàðàêòåðèñòèêó δ = γ(t−t0)/2, óêàçûâàþ-
ùóþ, âî ñêîëüêî ðàç ìîæåò ïîâûñèòüñÿ òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ
ïðè ââåäåíèè â óðàâíåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùèõ âîçìóùåíèé. Î÷å-
âèäíî, ïîëó÷åííûå îöåíêè áóäóò ñïðàâåäëèâû è â ñëó÷àå ïî÷òè
êðóãîâûõ ñëàáîâîçìóùåííûõ îðáèò.

Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, îöåíêà (3.25) äîñòàòî÷íî õîðîøî
ïðåäñòàâëÿåò ïîâåäåíèå H òîëüêî ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ (Àâäþøåâ, 2003a), òîãäà êàê îöåíêà
(3.26) ó÷èòûâàåò ëèøü òå îøèáêè â ïîëîæåíèè, êîòîðûå íåïî-
ñðåäñòâåííî âûçâàíû îøèáêîé ∆H è ðàçâèâàåìûå ëÿïóíîâñêîé
íåóñòîé÷èâîñòüþ. Òàê èëè èíà÷å, îöåíêè âïîëíå ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ êà÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ
îøèáîê ∆H è |∆x| â çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè âëèÿíèÿ ñòàáèëèçè-
ðóþùèõ ÷ëåíîâ.

Îñîáî çàìåòèì, ÷òî îöåíêè ñîçäàþò ïðåâðàòíîå âïå÷àòëåíèå,
÷òî îøèáêè ∆H è |∆x| ìîæíî ñâåñòè íà íåò, óâåëè÷èâàÿ ïàðà-
ìåòð γ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ γ óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ æåñòêèìè (Chin, 1995; Ascher et al., 1995),
÷òî âûçûâàåò îïðåäåëåííûå ñëîæíîñòè äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ, â îñîáåííîñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè èíòåãðàòîðîâ âûñîêèõ
ïîðÿäêîâ (Àâäþøåâ, 2003a). Êðîìå òîãî, óâåëè÷åíèå ñòàáèëèçè-
ðóþùåãî ïàðàìåòðà ïðèâîäèò ê áîëüøèì ñòàáèëèçèðóþùèì âîç-
ìóùåíèÿì, ñïîñîáíûì ñóùåñòâåííî èñêàçèòü äèíàìè÷åñêóþ êàð-
òèíó, îïèñûâàåìóþ èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìè (3.1).

Âîîáùå ãîâîðÿ, äî ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñòàáèëèçèðóþ-
ùèé ïàðàìåòð γ íå èçâåñòåí è åãî ñëåäóåò âûáèðàòü ýêñïåðèìåí-
òàëüíî ïî äîñòèæåíèè íàèëó÷øèõ ðåçóëüòàòîâ, îäíàêî â (Àâäþ-
øåâ, 2003a; Avdyushev, 2003) ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè ñëà-
áîâîçìóùåííûõ ïî÷òè êðóãîâûõ îðáèò â êà÷åñòâå îïòèìàëüíîãî
ñòàáèëèçèðóþùåãî ïàðàìåòðà ñëåäóåò áðàòü ñðåäíåå äâèæåíèå n.
Ïîïóòíî çàìåòèì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè èíòåãðàòîðîâ âûñîêèõ
ïîðÿäêîâ îöåíêè (3.25) è (3.26) áóäóò õîðîøî ïðåäñòàâëÿòü ïîâå-
äåíèå îøèáîê, åñëè γ ∈ [0, n].
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3.3.3. Êîíñåðâàòèâíàÿ ñòàáèëèçàöèÿ Áàóìãàðòå

É. Áàóìãàðòå (Baumgarte, 1976a; Baumgarte, 1976b) ïðåäëîæèë
äðóãîé ìåòîä ñòàáèëèçàöèè, êîòîðûé òàêæå ïðåîáðàçóåò óðàâíå-
íèÿ äâèæåíèÿ, íî â îòëè÷èå îò (3.21) ïîëó÷àåìûå ñòàáèëèçèðîâàí-
íûå óðàâíåíèÿ íå îáðåìåíåíû êàêèìè-ëèáî íåîïðåäåëåííîñòÿìè.

Ñîãëàñíî (3.15), åñëè ∆n � âåëè÷èíà ïåðåìåííàÿ, îöåíêè äëÿ
∆x è ∆ẋ áóäóò(

∆x

∆ẋ

)
=

∫ t

t0

∆n

n

(
ẋ

ẍ

)
dt, ïîýòîìó

d
dt

(
∆x

∆ẋ

)
=

∆n

n

(
ẋ

ẍ

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ äëÿ ñòàáèëèçèðîâàííûõ ðåøåíèé ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå (Àâäþøåâ, 2006b)

d
dt

(
x

ẋ

)
=

(
ẋ

ẍ

)
− d
dt

(
∆x

∆ẋ

)
=
n̄

n

(
ẋ

ẍ

)
=

(
h

H

)3/2(ẋ
ẍ

)
, (3.27)

ãäå n̄ = n−∆n � îïîðíîå ñðåäíåå äâèæåíèå (òî÷íîé îðáèòû). Òî-
ãäà îáùàÿ ñòàáèëèçèðîâàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ áóäåò

d
dt

(
x

ẋ

)
=

(
h

H

)3/2(ẋ
ẍ

)
,

dh
dt

= (ẋ ·P),

ẍ = F+P, H =
ẋ2

2
− µ

|x|
. (3.28)

Óðàâíåíèÿ (3.28) âïåðâûå âûâåë Áàóìãàðòå (Baumgarte, 1976b),
õîòÿ è íåñêîëüêî èíûì ñïîñîáîì. Äàííûé ìåòîä ñòàáèëèçàöèè, â
îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî, íå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ýíåðãèè, ïî-
ýòîìó àâòîð íàçâàë åãî êîíñåðâàòèâíûì. Ê ñîæàëåíèþ, â çàäà-
÷àõ íåáåñíîé ìåõàíèêè êîíñåðâàòèâíûé ìåòîä îêàçàëñÿ íåýôôåê-
òèâíûì. Ýòî ãëàâíûì îáðàçîì ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì â óðàâíåíèÿõ
(3.28) ìíîæèòåëÿ (h/H)3/2, êîòîðûé óñëîæíÿåò ïîâåäåíèå ïðàâûõ
÷àñòåé.
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3.3.4. Ñòàáèëèçàöèÿ ïî âðåìåíè

Îò íåæåëàòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ â (3.28) ìîæíî èçáàâèòüñÿ, åñëè
âûïîëíÿòü èíòåãðèðîâàíèå ïî ôèêòèâíîìó âðåìåíè t̄, êîòîðîå
ñâÿçàíî ñ èñòèííûì âðåìåíåì t êàê (Àâäþøåâ, 2006b)

dt = dt̄

(
H

h

)3/2

. (3.29)

Â èòîãå íîâûå óðàâíåíèÿ ïðèìóò âèä

d
dt̄

(
x

ẋ

)
=

(
ẋ

ẍ

)
,

dh
dt̄

= (ẋ ·P)

(
H

h

)3/2

,
dt
dt̄

=

(
H

h

)3/2

. (3.30)

Íåäîñòàòêîì òàêîé ñòàáèëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â ñèñòåìó
óðàâíåíèé íåîáõîäèìî âêëþ÷àòü äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå äëÿ t.
Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó t ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê èíòåãðèðóåìàÿ ïå-
ðåìåííàÿ, âîçíèêàåò ïðîáëåìà âûõîäà íà çàäàííûé ìîìåíò èñòèí-
íîãî âðåìåíè. Ýòó ïðîáëåìó ìîæíî ðåøèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ñíà÷àëà èíòåãðèðóåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äî çíà÷åíèÿ íåçàâèñè-
ìîé ïåðåìåííîé t̄, ðàâíîãî çàäàííîìó ìîìåíòó âðåìåíè t. Åñëè â
ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè t − t̄ îêàçûâàåòñÿ
äîñòàòî÷íî ìàëîé, íàõîäèì ðåøåíèå ïî ïðèáëèæåííîé ôîðìóëå:
x(t) = x(t̄) + ẋ(t̄)(t − t̄) + ẍ(t̄)(t − t̄)2. Åñëè t − t̄ � áîëüøàÿ âå-
ëè÷èíà, âûïîëíÿåì èíòåãðèðîâàíèå îò t̄ íà èíòåðâàëå t− t̄ è òàê
äàëåå, ïîêà ðàçíîñòü t− t̄ íå ñòàíåò ïðåíåáðåæèìî ìàëîé.

Âïðî÷åì, óðàâíåíèå âðåìåíè ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ñèñòåìû
(3.30), åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îøèáêà ∆H âåäåò ñåáÿ ëèíåéíî.
Òîãäà, èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå àíàëèòè÷åñêè, ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæ-
äó âðåìåíàìè t è t̄:

t = t̄+
3

4

H − h
h

(t̄− t0). (3.31)

Äàæå åñëè ïîâåäåíèå îøèáêè ∆H íå ñòðîãî ëèíåéíî, èñïîëüçîâà-
íèå (3.31) âìåñòî èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ áóäåò òàêæå ïîëåçíûì, ïîñêîëüêó â ðàçíîñòè
t − t̄ áóäåò ó÷èòûâàòüñÿ ãëàâíàÿ êâàäðàòè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ,
âûçûâàåìàÿ ëÿïóíîâñêîé íåóñòîé÷èâîñòüþ.
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3.3.5. Ñòàáèëèçàöèÿ Íàêîçè

Àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá ñîõðàíåíèÿ èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé
áûë ïðåäëîæåí Ï. Íàêîçè (Nacozy, 1971). Ñëåäóÿ Íàêîçè, óðàâíå-
íèÿ (3.19) èíòåãðèðóþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì, îäíàêî ïîñëå íåñêîëü-
êèõ øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ âûïîëíÿåòñÿ êîððåêöèÿ ïåðåìåííûõ x
è ẋ çà îòêëîíåíèå H îò h ïî ïðèáëèæåííîé ôîðìóëå

x̄ = x

(
1− H

D

µ

|x|3

)
, ˙̄x = ẋ

(
1− H

D

)
, D = ẋ2 +

µ2

|x|4
, (3.32)

ãäå x̄ è ˙̄x � èñïðàâëåííûå (ñòàáèëèçèðîâàííûå) çíà÷åíèÿ èíòå-
ãðèðóåìûõ ïåðåìåííûõ. Åñëè H = H(x̄, ˙̄x) − h ̸= 0, ïðîöåäóðó
êîððåêöèè (3.32) âûïîëíÿþò ñíîâà ïðè x = x̄ è ẋ = ˙̄x, è òàê äàëåå
äî âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Çàòåì ïðîäîë-
æàþò èíòåãðèðîâàíèå, îòïðàâëÿÿñü îò çíà÷åíèé x̄ è ˙̄x.

Çàèìñòâóÿ èäåþ Íàêîçè, Ò. Ôóêóøèìà (Fukushima, 2003) ïðåä-
ëîæèë ïîäîáíûé ìåòîä êîððåêöèè èíòåãðèðóåìûõ ïåðåìåííûõ:

x̄ = xS, ˙̄x = ẋS,

ãäå S îïðåäåëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì óðàâíåíèåì

ẋ2

2
S3 − hS − µ

|x|
= 0.

Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî êîððåêöèÿ Ôóêóøèìû îòëè÷àåòñÿ îò (3.32),
îíà òàêæå îáåñïå÷èâàåò ñîõðàíåíèå èíòåãðàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ
H = 0.

3.4. Óðàâíåíèÿ â îðáèòàëüíûõ ýëåìåíòàõ

Ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, âïåðâûå ïðåäëîæåí-
íûé Ë. Ýéëåðîì (Lovett, 1899) è äåòàëüíî ðàçðàáîòàííûé Æ.Ë.
Ëàãðàíæåì (Lagrange, 1783), èçíà÷àëüíî ïðèìåíÿëñÿ â òåîðèè îá-
ùèõ âîçìóùåíèé, õîòÿ îí óñïåøíî èñïîëüçóåòñÿ è ïðè ÷èñëåííîì
èíòåãðèðîâàíèè.
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Â ìåòîäå âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ îðáèòà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â íåâîç-
ìóùåííîì âèäå, ãäå îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû (ýëåìåíòû) ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ êàê ïåðåìåííûå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìîé ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ îðáèòû ñîñòàâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ
îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå çàòåì èíòåãðèðóþòñÿ ïðèáëè-
æåííûìè ìåòîäàìè. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ìåòîäèêó Ëàãðàíæà
ìîæíî ïðèìåíÿòü íå òîëüêî ê ïîñòîÿííûì ïàðàìåòðàì, íî òàêæå
è ê ðàçëè÷íûì ôóíêöèÿì ýòèõ ïàðàìåòðîâ è âðåìåíè.

Â ñëó÷àå ìàëûõ è ãëàäêèõ âîçìóùàþùèõ ñèë ïàðàìåòðû �
ìåäëåííîìåíÿþùèåñÿ ïåðåìåííûå, ïîýòîìó èõ óðàâíåíèÿ ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ áóäóò èíòåãðèðîâàòüñÿ ãîðàçäî
ýôôåêòèâíåå, íåæåëè êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (3.1).

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ìåòîäà Ëàãðàíæà. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî íåâîçìóùåííàÿ pK è âîçìóùåííàÿ p îðáèòû íåáåñíî-
ãî òåëà îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà

dpK

dt
= PK(t,pK),

dp
dt

= P(t,p) = PK(t,p)+P(t,p)−PK(t,p),

(3.33)
ïðè÷åì èçâåñòåí çàêîí íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ pK = pK(t,q),
ãäå q � îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû ñóòü ïîñòîÿííûå. Ïðåäñòàâèì
âîçìóùåííîå äâèæåíèå êàê p = pK(t,q), ãäå, îäíàêî, îðáèòàëü-
íûå ïàðàìåòðû óæå ïåðåìåííûå âåëè÷èíû. Òîãäà

dp
dt

=
∂pK

∂t
+
∂pK

∂q

dq
dt

= PK(t,p) +
∂pK

∂q

dq
dt

è â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.33)

∂pK

∂q

dq
dt

= P(t,p)−PK(t,p). (3.34)

Âûðàæàÿ èç (3.34) âðåìåíí�ûå ïðîèçâîäíûå îò q, ïîëó÷èì â èòîãå
óðàâíåíèÿ â îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðàõ.

Äàëåå ïðåäñòàâèì íàèáîëåå ïîäõîäÿùèå ñ òî÷êè çðåíèÿ ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â îðáè-
òàëüíûõ ýëåìåíòàõ, à èìåííî óðàâíåíèÿ Ðîÿ è óðàâíåíèÿ â ðåãó-
ëÿðíûõ SB- è KS-ýëåìåíòàõ.
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3.4.1. Óðàâíåíèÿ Ðîÿ

Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ óðàâíåíèÿ â êåïëåðîâñêèõ ýëå-
ìåíòàõ íåóäîáíû òåì, ÷òî îíè äîâîëüíî ñëîæíû, ñîäåðæàò ìíîãî
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé è, êðîìå òîãî, èìåþò îñîáåííîñòü
äëÿ íóëåâûõ íàêëîíåíèé è ýêñöåíòðèñèòåòîâ. ×òîáû îáîéòè ýòè
íåäîñòàòêè, À. Ðîé ïðåäëîæèë â êà÷åñòâå îðáèòàëüíûõ ïàðàìåò-
ðîâ ðàññìàòðèâàòü ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ c, âåêòîð Ëà-
ïëàñà g è èñòèííóþ äîëãîòó λ = Ω+ ω + v (ñì. Ïðèëîæåíèå). Èõ
óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (Ðîé, 1981)

dc
dt

= x×P, dg
dt

= P×c+ẋ×ċ, dλ
dt

=
|c|
|x|2

+
c1ċ2 − c2ċ1
|c|(|c|+ c3)

. (3.35)

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé (3.35) äëÿ âû÷èñëåíèÿ âîçìó-
ùàþùåé ñèëû P òðåáóåòñÿ ïåðåõîä îò ïåðåìåííûõ c, g è λ ê x è
ẋ. Îí âûïîëíÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì

γ = g1 −
g3c1
|c|+ c3

, δ = g2 −
g3c2
|c|+ c3

;

|g| cos v = γ cosλ+ δ sinλ, |g| sin v = γ sinλ− δ cosλ;

|x| = |c|2

µ+ |g| cos v
, x · ẋ =

|x||g| sin v
|c|

;

x1 = |x| cosλ+
x3c1
|c|+ c3

, x2 = |x| sinλ+
x3c2
|c|+ c3

,

x3 = −
|x|
|c|

(c1 cosλ+ c2 sinλ);

ẋ =
c× x+ (x · ẋ)x

|x|2
.

Ñèñòåìà (3.35) èìååò ñåðüåçíûé íåäîñòàòîê, êîòîðûé ïðîÿâ-
ëÿåòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì ïðè èíòåãðèðîâàíèè ñèëüíîâûòÿíóòûõ
îðáèò. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â (3.35) ñèíãóëÿðíî â íà÷àëå êîîðäè-
íàò, ÷òî ïðèâîäèò ê íåðàâíîìåðíîìó ïîâåäåíèþ åãî ïðàâîé ÷à-
ñòè. ×òîáû ðàçðåøèòü ýòó òðóäíîñòü, äîñòàòî÷íî çàìåíèòü λ íà
ñðåäíþþ äîëãîòó l = Ω + ω +M , êîòîðàÿ â ñëàáîâîçìóùåííîì
äâèæåíèå ìåíÿåòñÿ ïî÷òè ëèíåéíî.
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3.4.2. Óðàâíåíèÿ â SB-ýëåìåíòàõ

Âåñüìà ïîëåçíûìè äëÿ ïðàêòèêè ìîãóò áûòü òàêæå óðàâíåíèÿ â
òàê íàçûâàåìûõ SB- (Àâäþøåâ, Áîðäîâèöûíà, 2006) è KS-ýëåìåí-
òàõ (Stiefel, Scheifele, 1971). Åñëè ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü ïðåäñòà-
âèòü êàê ðåøåíèÿ íåâîçìóùåííûõ óðàâíåíèé (3.9):

x = α cosE + β sinE − g

4ω2
, x′ = −α sinE + β cosE,

òîãäà óðàâíåíèÿ â SB-ýëåìåíòàõ áóäóò

α′ = G cosE −P sinE, β′ = G sinE +P cosE,

P =
1

4ω2
[|x|2P+ (x′ ·P)x′], G =

1

4ω2

[
g′ − 2g

ω′

ω

]
,

g′ = 2x(x′ ·P)− x′(x ·P)−P(x · x′), ω′ = − 1

4ω
(x′ ·P), (3.36)

τ ′ =
1

8ω3

[
µ+ |x|(x ·P) + 2

(x · x′)

|x|
(x′ ·P)

]
, t = τ − 1

2ω

(x · x′)

|x|
.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì ïîëîæåíèÿ è ñêî-
ðîñòè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (ïðè E = 0) äëÿ ýëåìåíòîâ α è β îïðå-
äåëÿþòñÿ êàê

α0 = x0 +
g0
4ω2

0

, β0 = x′
0 =
|x|0
2ω0

ẋ0.

3.4.3. Óðàâíåíèÿ â KS-ýëåìåíòàõ

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé â KS-ýëåìåíòàõ ïðåäñòàâèì ïîëîæåíèå
è ñêîðîñòü â 4-ìåðíîì KS-ïðîñòðàíñòâå (cì. ïîäðàçä. 3.1.2) â âèäå

u = α cos
E

2
+ β sin

E

2
, u′ = −1

2
α sin

E

2
+

1

2
β cos

E

2
.

Òîãäà óðàâíåíèÿ îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ â KS-ýëåìåíòàõ çàïè-
øóòñÿ êàê

α′ = −P sin
E

2
, β′ = P cos

E

2
, ω′ = − 1

2ω
(u′ · LTP),
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τ ′ =
1

8ω3

[
µ+ |u|2(u · LTP) + 8(u · u′)(u′ · LTP)

]
, (3.37)

t = τ − 1

ω
(u · u′), P =

1

2ω2

[
|u|2

2
LTP+ 2(u′ · LTP)u′

]
.

Ïðè ýòîì α0 = u0 è β0 = 2u′
0.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ýëåìåíòû α è β â ñèñòåìàõ (3.36) è
(3.37) ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûå (õîòÿ áû ïîòîìó ÷òî èìåþò ðàçíûå
ðàçìåðíîñòè), íåñìîòðÿ íà òî ÷òî äëÿ íèõ èñïîëüçóþòñÿ îäèíàêî-
âûå îáîçíà÷åíèÿ.

3.4.4. Óðàâíåíèÿ â ýëåìåíòàõ Ïàéíñà

Êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè íà íà÷àëüíóþ ýïîõó òàêæå ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê îðáèòàëüíûå ýëåìåíòû íåêîòîðîé íåâîçìóùåííîé
(êåïëåðîâñêîé) îðáèòû, îñêóëèðóþùåé âîçìóùåííóþ íå òîëüêî íà
íà÷àëüíóþ ýïîõó, à íà êàêîé-ëèáî ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
âîîáùå. Òàêóþ ñèñòåìó ýëåìåíòîâ â ìåòîäå âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ
ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü Ñ. Ïàéíñ (Pines, 1961). Âûâåäåì äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ýòèõ ñòîëü íåîáû÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ïðèìåì p = (x, ẋ)T , à q = (x0, ẋ0)
T . Ìåæäó âåêòîðàìè äèíà-

ìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ p (èëè pK) è q èìååò ìåñòî âçàèìîîäíîçíà÷-
íîå ñîîòâåòñòâèå, ïîýòîìó (3.34) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

dq
dt

=
∂q

∂pK
(P −PK).

Ïîñêîëüêó P − PK = (0,P)T , ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíóþ ñèñòåìó
óðàâíåíèé â ýëåìåíòàõ Ïàéíñà

dx0

dt
=

∂x0

∂ẋK
P,

dẋ0

dt
=

∂ẋ0

∂ẋK
P. (3.38)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ýòîé ñèñòåìû î÷åâèäíû.
Òåêóùèé âåêòîð âîçìóùåííîãî äèíàìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ p çà-

äàåòñÿ ïîëîæåíèåì è ñêîðîñòüþ íà êåïëåðîâñêîé îðáèòå ñ èçìå-
íÿåìûì íà÷àëüíûì äèíàìè÷åñêèì ñîñòîÿíèåì q: p = pK(t,q),
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îïðåäåëÿåìûì ñèñòåìîé óðàâíåíèé (3.38). ×òî êàñàåòñÿ ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ â ñèñòåìå, òî îíè çàäàþòñÿ àíàëèòè÷åñêè è ïîëó-
÷àþòñÿ ïóòåì ïðÿìîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôîðìóë çàäà÷è äâóõ
òåë (ñì. Ïðèëîæåíèå).

Ãëàâíûé íåäîñòàòîê ñèñòåìû (3.38), îäíàêî, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
ñ îòäàëåíèåì âðåìåíè t îò íà÷àëüíîé ýïîõè t0 ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå âîçðàñòàþò è ýòî ñóùåñòâåííî ìîæåò óñëîæíÿòü ïîâåäåíèå
ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (3.38) äàæå ïðè ìàëûõ âîçìóùàþùèõ
ñèëàõ P. Âïðî÷åì, ðàçðåøàåòñÿ ýòîò íåäîñòàòîê äîâîëüíî ïðîñòî:
êàê òîëüêî âåëè÷èíû ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ïðè ÷èñëåííîì
èíòåãðèðîâàíèè ñòàíîâÿòñÿ áîëüøå âåëè÷èíû âîçìóùàþùåé ñè-
ëû, ñêàæåì, â íåñêîëüêî ðàç, íåîáõîäèìî ïåðåîïðåäåëÿòü ñèñòåìó
(3.38), ïðèíÿâ çà íà÷àëüíûå ïàðàìåòðû t0, x0 è ẋ0 èõ òåêóùèå
àíàëîãè t, x è ẋ.

3.5. Óðàâíåíèÿ Ýíêå

Èäåÿ ìåòîäà Ýíêå (Encke, 1852; Õåððèê, 1977; Ðîé, 1981) ñîñòî-
èò â òîì, ÷òîáû âìåñòî êîîðäèíàò èíòåãðèðîâàòü èõ âîçìóùå-
íèÿ (îòêëîíåíèÿ) îòíîñèòåëüíî çàðàíåå âûáðàííîé (êàê ïðàâèëî,
êåïëåðîâñêîé) îðáèòû. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ýíêå áóäåò ýôôåêòèâ-
íûì ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè èíòåãðèðóåìûå âîçìóùåíèÿ áóäóò
íå òîëüêî ìåíüøå, íî è áîëåå ãëàäêèìè, ÷åì ñàìà âîçìóùåííàÿ
îðáèòà, ïîñêîëüêó ýòî óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò óìåíüøåíèå ìåòîäè-
÷åñêîé îøèáêè, à ïîòîìó óâåëè÷åíèå øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñâîé-
ñòâî ãëàäêîñòè â ìåòîäå Ýíêå ïåðâè÷íî, è âîçìóùåíèÿ íåîáÿçà-
òåëüíî äîëæíû áûòü ìàëûìè, òåì íå ìåíåå íà ïðàêòèêå èõ ìà-
ëîñòü ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì óñëîâèåì, ïîñêîëüêó ýòî ïîçâîëÿåò
óìåíüøèòü âëèÿíèå îøèáîê îêðóãëåíèÿ íà ïðåäñòàâëåíèå âû÷èñ-
ëÿåìîé îðáèòû.

Ôîðìàëüíî ìåòîä Ýíêå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî äâèæåíèå íåáåñíîãî òåëà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî
ïîðÿäêà

dp
dt

= P(t,p), p0 = p(t0). (3.39)
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Â ïðîñòðàíñòâå p âûáèðàåòñÿ îïîðíàÿ îðáèòà pK = pK(t,q), óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèÿì

dpK

dt
= PK(t,pK), pK0 = pK(t0). (3.40)

Ïðÿìûì âû÷èòàíèåì óðàâíåíèé (3.40) èç (3.39) ïîëó÷àåì óðàâíå-
íèÿ äëÿ îòêëîíåíèé δp = p− pK :

dδp
dt

= P(t,pK + δp)−PK(t,pK), δp0 = p0 − pK0. (3.41)

Åñëè óäàåòñÿ â P ÿâíî âûäåëèòü íåâîçìóùåííóþ PK è âîçìó-
ùåííóþ P − PK ÷àñòè, ïóòåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé
ðàçðåøàåòñÿ ïðîáëåìà âû÷èòàíèÿ áëèçêèõ âåëè÷èí:

PK(t,pK + δp)−PK(t,pK). (3.42)

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû (3.41) äàåò âîçìóùåíèÿ
δp, èç êîòîðûõ âîçìóùåííûå êîîðäèíàòû ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê p =
= pK(t,q) + δp.

Îáû÷íî â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ â ñèñòåìå (3.40) âûáè-
ðàþò pK0 = p0, ò.å. δp0 = 0, ïîýòîìó âáëèçè ýïîõè îñêóëÿöèè
âîçìóùåíèÿ δp ìàëû. Òåì íå ìåíåå ñî âðåìåíåì îíè âîçðàñòàþò
è íà äîñòàòî÷íî äëèííûõ âðåìåíí�ûõ èíòåðâàëàõ óâåëè÷èâàþòñÿ
íàñòîëüêî, ÷òî ðàçíîñòü (3.42), òàê íàçûâàåìûé ÷ëåí Ýíêå, ñòàíî-
âèòñÿ ñðàâíèìîé ñ âîçìóùàþùèìè ÷ëåíàìè. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè-
áåãàþò ê ïðîöåäóðå èñïðàâëåíèÿ îðáèòû ïóòåì ïåðåâû÷èñëåíèÿ
ïàðàìåòðîâ îïîðíîãî äâèæåíèÿ íà íîâóþ ýïîõó.

Ïðè÷èíîé âîçðàñòàíèÿ δp, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ íåòî÷íîå ïðåä-
ñòàâëåíèå äâèæåíèÿ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòîé, êîòîðîå, êðîìå òî-
ãî, óñèëèâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòüþ äâèæåíèÿ. Ïðåäñòàâëåíèå ìîæ-
íî óëó÷øèòü ïóòåì ïîäáîðà ïàðàìåòðîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû q
(êàêîâûìè òàêæå ÿâëÿþòñÿ íà÷àëüíûå äàííûå pK0) òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òîáû íà äëèòåëüíîì èíòåðâàëå âðåìåíè îíà ó÷èòûâàëà
îñíîâíûå òåíäåíöèè äèíàìè÷åñêîé ýâîëþöèè. Îäíàêî òðóäíîñòü
óêàçàííîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óæå ñàìà íåîáõîäè-
ìîñòü ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ êàê àëüòåðíàòèâû àíàëèòè-
÷åñêèì ìåòîäàì äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è ïðåäïîëàãàåò
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ñëîæíîñòü èññëåäóåìîé îðáèòàëüíîé äèíàìèêè è ïðè ýòîì ìàëî
÷òî èçâåñòíî çàðàíåå î õàðàêòåðå äâèæåíèÿ. Âòîðîé ïîäõîä áî-
ëåå ôóíäàìåíòàëüíûé è ñîñòîèò â ïîèñêå íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îðáèò.

3.5.1. Êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýíêå

Â êëàññè÷åñêîì ìåòîäå Ýíêå (Encke, 1852) â êà÷åñòâå îïîðíîé âû-
áèðàåòñÿ êåïëåðîâñêàÿ îñêóëèðóþùàÿ (íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè) îðáèòà xK = xK(t) (ñì. Ïðèëîæåíèå), îïèñûâàåìàÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè

d2xK

dt2
= F(xK). (3.43)

Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ âîçìóùåíèé δx = x−xK

ïðèíèìàþò âèä

d2δx
dt2

= F(xK + δx)− F(xK) +P(t,xK + δx, ẋK + δẋ). (3.44)

Ïðè ìàëûõ δx êåïëåðîâñêèå ÷ëåíû â (3.44) � áëèçêèå âåëè-
÷èíû. Â òî æå âðåìÿ èõ ìàëàÿ ðàçíîñòü áóäåò çíà÷èòåëüíî ìåíü-
øå êàæäîãî èç íèõ è, ñëåäîâàòåëüíî, èç-çà îøèáîê îêðóãëåíèÿ
îíà áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ñ íåóäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòüþ. Äëÿ
ðàçðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ïðîâîäÿò äîïîëíèòåëüíûå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, êîòîðûå ïðèâîäÿò ðàçíîñòü êåïëåðîâñêèõ ÷ëåíîâ ê íåêîé
ôóíêöèè Φ, âåëè÷èíà êîòîðîé ÿâíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàëûå âîç-
ìóùåíèÿ δx, è óðàâíåíèÿ ïðèîáðåòàþò îêîí÷àòåëüíûé âèä

d2δx
dt2

= Φ(δx) +P(t,xK + δx, ẋK + δẋ). (3.45)

Â (3.45) ôóíêöèþ Φ ìîæíî ïðèâåñòè, íàïðèìåð, ê ñëåäóþùåìó
âèäó (Conte, 1962):

Φ(δx) = − µ

|x|3
x+

µ

|xK |3
xK =

µ

|xK |3
(Dx− δx),
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D =

(
1 +

ζ2

1 + ζ

)
(xK + x) · δx

|x|2
, ãäå ζ =

|xK |
|x|

.

Óðàâíåíèÿ (3.45) íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýíêå, íåñìîòðÿ íà òî
÷òî âïåðâûå èõ ïîëó÷èë Äæ.Ï. Áîíä (Bond, 1849) åùå äâóìÿ ãîäà-
ìè ðàíüøå Ýíêå. Âïðî÷åì, â ëèòåðàòóðå èíîãäà ìåòîä ïîëó÷åíèÿ
óðàâíåíèé â âîçìóùåíèÿõ íàçûâàþò ìåòîäîì Áîíäà�Ýíêå.

Ãëàâíûé íåäîñòàòîê ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýíêå (3.45), êàê, ñîá-
ñòâåííî, è ñèñòåìû óðàâíåíèé Ïàéíñà (3.38), ñîñòîèò â åå ñëîæ-
íîñòè â ñðàâíåíèè ñ (3.1) èç-çà íàëè÷èÿ â íåé îïîðíîãî ðåøåíèÿ
xK = xK(t). Êðîìå òîãî, â ñëó÷àÿõ ñèëüíîâûòÿíóòûõ îðáèò âû-
÷èñëåíèå îïîðíûõ ïîëîæåíèé óñëîæíÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòüþ ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Êåïëåðà14.

Ëþáîé ìåõàíèê â (3.44) áåç òðóäà óçíàåò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ,
çàïèñàííûå îòíîñèòåëüíî íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ
áëèçêèì ê èññëåäóåìîìó íåáåñíîìó òåëó íà÷àëîì, äâèæóùèìñÿ
ïî çàêîíó xK = xK(t). Òîãäà âåëè÷èíà −F(xK) ñòàíîâèòñÿ íå ÷åì
èíûì, êàê èíåðöèàëüíîé ñèëîé, âîçíèêàþùåé âñëåäñòâèå íåèíåð-
öèàëüíîñòè êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû. Âûáðàííàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà
â ïðèíöèïå ìîæåò áûòü èíåðöèàëüíîé, â òî âðåìÿ êàê óñëîâèå
îñêóëÿöèè íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì. Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäàòü â
òîì æå íàïðàâëåíèè, ìîæíî ïðèéòè ê èíòåðåñíîìó âûâîäó, ÷òî â
äèíàìè÷åñêîì ñìûñëå êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíûõ
êîîðäèíàòàõ (3.1) ôîðìàëüíî îêàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýíêå, ãäå
xK = 0, F(xK) = 0, à δx = x.

Íà ðèñ. 3.9 ïîêàçàíî, íàñêîëüêî ìîæíî ïîâûñèòü òî÷íîñòü ìî-
äåëèðîâàíèÿ âîçìóùåííîé îðáèòû, åñëè âìåñòî êîîðäèíàò èíòå-
ãðèðîâàòü ìàëûå âîçìóùåíèÿ. Ìîäåëèðîâàëàñü ïî÷òè êðóãîâàÿ
îðáèòà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà â ïîëå òÿãîòåíèÿ öåíòðàëüíîãî òå-
ëà ìàññû µ = 1 ïîä äåéñòâèåì ïðèòÿæåíèÿ òðåòüåãî òåëà ìàññû
µP = 10−3, äâèãàþùåãîñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå ðàäèóñà aP = 2.08.
Ïàðàìåòðû çàäà÷è áûëè ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû îíè ïðèáëèæåííî
ñîîòâåòñòâîâàëè îðáèòàëüíîé äèíàìèêå àñòåðîèäà ãëàâíîãî ïîÿ-

14Õîòÿ ýòîò íåäîñòàòîê íå ñòîëü ñóùåñòâåíåí, ïîñêîëüêó â íàñòîÿùåå âðåìÿ
èìåþòñÿ áûñòðûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Êåïëåðà (Fukushima, 1996).
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Ðèñ. 3.9. Ïîâåäåíèå îøèáîê â âåêòîðå ïîëîæåíèÿ ïðè ÷èñëåííîì èí-

òåãðèðîâàíèè ñëàáîâîçìóùåííîé ïî÷òè êðóãîâîé îðáèòû êëàññè÷åñêèì

ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòû ñ øàãîì ∆t = 2π/1024 (x � óðàâíåíèÿ â ïðÿìî-

óãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ; δx � óðàâíåíèÿ Ýíêå)

ñà â ðàìêàõ òðîéíîé ñèñòåìû àñòåðîèä�Ñîëíöå�Þïèòåð. Îïîð-
íûå ïîëîæåíèÿ xK âû÷èñëÿëèñü ïî ôîðìóëàì (Ï.13), òîãäà êàê
îïîðíàÿ îðáèòà â óðàâíåíèÿõ èñïðàâëÿëàñü íà êàæäîì øàãå èí-
òåãðèðîâàíèÿ. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ìåòîä Ýíêå ïîçâîëÿåò ñó-
ùåñòâåííî ïîâûñèòü òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Îäíà-
êî åãî ýôôåêòèâíîñòü âûñîêà òîëüêî äî 1000 îáîðîòîâ îáúåêòà.
Äàëåå îíà ïàäàåò, ïî-âèäèìîìó, èç-çà çíà÷èòåëüíîãî âëèÿíèÿ ïî-
ñòåïåííî íàêàïëèâàþùèõñÿ âû÷èñëèòåëüíûõ îøèáîê â ïàðàìåò-
ðàõ îïîðíûõ îðáèò q, êàêîâûìè â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ xK0 è
ẋK0, ïåðåâû÷èñëÿåìûå íà êàæäîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ.

3.5.2. Óðàâíåíèÿ Ýíêå â KS-ïåðåìåííûõ

Ìåòîä Ýíêå â KS-èíòåðïðåòàöèè èìååò íåñêîëüêî ïðåèìóùåñòâ.
Âî-ïåðâûõ, áëàãîäàðÿ ëèíåéíîñòè èñõîäíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
â KS-ïåðåìåííûõ ïðåîáðàçîâàíèå Ýíêå íå òðåáóåò ñëîæíûõ ìàíè-
ïóëÿöèé äëÿ óñòðàíåíèÿ âû÷èòàíèé áëèçêèõ âåëè÷èí. Âî-âòîðûõ,
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â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóëüíûé âèä äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ïðèíöèïèàëüíî íå óñëîæíÿåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, óðàâ-
íåíèÿ â îòêëîíåíèÿõ, îïèñûâàþùèå îðáèòàëüíîå äâèæåíèå â KS-
ïðîñòðàíñòâå, ñîõðàíÿþò âèä âîçìóùåííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñ-
öèëëÿòîðà. Â-òðåòüèõ, îïîðíîå ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ ÿâíî ÷åðåç
íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ, ôèêòèâíîå âðåìÿ s, ëèáî îáîáùåííóþ
ýêñöåíòðè÷åñêóþ àíîìàëèþ E (Stiefel, Scheifele, 1971). Çàìåòèì,
÷òî òå æå ïðåèìóùåñòâà áóäóò èìåòü è óðàâíåíèÿ Ýíêå â SB-
ïåðåìåííûõ (Àâäþøåâ, Áîðäîâèöûíà, 2006).

Åñëè â êà÷åñòâå îïîðíîãî âçÿòü íåâîçìóùåííîå ðåøåíèå (3.10)

uK = u0 cosωs+
u′
0

ω
sinωs,

ω =

√
−hK

2
, hK = h0, τK = − µ

2hK
s− 1

hK
(u0 · u′

0) + t0,

óðàâíåíèå Ýíêå â KS-ïåðåìåííûõ áóäóò èìåòü âèä (Áîðäîâèöûíà
è äð., 1998b; Avdyushev, Bordovitsyna, 2000; Bordovitsyna et al.,
2001)

δu′′ − hK
2
δu =

δh

2
u+
|u|2

2
LTP, δh′ = 2(u′ · LTP), (3.46)

δτ ′ = − 1

2h

[
− δh
hK

µ+ |u|2(u · LTP)− 2(u · u′)
h′

h

]
,

ãäå âîçìóùåííûå âåëè÷èíû îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñóììà èõ îïîðíûõ
àíàëîãîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ âîçìóùåíèé.

3.5.3. Óëó÷øåíèå îïîðíîé îðáèòû

Â êëàññè÷åñêîì ìåòîäå Ýíêå â êà÷åñòâå îïîðíîé èñïîëüçóåòñÿ îð-
áèòà íåâîçìóùåííîé çàäà÷è äâóõ òåë. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðåä-
ïðèíèìàëèñü ïîïûòêè óñîâåðøåíñòâîâàòü ìåòîä Ýíêå ïóòåì èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ëó÷øåé îïîðíîé îðáèòû.

Ïåðñïåêòèâíûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ îïîðíûõ îðáèò îêàçàë-
ñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èäåå ââåäåíèÿ ôèêòèâíîãî ïðèòÿãèâà-
þùåãî öåíòðà (Shaikh, 1966). Ýòîò ïîäõîä ïîëó÷èë ðàçâèòèå â
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ðàáîòàõ Þ.Â. Áàòðàêîâà (Áàòðàêîâ, Ìàêàðîâà, 1979; Áàòðàêîâ,
1981). Ïîñòðîåííûå àâòîðîì ïðîìåæóòî÷íûå òðàåêòîðèè â ìåòî-
äå Ýíêå çàäàþò äâèæåíèå ïî êåïëåðîâñêîé îðáèòå îòíîñèòåëüíî
ôèêòèâíîãî ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà.

Ðàçâèâàÿ èäåè Áàòðàêîâà, Â.À. Øåôåð (Øåôåð, 1998) ïðåäëî-
æèë â êà÷åñòâå îïîðíîãî ðåøåíèÿ â ìåòîäå Ýíêå ðàññìàòðèâàòü
äâèæåíèå ïî ïðîìåæóòî÷íîé òðàåêòîðèè îòíîñèòåëüíî ôèêòèâ-
íîãî öåíòðà, êîòîðîå ïðè ýòîì íå ÿâëÿåòñÿ êåïëåðîâñêèì, à îïè-
ñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè çàäà÷è Ãþëüäåíà�Ìåùåðñêîãî.

Ó.Ò. Êàéíåð è Ì.Ì. Áåííåò (Kyner, Bennett, 1966) ïîêàçàëè,
÷òî ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íèçêîãî ñïóòíèêà
Çåìëè ìåòîä Ýíêå ìîæíî óëó÷øèòü, åñëè ïðè ïîñòðîåíèè îïîðíîé
òðàåêòîðèè ó÷åñòü ýôôåêò ïåðâîãî ïîðÿäêà îò ñæàòèÿ Çåìëè.

Â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ëþáûõ ïðîìåæóòî÷íûõ ðåøåíèé äëÿ ìå-
òîäà Ýíêå ëåæàò ãåîìåòðè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà îðáèò,
êîòîðûå ìîãóò áûòü èçâåñòíû çàðàíåå. Èìåííî ýòî îáåñïå÷èâà-
åò èì ïðàêòè÷åñêóþ öåííîñòü â çàäà÷àõ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ
îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ. Îäíàêî, ê ñîæàëåíèþ, ÷àùå âñåãî äî èí-
òåãðèðîâàíèÿ íàì ìàëî ÷òî èçâåñòíî îá èññëåäóåìîì äâèæåíèè íå
òîëüêî â êîëè÷åñòâåííîì, íî è â êà÷åñòâåííîì îòíîøåíèè.

Âåñüìà ïîëåçíûìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ðåøåíèé
ìîãóò ÿâëÿòüñÿ íåêîòîðûå çàäà÷è, èìåþùèå àíàëèòè÷åñêîå ðåøå-
íèå â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Ðàññìîòðèì äàííûé ïîäõîä íà ïðèìåðå
áëèçêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò. Îäíèì èç ïðèìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ â
äèíàìèêå áëèçêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè äâèæóò-
ñÿ ïî ïî÷òè êðóãîâûì ýêâàòîðèàëüíûì îðáèòàì. Êàê èçâåñòíî, â
ñâîåì äâèæåíèè ñïóòíèêè èñïûòûâàþò äåéñòâèÿ äâóõ îñíîâíûõ
ôàêòîðîâ: ñèëû ïðèòÿæåíèÿ ìàññû öåíòðàëüíîé ïëàíåòû è ãðàâè-
òàöèîííîå âëèÿíèå åå ýêâàòîðèàëüíîãî óòîëùåíèÿ çà ñ÷åò ñæàòèÿ.
Ïðè÷åì äëÿ áëèçêèõ ñïóòíèêîâ ôàêòîð ñæàòèÿ âíîñèò íàñòîëüêî
ñóùåñòâåííûé âêëàä â îðáèòàëüíîå äâèæåíèå, ÷òî èñïîëüçîâàíèå
ðåøåíèÿ çàäà÷è äâóõ òåë äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ ïîëîæåíèé ñïóòíè-
êîâ óæå ñòàíîâèòñÿ ñîâåðøåííî íåïðèåìëåìûì äàæå íà ìàëûõ
èíòåðâàëàõ âðåìåíè.
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Äâèæåíèå áëèçêîãî ñïóòíèêà â ïîëå òÿãîòåíèÿ ñæàòîé ïëà-
íåòû ìîæíî ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ èíòåðïðåòèðîâàòü îáùåé çàäà-
÷åé äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ (Àêñåíîâ, 1977), êîòîðàÿ èìååò
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â çàìêíóòûõ ôîðìóëàõ. Â îáùåì ñëó÷àå
äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûñîêîé òî÷íîñòè è ìàëîñòè âîçìóùåíèé èìåííî
ýòî ðåøåíèå è öåëåñîîáðàçíî ïðèíÿòü â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íî-
ãî (Ñîðîêèí, 1991). Îäíàêî, ïîñêîëüêó îðáèòû ðàññìàòðèâàåìûõ
ñïóòíèêîâ äîâîëüíî ïðîñòû è ðåãóëÿðíû, èñïîëüçîâàíèå òàêîé
¾òÿæåëîâåñíîé¿ òåîðèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïîðíûõ ðåøåíèé áûëî
áû âåñüìà íåðàöèîíàëüíûì.

Ñ. Õåððèê ïîêàçàë (Õåððèê, 1978), ÷òî óâåëè÷åíèå öåíòðàëü-
íîé ñèëû èëè ãðàâèòàöèîííîãî ïàðàìåòðà â îïîðíîé îðáèòå ïîç-
âîëÿåò óìåíüøèòü âîçìóùåíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå ôàêòîð ñæàòèÿ
â äèíàìèêå áëèçêèõ ñïóòíèêîâ ìîæíî òàêæå òðàêòîâàòü êàê ýô-
ôåêò äîïîëíèòåëüíîé ìàññû öåíòðàëüíîé ïëàíåòû. Ïîýòîìó äëÿ
ïîñòðîåíèÿ îïîðíûõ ðåøåíèé çäåñü ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî èñ-
ïîëüçîâàòü ôîðìóëû çàäà÷è äâóõ òåë ñ ìîäèôèöèðîâàííûì ãðà-
âèòàöèîííûì ïàðàìåòðîì. Èçëîæåííóþ èäåþ ëåãêî ïðîäåìîíñòðè-
ðîâàòü íà ïðèìåðå óðàâíåíèé â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Äëÿ
ýòîãî ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì îäíó ïðîñòóþ çàäà÷ó.

Ïóñòü ñïóòíèê äâèæåòñÿ â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè ïëàíåòû
ïî êðóãîâîé îðáèòå. Òîãäà x3 = 0 è ïîòåíöèàë íåñôåðè÷íîñòè
ïëàíåòû äî âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêè (ñì. ðàçä. 2.1) áóäåò

V = V (x) = − J
2|x|3

,

ãäå J = µC0
2b

2 (b � ýêâàòîðèàëüíûé ðàäèóñ ïëàíåòû), à äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (3.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

d2x
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+
µ

|x|3
x = P =

(
∂V
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)T

=
3

2

J
|x|5

x. (3.47)

Ãðóïïèðóÿ êîýôôèöèåíòû ïðè êåïëåðîâñêîì ìíîæèòåëå, ïîëó-
÷èì (Õåððèê, 1978)
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+
µ

|x|3
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2
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)
x = 0. (3.48)
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Òàêèì îáðàçîì, êðóãîâîå äâèæåíèå ýêâàòîðèàëüíîãî ñïóòíèêà â
ïîëå òÿãîòåíèÿ ñæàòîé ïëàíåòû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè çàäà÷è
äâóõ òåë ñ èçìåíåííûì (óâåëè÷åííûì) ãðàâèòàöèîííûì ïàðàìåò-
ðîì. Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé â ñðàâíåíèè ñ
êåïëåðîâñêèì ìîæåò äîñòàòî÷íî õîðîøî ïðåäñòàâëÿòü äâèæåíèå
ýêâàòîðèàëüíûõ ñïóòíèêîâ ñ ïî÷òè êðóãîâûìè îðáèòàìè (â îñî-
áåííîñòè êëàññà áëèçêèõ ñïóòíèêîâ, êîãäà ñæàòèå öåíòðàëüíîé
ïëàíåòû ñóùåñòâåííî èçìåíÿåò ÷àñòîòó ñïóòíèêîâîãî äâèæåíèÿ
ïî îðáèòå). Ñëåäîâàòåëüíî, â àëãîðèòìàõ òèïà Ýíêå ïðè èññëåäî-
âàíèè äâèæåíèÿ äàííûõ îáúåêòîâ èìåííî ýòî ðåøåíèå öåëåñîîá-
ðàçíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå îïîðíîãî âìåñòî êåïëåðîâñêîãî.

3.6. Ãðàâèöåíòðè÷åñêèå ñèñòåìû êîîðäèíàò
è óðàâíåíèÿ ñèíõðîííîãî ñëåæåíèÿ

Ìåòîä Ýíêå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì äëÿ óìåíüøåíèÿ
îøèáîê îêðóãëåíèÿ. Äèíàìè÷åñêèé ñìûñë óðàâíåíèé Ýíêå ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî îíè îïèñûâàþò äèíàìèêó ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îò-
íîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ áëèçêèì
ê òî÷êå íà÷àëîì. Ýòî îáåñïå÷èâàåò ìàëîñòü èíòåãðèðóåìûõ ïåðå-
ìåííûõ, à ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ çàëîãîì ìàëûõ ñîäåðæàùèõñÿ â íèõ
îøèáîê îêðóãëåíèÿ.

Îñíîâíîé ïðîáëåìîé â ÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè îðáèòàëüíî-
ãî äâèæåíèÿ âáëèçè ìàññèâíûõ òåë ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííàÿ ïî-
òåðÿ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷íîñòè. Îñîáåííî íåïðèÿòíî ïðè ÷èñëåí-
íîì èíòåãðèðîâàíèè òàêîå ÿâëåíèå, êàê ñáëèæåíèå àñòåðîèäà ñ
áîëüøîé ïëàíåòîé. Óäèâèòåëüíî, ÷òî äàæå ïðè îïòèìàëüíîì øà-
ãå èíòåãðèðîâàíèÿ âî âðåìÿ ñáëèæåíèÿ ñ ïëàíåòîé (ãåëèîöåíòðè-
÷åñêàÿ) îðáèòà àñòåðîèäà îáðàñòàåò îøèáêàìè îêðóãëåíèÿ áîëåå
èíòåíñèâíî, íåæåëè äàæå ïîñëå ìíîãîêðàòíûõ ñáëèæåíèé ñ öåí-
òðàëüíûì ìàññèâíûì òåëîì, êàêèì ÿâëÿåòñÿ Ñîëíöå15 (Àâäþøåâ,
2003b).

15Åñëè óðàâíÿòü âåëè÷èíû ïðèòÿãèâàþùèõ ñèë îò Ñîëíöà è Þïèòåðà, òî
ïîëó÷èì, ÷òî ñáëèæåíèþ ñ Þïèòåðîì 0.01 à.å. ðàâíîçíà÷íûì áóäåò ñáëèæå-
íèå ñ Ñîëíöåì ïðèáëèçèòåëüíî 0.3 à.å., îäíàêî ñ òî÷êè çðåíèÿ ÷èñëåííîãî
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Ïðîáëåìà ïîòåðè òî÷íîñòè ïðè ñáëèæåíèÿõ, êàê óæå áûëî ñêà-
çàíî, îêàçûâàåòñÿ, ñîñòîèò ïðîñòî â íåóäà÷íîé ôîðìàëèçàöèè èñ-
ñëåäóåìîé îðáèòû, à èìåííî, êîãäà îíà ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàìêàõ
òîëüêî îäíîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû, íà÷àëî êîòîðîé äîñòàòî÷-
íî óäàëåíî îò ìàññèâíîãî òåëà, ñ êîòîðûì ïðîèñõîäèò ñáëèæå-
íèå (Àâäþøåâ, 2000; Àâäþøåâ, 2003b). Â òî æå âðåìÿ óñïåõ â
ñîõðàíåíèè òî÷íîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ òîëüêî ïðè
ñîâìåñòíîì èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì, ñâÿ-
çàííûõ ñ ìàññèâíûìè òåëàìè, îïðåäåëÿþùèìè ãëàâíûì îáðàçîì
îðáèòàëüíóþ äèíàìèêó.

Â äàííîì ðàçäåëå îáîñíîâûâàåòñÿ âûáîð ãðàâèöåíòðè÷åñêîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò â çàäà÷å äâóõ òåë, à òàêæå êîìáèíèðîâàííîå
èñïîëüçîâàíèå ãðàâèöåíòðè÷åñêèõ ñèñòåì â çàäà÷àõ ÷èñëåííîãî
èññëåäîâàíèÿ îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ïðè íàëè÷èè òåñíûõ ñáëè-
æåíèé ñ ìàññèâíûìè òåëàìè. Çäåñü ïîä ãðàâèöåíòðè÷åñêîé ïîíè-
ìàåòñÿ êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà, íà÷àëî êîòîðîé ïîìåùåíî â ãðà-
âèòàöèîííûé öåíòð, êàêèì ìîæåò ÿâëÿòüñÿ çâåçäà èëè ïëàíåòà,
ðàññìàòðèâàåìûå êàê ìàòåðèàëüíûå òî÷êè.

3.6.1. Îøèáêè îêðóãëåíèÿ â êåïëåðîâñêèõ ÷ëåíàõ.

Çàäà÷à äâóõ òåë

Åñëè ñïóòíèêîâàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ÷èñëåííûì ìåòîäîì, òî âû-
áîð ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñòàíîâèòñÿ íå ñòîëü
î÷åâèäíûì, ïîñêîëüêó âñå äèíàìè÷åñêè íåïîäâèæíûå ñèñòåìû êî-
îðäèíàò, â òîì ÷èñëå è ïëàíåòîöåíòðè÷åñêàÿ, ìîãóò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ êàê ðàâíîçíà÷íûå ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ
ïðàâûõ ÷àñòåé äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ñè-
ñòåìû ê äðóãîé ñîõðàíÿåòñÿ. Òåì íå ìåíåå óðàâíåíèÿ, çàïèñàííûå
îòíîñèòåëüíî ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìû, êà÷åñòâåííî ëó÷øå,
ïîñêîëüêó, êàê îêàçûâàåòñÿ, ìåíåå ïîäâåðæåíû âëèÿíèþ îøèáîê
îêðóãëåíèÿ. Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå çàäà÷è äâóõ òåë.

èíòåãðèðîâàíèÿ ýòè ñáëèæåíèÿ íå ðàâíîçíà÷íû, ïîñêîëüêó âû÷èñëèòåëüíûå
îøèáêè äëÿ ïåðâîãî áóäóò ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì äëÿ âòîðîãî.
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Ðàññìîòðèì äâèæåíèå òåñòîâîé ÷àñòèöû â ïîëå òÿãîòåíèÿ òî-
÷å÷íîé ìàññû ñ âåêòîðîì ïîëîæåíèÿ c â íåêîòîðîé íåïîäâèæíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò è ãðàâèòàöèîííûì ïàðàìåòðîì µ. Òîãäà óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèìóò âèä

d2x
dt2

= −µ x− c

|x− c|3
= F. (3.49)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â âåêòîðå x ñîäåðæèòñÿ îøèáêà ∆x. Îöå-
íèì âåëè÷èíó îøèáêè ∆F â êåïëåðîâñêîì ÷ëåíå F, ïðîèçâîäèìóþ
îøèáêîé ∆x. Ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà áóäåì èìåòü

∆F = −µ ∆x

|x− c|3
+ 3µ

x− c

|x− c|5
(x− c) ·∆x. (3.50)

Òåïåðü ïðåäñòàâèì âåêòîðû ∆x è x− c êàê

∆x = |∆x|y è x− c = |x− c|z, (3.51)

ãäå y è z � åäèíè÷íûå âåêòîðû. Ïóñòü φ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè
y è z. Òîãäà, èñïîëüçóÿ (3.50), ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ âåëè÷èíû ∆F:

|∆F| = µ
|∆x|
|x− c|3

|y − 3z cosφ|. (3.52)

Âåëè÷èíó |y − 3z cosφ| ìîæíî ëåãêî îïðåäåëèòü, åñëè ââåñòè
2-ìåðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò â ïëîñêîñòè (y, z) òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû z = (1, 0). Â ýòîé ñèñòåìå y = (cosφ, sinφ) è, ñëåäîâàòåëüíî,

|y − 3z cosφ| =
√
1 + 3 cos2 φ.

Òîãäà, ñîãëàñíî (3.52), ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

µ
|∆x|
|x− c|3

≤ |∆F| ≤ 2µ
|∆x|
|x− c|3

. (3.53)

Åñëè ∆x � âåêòîð îøèáîê îêðóãëåíèÿ, íàïðàâëåíèå êîòîðîãî èçî-
òðîïíî, òî |∆x| ≈ ε|x|, ãäå ε � ìàøèííûé ýïñèëîí, õàðàêòåðèçó-
þùèé òî÷íîñòü êîìïüþòåðíîé àðèôìåòèêè; è ñðåäíåå çíà÷åíèå
(ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå) |∆F| áóäåò

|∆F| ≈ 1.38µε
|x|

|x− c|3
.
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Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü
íèæíèé ïðåäåë íåðàâåíñòâà (3.53), ò.å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

|∆F| = µε
|x|

|x− c|3
. (3.54)

Çàìåòèì, ÷òî îøèáêà |∆F| òàêæå ìîæåò áûòü âûçâàíà îêðóã-
ëåíèåì ñàìîé âåëè÷èíû F. Â ýòîì ñëó÷àå

|∆F| = ε|F| = µε

|x− c|2
. (3.55)

Ïîýòîìó äëÿ îöåíêè |∆F| ñëåäóåò âûáèðàòü íàèáîëüøåå èç âåëè-
÷èí (3.54) è (3.55):

|∆F| = max

(
µε

|x− c|2
,
µε|x|
|x− c|3

)
=

µε

|x− c|2
max

(
1,
|x|
|x− c|

)
.

(3.56)
Îöåíêà (3.56), âïðî÷åì, êàê è (3.54), ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñ óäà-

ëåíèåì ñèñòåìû êîîðäèíàò îò òåñòîâîé ÷àñòèöû ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì ãðàâèöåíòðè÷åñêîì âåêòîðå ïîëîæåíèÿ x−c îøèáêà |∆F| áó-
äåò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü. Òàêèì îáðàçîì, òîëüêî íåóäà÷íûé
âûáîð íà÷àëà îòñ÷åòà ìîæåò ïðèâåñòè ê íåæåëàòåëüíûì âîçìó-
ùàþùèì ñèëàì ∆F, íå èìåþùèì íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ôèçèêå
çàäà÷è è ñïîñîáíûì ñóùåñòâåííî èñêàçèòü èñòèííóþ äèíàìèêó
òåñòîâîé ÷àñòèöû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè çàôèêñèðîâàòü íà÷àëî êîîðäèíàòíîé
ñèñòåìû îêîëî ãðàâèòàöèîííîãî öåíòðà (c ̸= 0), òî ïðè |x−c| → 0
â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.54) |∆F| ∼ |x− c|−3, íî â òî æå ñàìîå âðåìÿ,
åñëè ãðàâèòàöèîííûé öåíòð âçÿòü çà íà÷àëî êîîðäèíàò (c = 0),
ôàêòè÷åñêè ïîëó÷èì, ÷òî |∆F| ∼ |x − 0|−2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
â ãðàâèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ |x− c| îøèá-
êà |∆F| áóäåò ñóùåñòâåííî ìåíüøå. Ýòî è îáúÿñíÿåò, ÷åì õîðîø
ãðàâèòàöèîííûé öåíòð â êà÷åñòâå íà÷àëà îòñ÷åòà äëÿ ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ áëèçêèõ ê íåìó îðáèò.

Íà ðèñ. 3.10 ïîêàçàíî, êàê óõóäøàåòñÿ òî÷íîñòü èíòåãðèðî-
âàíèÿ ñïóòíèêîâîé îðáèòû ïðè óäàëåíèè ñèñòåìû êîîðäèíàò îò
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Ðèñ. 3.10. Òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ îðáèòû Àìàëüòåè, ïÿòîãî ñïóòíè-

êà Þïèòåðà (a = 0.00121 à.å., T = 0.5 ñóò), â çàâèñèìîñòè îò óäàëåííî-

ñòè |c| íà÷àëà êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû îò öåíòðàëüíîé ïëàíåòû

öåíòðàëüíîé ïëàíåòû. Îðáèòà èíòåãðèðîâàëàñü ìåòîäîì Ýâåðõàð-
òà 15-ãî ïîðÿäêà â àðèôìåòèêå ñ äâîéíîé òî÷íîñòüþ (ε ≈ 10−16).
Îøèáêà âû÷èñëåíèé |∆x| îöåíèâàëàñü ìåòîäîì ïðÿìîãî è îáðàò-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íà èíòåðâàëå âðåìåíè 10 ëåò. Èíòåãðèðîâà-
íèå âûïîëíÿëîñü ñ ïîñòîÿííûì øàãîì 5 · 10−3 ñóò, êîòîðûé â ðå-
çóëüòàòå óðàâíèâàíèÿ îøèáîê óñå÷åíèÿ è îêðóãëåíèÿ îáåñïå÷èâàë
íàèâûñøóþ òî÷íîñòü â éîâèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Äî òåõ ïîð, ïîêà |c| < a (íà÷àëî êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû íàõî-
äèòñÿ âíóòðè îðáèòû), òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ |∆x| îñòàåòñÿ â
ïðåäåëàõ îäíîãî ïîðÿäêà. Â ýòîì ñëó÷àå âñå êîîðäèíàòíûå ñèñòå-
ìû ðàâíîçíà÷íû. Îäíàêî â äàëüíåéøåì (|c| > a) ñ óâåëè÷åíèåì
|c| îøèáêà |∆x| âîçðàñòàåò ïðîïîðöèîíàëüíî, ÷òî õîðîøî ñîãëà-
ñóåòñÿ ñ îöåíêîé (3.54). Çäåñü íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî ïëàíåòîöåí-
òðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå |x− c| ïî÷òè ïîñòîÿííî.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè áû ìû èíòåãðèðîâàëè ñïóòíèêîâóþ îð-
áèòó â ãåëèîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, òî ïîïëàòèëèñü áû
çà ýòî óõóäøåíèåì òî÷íîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî÷òè íà 4 ïîðÿäêà.
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Â àñòåðîèäíîé çàäà÷å, ãäå èññëåäóåìûé îáúåêò ñáëèæàåòñÿ ñ
ïëàíåòîé è âðåìåííî ñòàíîâèòñÿ ñïóòíèêîì, âûáîð ïëàíåòîöåí-
òðè÷åñêîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû êàê áóäòî î÷åâèäåí. Íî âñòàåò
âîïðîñ: â êàêîé ìîìåíò àñòåðîèä ìåíÿåò ñâîå àìïëóà è êîãäà íåîá-
õîäèìî ïðèáåãàòü ê ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîé ôîðìàëèçàöèè åãî îð-
áèòû, ÷òîáû òåì ñàìûì óìåíüøèòü âëèÿíèå çëîïîëó÷íûõ îøèáîê
îêðóãëåíèÿ? Îá ýòîì ðå÷ü ïîéäåò íèæå.

3.6.2. Îãðàíè÷åííàÿ çàäà÷à òðåõ òåë. Àñòåðîèäíàÿ çàäà÷à

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå àñòåðîèäà â ãðàâèòàöèîííîì ïî-
ëå Ñîëíöà è (äëÿ îïðåäåëåííîñòè) Þïèòåðà. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ãåëèîöåíòðà

d2xS

dt2
= −µS

xS − 0

|xS − 0|3︸ ︷︷ ︸
FSS

−µJ
xS − cJS
|xS − cJS |3︸ ︷︷ ︸

FJS

−µJ
cJS − 0

|cJS − 0|3︸ ︷︷ ︸
FIS

(3.57)

è éîâèöåíòðà

d2xJ

dt2
= −µJ

xJ − 0

|xJ − 0|3︸ ︷︷ ︸
FJJ

−µS
xJ − cSJ
|xJ − cSJ |3︸ ︷︷ ︸

FSJ

−µS
cSJ − 0

|cSJ − 0|3︸ ︷︷ ︸
FIJ

. (3.58)

Çäåñü µS è µJ � ãðàâèòàöèîííûå ïàðàìåòðû Ñîëíöà è Þïèòåðà
ñîîòâåòñòâåííî; xS è cJS � ãåëèîöåíòðè÷åñêèå âåêòîðû ïîëîæå-
íèÿ àñòåðîèäà è Þïèòåðà, à xJ è cSJ � éîâèöåíòðè÷åñêèå âåêòî-
ðû ïîëîæåíèÿ àñòåðîèäà è Ñîëíöà. Ïðè÷åì çàìåòèì, ÷òî

xS − cJS = xJ , xJ − cSJ = xS è cJS = −cJS . (3.59)

Ïðè ñáëèæåíèè ñ Þïèòåðîì |xJ | < |xS |. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè
ñ (3.56) è (3.59) äëÿ îøèáîê âû÷èñëåíèÿ ñèë â ïðàâûõ ÷àñòÿõ
óðàâíåíèé (3.57) è (3.58) áóäóò ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

|∆FSS | =
µSε

|xS |2
, |∆FJS | =

µJε

|xJ |2
|xS |
|xJ |

, |∆FIS | =
µJε

|cJS |2
; (3.60)
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|∆FJJ | =
µJε

|xJ |2
, |∆FSJ | =

µSε

|xS |2
, |∆FIJ | =

µSε

|cSJ |2
. (3.61)

Ïîñêîëüêó µJ < µS , à |cJS | ≈ |xS | ââèäó ìàëîñòè |xJ |, òî
â (3.60) îøèáêà |∆FIS | áóäåò ìåíüøå äâóõ äðóãèõ, à |∆FIJ | ≈
≈ |∆FSJ |. Ïîýòîìó |∆FIS | è |∆FIJ | ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîò-
ðåíèÿ è ñîñðåäîòî÷èòü âíèìàíèå íà îñòàâøèõñÿ îöåíêàõ. Òîãäà,
ñîãëàñíî (3.60), óñëîâèåì èñïîëüçîâàíèÿ óðàâíåíèé (3.57), î÷åâèä-
íî, áóäåò íåðàâåíñòâî |∆FSS | > |∆FJS |, à óñëîâèåì ïåðåõîäà ê
óðàâíåíèÿì (3.58) � ðàâåíñòâî |∆FSS | = |∆FJS |, êîòîðîå äàåò

|xJ | = |xS | 3
√
µJ
µS
. (3.62)

Êàê âèäíî, ïîâåðõíîñòü, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì (3.62), áëèçêà ê
ñôåðå âëèÿíèÿ Þïèòåðà (|xJ | = const ≈ 0.5 à.å.) (Êèñëèê, 1964).

Ñðàâíèâàÿ ìåæäó ñîáîé |∆FJJ |, |∆FSJ | è |∆FJS |, ïîëó÷àåì,
÷òî ïðè

|xJ | < |xS |
√
µJ
µS

ïåðåõîä ê éîâèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñïîñîáåí ôàêòè-
÷åñêè ïîâûñèòü òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé â
|xS |/|xJ | ðàç.

Íà ðèñ. 3.11 (ñåðûé öâåò) ïîêàçàíî, íàñêîëüêî ýôôåêòèâíûì
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíèå ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîé êîîðäèíàòíîé ñè-
ñòåìû â çàäà÷àõ èññëåäîâàíèÿ îðáèòàëüíîé äèíàìèêè àñòåðîè-
äîâ, ñáëèæàþùèõñÿ ñ ïëàíåòàìè. Çäåñü è íèæå ðåçóëüòàòû ïî-
ëó÷åíû â ðàìêàõ îãðàíè÷åííîé ïëîñêîé êðóãîâîé çàäà÷è òðåõ
òåë: Ñîëíöå�Þïèòåð�àñòåðîèä (ðèñ. 3.12). Íà èíòåðâàëå âðåìå-
íè 1000 ñóò ðàññìàòðèâàëîñü ñåìåéñòâî ïàðàáîëè÷åñêèõ16 îòíîñè-
òåëüíî ïëàíåòû àñòåðîèäíûõ îðáèò ñ ïåðèöåíòðè÷åñêèìè ðàññòî-
ÿíèÿìè min |xJ | =1�0.001 à.å. è ìîìåíòîì ïðîõîæäåíèÿ ïåðèöåí-
òðà τ . Îðáèòû èíòåãðèðîâàëèñü ÷èñëåííî ìåòîäîì Ýâåðõàðòà â
àðèôìåòèêå ñ äâîéíîé òî÷íîñòüþ. Èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿëîñü

16Â ýïîõó îñêóëÿöèè τ .
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Ðèñ. 3.11. Îøèáêè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ àñòåðîèäíûõ îðáèò â

ðàçíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò â çàâèñèìîñòè îò ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ

äî ïëàíåòû min |xJ |: ⃝ � â ãåëèîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå (|∆xS |); � � â

ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîé (|∆xJ |). Ñåðûì öâåòîì ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû äëÿ

τ = 0, ÷åðíûì � äëÿ τ = 2451544.5 JD

ñ ïåðåìåííûì øàãîì, îáåñïå÷èâàþùèì íàèâûñøóþ òî÷íîñòü, ò.å.
êîãäà âëèÿíèÿ îøèáîê óñå÷åíèÿ è îêðóãëåíèÿ íà ðåçóëüòàòû èí-
òåãðèðîâàíèÿ óðàâíèâàþòñÿ. Âû÷èñëèòåëüíàÿ òî÷íîñòü îöåíèâà-
ëàñü ìåòîäîì ïðÿìîãî è îáðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàêèì îáðà-
çîì, â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ êàæäîé îðáèòû èìåëè ìåñòî äâà
îäíîòèïíûõ ñáëèæåíèÿ (îäíî � ïðè ïðÿìîì èíòåãðèðîâàíèè, äðó-
ãîå � ïðè îáðàòíîì).

Èòàê, èç ðèñ. 3.11 âèäíî, ÷òî ïðè òåñíîì ñáëèæåíèè ïëàíåòî-
öåíòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ íà 2 ïîðÿäêà è âûøå (min |xJ | < 0.5). Ïðè ñáëè-
æåíèÿõ âíå ñôåðû âëèÿíèÿ (min |xJ | > 0.5) îøèáêè |∆xJ | ñòàíî-
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Ðèñ. 3.12. Ñáëèæåíèå àñòåðîèäà ñ Þïèòåðîì

âÿòñÿ ñðàâíèìû ñ îøèáêàìè |∆xS |, ïðè÷åì èìååò ìåñòî òåíäåíöèÿ
ê óõóäøåíèþ òî÷íîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ â ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ óâåëè÷åíèåì min |xJ |. Òàê, ïåðåõîä ê ïëà-
íåòîöåíòðè÷åñêîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå ñòàíîâèòñÿ ñîâåðøåííî
áåññìûñëåííûì, åñëè àñòåðîèä íå ïðèáëèæàåòñÿ ê Þïèòåðó áëè-
æå ÷åì íà 1 à.å.

3.6.3. Âðåìåíí�ûå îøèáêè

×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, èçëîæåííûé âûøå, áûë âûïîëíåí ïðè
óñëîâèè, ÷òî ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ïåðèöåíòð ðàâåí íóëþ.
Ïîñêîëüêó âåêòîðû ïîëîæåíèÿ âîçìóùàþùèõ òåë cJS è cSJ â ýêñ-
ïåðèìåíòå âû÷èñëÿëèñü ïî àíàëèòè÷åñêèì ôîðìóëàì (êðóãîâîãî
äâèæåíèÿ) êàê ôóíêöèè âðåìåíè, òî óñëîâèå τ = 0 îáåñïå÷èâàëî
èì ìèíèìàëüíûå îøèáêè, âûçûâàåìûå îøèáêîé îêðóãëåíèÿ ∆t âî
âðåìåíè. Èõ ìîæíî îöåíèòü êàê

∆cJS = ċJS∆t è ∆cSJ = ċSJ∆t, ãäå ∆t ≈ εt. (3.63)
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Îäíàêî â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ïðè èñïîëüçîâàíèè áîëåå òî÷-
íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé äâèæåíèÿ âîçìóùàþùèõ òåë
êàê â DE405 (Standish, 1998) âåêòîðû òèïà cJS è cSJ âû÷èñëÿþòñÿ
íà ïîëíóþ þëèàíñêóþ äàòó, è ïîýòîìó îøèáêè â íèõ, âûçâàííûå
âðåìåíí�îé îøèáêîé, çäåñü ãîðàçäî áîëüøå. Áîëåå òîãî, îíè áóäóò
ïðåâûøàòü îøèáêè îêðóãëåíèÿ∆xS è∆xJ . Äëÿ Þïèòåðà, íàïðè-
ìåð, ïðè ε ∼ 10−16 ∆cJS ∼ 10−11 à.å., òîãäà êàê ïðè ñáëèæåíèè
àñòåðîèäà ñ ïëàíåòîé ∆xS ∼ 10−15 à.å.

Òåì íå ìåíåå óñëîâèå ïåðåõîäà (3.62) îñòàåòñÿ â ñèëå. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â çàäà÷àõ ñáëèæåíèÿ îøèáêè ∆cJS è ∆cSJ íàèáîëåå
çàìåòíî äîëæíû ïðîÿâëÿòü ñåáÿ â ÷ëåíàõ FJS è FSJ . Ïîýòîìó,
óðàâíèâàÿ |∆FJS | è |∆FSJ | ñ ó÷åòîì òîëüêî îøèáîê ∆cJS è ∆cSJ ,
ïîëó÷èì

µJ
|∆cJS |
|xJ |3

= µS
|∆cSJ |
|xS |3

,

÷òî ôàêòè÷åñêè äàåò (3.62).
Ìû ïîâòîðèëè ïðåäûäóùèé ýêñïåðèìåíò, ãäå â êà÷åñòâå ìî-

ìåíòà ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ïåðèöåíòð âçÿëè ïîëíóþ þëèàíñêóþ
äàòó, äëÿ îïðåäåëåííîñòè 2000 ã.: τ = 2451544.5 JD. Ðåçóëüòàòû
ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.11 (÷åðíûé öâåò).

Êàê âèäíî, òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ â îáåèõ ñèñòåìàõ êîîðäè-
íàò ñòàíîâèòñÿ õóæå: â ãåëèîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå äî äâóõ ïîðÿä-
êîâ ïðè min |xJ | < 0.1 à.å., òîãäà êàê â éîâèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå
äî îäíîãî ïîðÿäêà ïðè min |xJ | > 0.01 à.å. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëü-
òàòû ýêñïåðèìåíòà ïîêàçûâàþò, íàñêîëüêî íåæåëàòåëüíû â óðàâ-
íåíèÿõ, îïèñûâàþùèõ îðáèòû ñáëèæåíèÿ, ÷ëåíû, ÿâíî çàâèñÿùèå
îò âðåìåíè.

Êðîìå òîãî, ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî áîëüøèå âðåìåíí�ûå îøèá-
êè ïðèâîäÿò ê ñêà÷êîîáðàçíîìó äâèæåíèþ âîçìóùàþùèõ òåë è
ê ðàçðûâàì â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, êîòîðûå èíòå-
ãðàòîðîì âîñïðèíèìàþòñÿ êàê ñâåðõáûñòðûå èçìåíåíèÿ. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ìû èíòåãðèðóåì îðáèòó àñòåðîèäà, ñáëèæàþùåãîñÿ ñ
ïëàíåòîé, â ãåëèîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Äî ñáëèæåíèÿ
èçìåíåíèÿ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ, âûçâàííûå âðåìåíí�îé îøèáêîé, íå
ïðåäñòàâëÿþò îïàñíîñòè äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Îäíàêî



3.6. Ãðàâèöåíòðè÷åñêèå ñèñòåìû êîîðäèíàò 89

ïðè âõîæäåíèè àñòåðîèäà â ñôåðó âëèÿíèÿ âðåìåíí�ûå îøèáêè áó-
äóò óñèëèâàòüñÿ ñèíãóëÿðíîñòüþ |xS − cJS |−3, ïðè÷åì íàñòîëüêî,
÷òî îêàæóòñÿ ñïîñîáíûìè âëèÿòü íå òîëüêî íà òî÷íîñòü èíòåãðè-
ðîâàíèÿ, íî è íà âûáîð ïåðåìåííîãî øàãà.

Íà ðèñ. 3.13 ïîêàçàíî, êàê ñîîòíîñÿòñÿ ñêîðîñòè èíòåãðèðî-
âàíèÿ â ãåëèîöåíòðè÷åñêîé (NSS) è ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîé (NSJ)
ñèñòåìàõ êîîðäèíàò ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà èíòå-
ãðàòîðà L (ñì. ïîäðàçä. 4.3.7: ∥e∥tol = 10−L), îïðåäåëÿþùåãî âå-
ëè÷èíó ïåðåìåííîãî øàãà â èíòåãðàòîðå. Çäåñü ñêîðîñòü èíòåãðè-
ðîâàíèÿ îöåíèâàëàñü ïî êîëè÷åñòâó âûïîëíåííûõ øàãîâ NS çà
âåñü èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ïðè ïî-
âûøåíèè çàäàâàåìîé ëîêàëüíîé òî÷íîñòè èíòåãðàòîð ñòàíîâèòñÿ
áîëåå ÷óâñòâèòåëüíûì ê âëèÿíèþ âðåìåíí�ûõ îøèáîê. Òàê, ïðè
L = 14 áûñòðîäåéñòâèå èíòåãðèðîâàíèÿ îðáèòû ãëóáîêî âíóòðè
ãðàâèòàöèîííîé ñôåðû îòíîñèòåëüíî ãåëèîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò íèæå â 4�5 ðàç, íåæåëè îòíîñèòåëüíî éîâèöåíòðè÷å-
ñêîé ñèñòåìû; è, íàîáîðîò, âíå ãðàâèòàöèîííîé ñôåðû ýôôåêòèâ-
íîñòü ïî áûñòðîäåéñòâèþ â ãåëèîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå âûøå. Â òî
æå âðåìÿ ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå L = 13 è 14 �
èçáûòî÷íî áîëüøèå âåëè÷èíû, ïîñêîëüêó óæå L = 12 ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì ïàðàìåòðîì, ïðè êîòîðîì óðàâíèâàþòñÿ âëèÿíèÿ
îøèáîê óñå÷åíèÿ è îêðóãëåíèÿ, è, êðîìå òîãî, ñêîðîñòè âû÷èñ-
ëåíèé â îáîèõ êîîðäèíàòíûõ ñèñòåìàõ ñòàíîâÿòñÿ ïî÷òè îäèíà-
êîâûìè. Ïîýòîìó, êàê ìû âèäèì, òîëüêî íåóäà÷íûé âûáîð ïàðà-
ìåòðà L ìîæåò ñóùåñòâåííî ïîíèçèòü áûñòðîäåéñòâèå èíòåãðè-
ðîâàíèÿ îðáèòû àñòåðîèäà â òîò ïåðèîä, êîãäà îí ñáëèæàåòñÿ ñ
ïëàíåòîé. Èíòåðåñíî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî âñå õàðàêòåðèñòèêè íà
ðèñ. 3.13 ïåðåñåêàþòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî â çíà÷åíèè min |xJ | = 0.6.
Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî íà ïðàêòèêå ðàäèóñ ãðàâèòàöèîííîé ñôå-
ðû, îïðåäåëÿþùåé êðèòåðèé ñìåíû êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì, ìîæíî
âûáèðàòü íåìíîãî áîëüøå, ÷åì çàäàåò ôîðìóëà (3.62).

Íåîáõîäèìî òàêæå îáðàòèòü âíèìàíèå íà îäíó äåòàëü, ñâÿçàí-
íóþ ñ âðåìåíí�îé îøèáêîé. Ïåðåõîä ê íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â
çàäà÷àõ ñáëèæåíèÿ, êàê ìû âûÿñíèëè, íåîáõîäèì äëÿ ïîâûøåíèÿ
òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Â ðå-
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Ðèñ. 3.13. Ñîîòíîøåíèå áûñòðîäåéñòâèé ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

â ãåëèî- è éîâèöåíòðè÷åñêîé êîîðäèíàòíûõ ñèñòåìàõ ïðè ðàçëè÷íûõ

ïàðàìåòðàõ L èíòåãðàòîðà Ýâåðõàðòà 15-ãî ïîðÿäêà (τ = 2451544.5 JD)

çóëüòàòå ñìåíû ñèñòåìû êîîðäèíàò òîëüêî ïðè îäíîì ñáëèæåíèè
èíòåãðèðóåìàÿ çàäà÷à Êîøè ðàçáèâàåòñÿ íà òðè ïîäçàäà÷è: äî
ñáëèæåíèÿ, âî âðåìÿ ñáëèæåíèÿ è ïîñëå ñáëèæåíèÿ ñ ïëàíåòîé.
Êàæäàÿ èç ïîäçàäà÷ òðåáóåò ïåðåâû÷èñëåíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ.
Íàïðèìåð, äëÿ ïåðåõîäà îò ãåëèîöåíòðè÷åñêîé êîîðäèíàòíîé ñè-
ñòåìû ê éîâèöåíòðè÷åñêîé èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû

xJ0 = xS0 − cJS0, ẋJ0 = ẋS0 − ċJS0. (3.64)

Ñëåäîâàòåëüíî, â íîâûå íà÷àëüíûå äàííûå ÷åðåç âåêòîðû cJS0 è
ċJS0 áóäóò âíîñèòüñÿ îøèáêè òèïà (3.63). Òàêèì îáðàçîì, óëó÷øàÿ
çà ñ÷åò ïåðåõîäà óðàâíåíèÿ ïîäçàäà÷è Êîøè, ìû áóäåì óõóäøàòü
åå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.

Ýêñïåðèìåíòû, èçëîæåííûå âûøå, áûëè âûïîëíåíû â ðàìêàõ
îäíîé èç äâóõ êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì. Ïîýòîìó õàðàêòåðèñòèêè äëÿ
éîâèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìû íà ðèñ. 3.11 â äåéñòâèòåëüíîñòè íå äà-
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þò îòâåòà íà âîïðîñ, êàêîâà èñòèííàÿ îöåíêà òî÷íîñòè èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ïåðåõîäîâ îò îäíîé ñèñòåìû ê äðóãîé.
Ê ýòîìó âîïðîñó âåðíåìñÿ íåñêîëüêî ïîçæå.

3.6.4. Ìåòîä ñèíõðîííîãî ñëåæåíèÿ

Âðåìåíí�óþ çàâèñèìîñòü ÷ëåíîâ FJS è FSJ â óðàâíåíèÿõ (3.57) è
(3.58) óäàåòñÿ èçáåæàòü â ðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâåäÿ çàìåíó (3.59), ïîëó÷èì ñèñòåìó (Àâäþ-
øåâ, 2000; Àâäþøåâ, 2003b)

d2xS

dt2
= −µS

xS

|xS |3
− µJ

xJ

|xJ |3
− µJ

cJS
|cJS |3

,

d2xJ

dt2
= −µJ

xJ

|xJ |3
− µS

xS

|xS |3
− µS

cSJ
|cSJ |3

.

(3.65)

Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìàëèçàöèþ äâèæåíèÿ, ðàññìàòðèâà-
åìîãî îäíîâðåìåííî â ðàçíûõ êîîðäèíàòíûõ ñèñòåìàõ. Ïîýòîìó
íàçîâåì åå ñèñòåìîé ñèíõðîííîãî ñëåæåíèÿ.

Ïîìèìî òîãî, ÷òî óðàâíåíèÿ (3.65) îñâîáîæäàþò âàæíûå äëÿ
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ÷ëåíû îò âðåìåíí�îé çàâèñèìîñòè, îíè
òàêæå õîðîøè åùå è òåì, ÷òî èçáàâëÿþò íàñ îò ïåðåõîäîâ, êàêèå
íåîáõîäèìû ïðè èñïîëüçîâàíèè ñèñòåì (3.57) è (3.58) ïî îòäåëü-
íîñòè, à ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëÿåò îáåçîïàñèòü ÷èñëåííîå
ðåøåíèå îò ïîÿâëåíèÿ áîëüøèõ îøèáîê, íå ñâÿçàííûõ ñ èíòåãðè-
ðîâàíèåì.

Åäèíñòâåííûì íåäîñòàòêîì ñèñòåìû (3.65) ÿâëÿåòñÿ åå áîëü-
øîé ïîðÿäîê, êîòîðûé â äâà ðàçà ïðåâûøàåò ïîðÿäîê êàæäîé èç
ñèñòåì (3.57) ëèáî (3.58). Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ ñèíõðîííîãî ñëå-
æåíèÿ èíòåãðèðóþòñÿ ìåäëåííåå. Îäíàêî ýòîò íåäîñòàòîê ìîæåò
áûòü êîìïåíñèðîâàí ââåäåíèåì âðåìåíí�îãî (ñãëàæèâàþùåãî) ïðå-
îáðàçîâàíèÿ òèïà (3.14):

dt =
|xS ||xJ |

µS |xJ |+ µJ |xS |
ds,
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ãäå s � íîâàÿ íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, òàê íàçûâàåìîå ôèêòèâ-
íîå âðåìÿ. Êàê ïîêàçûâàþò ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, âðåìåíí�îå ïðå-
îáðàçîâàíèå ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü áûñòðîäåéñòâèå èíòåãðèðîâàíèÿ
â íåñêîëüêî ðàç (Áîðäîâèöûíà è äð., 1998a; Áîðäîâèöûíà è äð.,
2003).

Ñëåäóåò îñîáî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ êîððåêòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ
ñèñòåìû (3.65) îðáèòû xS = xS(t) è xJ = xJ(t) äîëæíû áûòü
àäåêâàòíû äðóã äðóãó, ÷òî âûðàæàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

cJS = xS − xJ . (3.66)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.66) âåêòîð cJS = cJS(t) äîëæåí ÿâëÿòüñÿ ðå-
øåíèåì çàäà÷è Êîøè ñ óðàâíåíèåì

d2cJS
dt2

=
d2xS

dt2
− d2xJ

dt2
(3.67)

è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

cJS0 = xS0 − xJ0, ċJS0 = ẋS0 − ẋJ0. (3.68)

Óñëîâèÿ (3.68) âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè ïðè èñïîëüçîâàíèè
ñèñòåìû ñèíõðîííîãî ñëåæåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, àäåêâàòíîñòü îð-
áèò áóäåò èìåòü ìåñòî ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà (3.67). Â íàøåì
ñëó÷àå (3.67) ñ ó÷åòîì (3.65) áóäåò èìåòü âèä óðàâíåíèÿ êåïëå-
ðîâñêîãî äâèæåíèÿ ïëàíåòû îòíîñèòåëüíî Ñîëíöà

d2cJS
dt2

= −(µS + µJ)
cJS
|cJS |3

. (3.69)

Ïîýòîìó â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêè îãðàíè÷åííîé çàäà-
÷è òðåõ òåë ïðèíöèï àäåêâàòíîñòè âûïîëíÿåòñÿ. Îäíàêî, åñëè
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëîæåíèé ïëàíåòû ìû áû ïîëüçîâàëèñü ýôå-
ìåðèäîé, ñêàæåì, DE405, òî òîãäà âåêòîð cJS íå óäîâëåòâîðÿë áû
óðàâíåíèþ (3.69), ïîñêîëüêó íà ñàìîì äåëå îí ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
áîëåå ñëîæíîé çàäà÷è. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðèíöèïà
àäåêâàòíîñòè äâèæåíèå àñòåðîèäà ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü â òåõ
óñëîâèÿõ, â êîòîðûõ áûëà ïîëó÷åíà ýôåìåðèäà ïëàíåòû.
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Íàêîíåö, â ñèñòåìå ñèíõðîííîãî ñëåæåíèÿ (3.65) ìîæíî âû-
ñìîòðåòü òó íåïðèÿòíóþ îñîáåííîñòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû
ââèäó íàëè÷èÿ cJS è cSJ åùå çàâèñèò îò âðåìåíè. Âïðî÷åì, èçáå-
æàòü ýòó îñîáåííîñòü óäàåòñÿ ïóòåì ïðîñòîãî îáúåäèíåíèÿ óðàâ-
íåíèé (3.65) è (3.69). Èíòåãðèðóåìûå ÷èñëåííî ïåðåìåííûå cJS
è cSJ áóäóò ñóùåñòâåííî òî÷íåå èõ àíàëèòè÷åñêèõ àíàëîãîâ, âû-
÷èñëÿåìûõ íà áîëüøèå çíà÷åíèÿ âðåìåíè, ïîýòîìó è îøèáêè èí-
òåãðèðîâàíèÿ ðàñøèðåííîé ñèñòåìû (3.65) è (3.69) áóäóò ìåíüøå.
Ðàçóìååòñÿ, òîò æå ñïîñîá ìîæíî ïðèìåíèòü ê óðàâíåíèÿì (3.57)
è (3.58), ÷òî òåì ñàìûì ïîçâîëÿåò êà÷åñòâåííî óëó÷øèòü èõ èíòå-
ãðèðîâàíèå. Èñïîëüçîâàíèå èíòåãðèðóåìûõ ïåðåìåííûõ cJS è cSJ
â (3.64) òàêæå ïîâûøàåò òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ,
íåîáõîäèìûõ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû ê äðó-
ãîé. Î÷åâèäíî, ãëàâíûì íåäîñòàòêîì òàêèõ ðàñøèðåííûõ ñèñòåì
ÿâëÿåòñÿ ïîíèæåíèå áûñòðîäåéñòâèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.

3.6.5. Ýôôåêòèâíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ

ïðè èñïîëüçîâàíèè ãðàâèöåíòðè÷åñêèõ

êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì

×òîáû âûÿâèòü ýôôåêòèâíîñòü ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ àñòå-
ðîèäíûõ îðáèò ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ãðàâèöåíòðè÷åñêèõ
êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì, ïðîàíàëèçèðóåì ðåçóëüòàòû ñëåäóþùåãî
÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Â ðàññìàòðèâàåìîé àñòåðîèäíîé çàäà÷å
âûïîëíÿëîñü ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå òåñíûõ ñáëèæåíèé àñòåðî-
èäà ñ Þïèòåðîì â ðàìêàõ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.57), ñèñòåì (3.57)
è (3.58) ñ ïåðåõîäîì îò îäíîé ê äðóãîé âî âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ àñòå-
ðîèäà ÷åðåç ñôåðó âëèÿíèÿ ïëàíåòû, à òàêæå â ðàìêàõ ñèñòåìû
(3.65), èñïîëüçóåìîé íà ïðîòÿæåíèè âñåãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïó-
òåì ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â
ýêñïåðèìåíòå îöåíèâàëàñü òî÷íîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ ãåëèîöåíòðè-
÷åñêîãî âåêòîðà ïîëîæåíèÿ xS . Ïðè÷åì äëÿ êîððåêòíîé îöåíêè
òî÷íîñòè â ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ êîîðäèíàò-
íûõ ñèñòåì ïåðåõîäû ïðè îáðàòíîì èíòåãðèðîâàíèè îò îäíîé ñè-
ñòåìû ê äðóãîé ïðîèçâîäèëèñü íà òå æå ìîìåíòû âðåìåíè, ÷òî
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Ðèñ. 3.14. Òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ àñòåðîèäíûõ îðáèò â çàâèñèìî-

ñòè îò ñáëèæåíèÿ: ⃝ � îòíîñèòåëüíî ãåëèîöåíòðà; � � ñ ïåðåõîäîì îò

ãåëèîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê éîâèöåíòðè÷åñêîé

è ïðè ïðÿìîì èíòåãðèðîâàíèè. Çàìåòèì, ÷òî òàêèì îáðàçîì èñ-
êëþ÷àëîñü âëèÿíèå îøèáîê òèïà (3.63), âíîñèìûõ â íà÷àëüíûå
äàííûå êàæäîé èç ïîäçàäà÷ Êîøè ñ óðàâíåíèÿìè (3.57) è (3.58).

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.14. Êàê âèäíî
èç ðèñóíêà, âð�åìåííîå èñïîëüçîâàíèå éîâèöåíòðè÷åñêîé êîîðäè-
íàòíîé ñèñòåìû â ïåðèîä ïðåáûâàíèÿ àñòåðîèäà âíóòðè ãðàâèòà-
öèîííîé ñôåðû Þïèòåðà ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü òî÷íîñòü èíòåãðè-
ðîâàíèÿ íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ. Òàê, ïðè íàèáîëåå òåñíûõ ñáëè-
æåíèÿõ min |xJ | ≈ 0.001 à.å. ïåðåõîä ê ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîé ñè-
ñòåìå äàåò óëó÷øåíèå òî÷íîñòè íà 5 ïîðÿäêîâ è âûøå.

Ìåæäó òåì çàìåòèì, ÷òî òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì èñïîëüçîâàíèåì êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì
ïðè ðàçëè÷íûõ ñáëèæåíèÿõ îñòàåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî íà îäíîì
óðîâíå. Ýòî, ïî-âèäèìîìó, îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî â èíòåãðèðóåìûõ
óðàâíåíèÿõ (3.58) èìåþòñÿ ÷ëåíû, ÿâíî çàâèñÿùèå îò âðåìåíè è
âìåñòå ñ òåì ñëàáî çàâèñÿùèå îò ìàëûõ âåëè÷èí xJ .
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Ðèñ. 3.15. Òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 3.14, íî ïðè ε ≈ 10−8, è îðáèòû èíòå-

ãðèðîâàëèñü ìåòîäîì Ýâåðõàðòà 7-ãî ïîðÿäêà

Òîò æå ýêñïåðèìåíò áûë ïðîâåäåí â àðèôìåòèêå ñ îäèíàðíîé
òî÷íîñòüþ ε ≈ 10−8. Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.15. Çäåñü
ýôôåêòèâíîñòü éîâèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìû íåìíîãî íèæå è â îò-
ëè÷èå îò òîãî, ÷òî áûëî ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.14, ïðè òåñíûõ ñáëè-
æåíèÿõ óäàåòñÿ ïîâûñèòü òî÷íîñòü ìàêñèìóì íà 4 ïîðÿäêà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû äëÿ
ìåòîäà ñèíõðîííîãî ñëåæåíèÿ, ïîñêîëüêó îøèáêè èíòåãðèðîâàíèÿ
óðàâíåíèé (3.65) è (3.57)�(3.58) îêàçûâàþòñÿ â ïðåäåëàõ îäíîãî
ïîðÿäêà.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, îñîáåííîñòü îöåíêè òî÷íîñòè ïðè
ïîñëåäîâàòåëüíîì èñïîëüçîâàíèè êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì ñîñòîÿëà
â òîì, ÷òî ìîìåíòû âõîäà â ãðàâèòàöèîííóþ ñôåðó è âûõîäà èç
íåå ïðè ïðÿìîì è îáðàòíîì èíòåãðèðîâàíèè ñîâïàäàëè. Ýòî ïîç-
âîëèëî èñêëþ÷èòü âëèÿíèå îøèáîê (3.63), âíîñèìûõ â íà÷àëüíûå
äàííûå ñèñòåì (3.57) è (3.58), ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðèâåëî ê
çàâûøåííûì îöåíêàì òî÷íîñòè. Íà ðèñ. 3.16 ïîêàçàíî, íàñêîëüêî
ñåðüåçíî óõóäøàåòñÿ îöåíêà â ñëó÷àå, êîãäà óêàçàííûå ìîìåíòû
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ñòàíîâÿòñÿ ðàçíûìè è âûáèðàþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè âíóòðè èíòå-
ãðàòîðà ïðè ðåãèñòðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ âû÷èñëÿåìîé îðáèòîé ãðà-
íèöû ãðàâèòàöèîííîé ñôåðû. Êàê âèäíî, çà ñ÷åò âíåñåíèÿ îøèáîê
â íà÷àëüíûå äàííûå ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê
äðóãîé îáùàÿ òî÷íîñòü ïàäàåò ïî÷òè íà 2 ïîðÿäêà.

Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî âû÷èñëèòåëüíóþ òî÷íîñòü ìîæíî ïî-
âûñèòü, åñëè ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè (3.57) è (3.58) èíòåãðè-
ðîâàòü óðàâíåíèå (3.69). Äåéñòâèòåëüíî, êàê ïîêàçûâàåò òîò æå
ðèñ. 3.16, òî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðàñøèðåí-
íûõ ñèñòåì (3.57)�(3.69) è (3.58)�(3.69) ñòàíîâèòñÿ çíà÷èòåëüíî
ëó÷øå, ïðè÷åì íåçàâèñèìî îò òîãî, êàê âûáèðàþòñÿ ìîìåíòû,
îïðåäåëÿþùèå äëèòåëüíîñòü ïðåáûâàíèÿ àñòåðîèäà âíóòðè ãðà-
âèòàöèîííîé ñôåðû.

Òàêèì îáðàçîì, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êîìïëåêñíûé ïîäõîä â èñ-
ïîëüçîâàíèè ãðàâèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì ïîçâîëÿåò
ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü âëèÿíèå îøèáîê îêðóãëåíèÿ íà ðåçóëü-
òàòû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Òåì íå ìåíåå ïðèáåãàòü ê íåìó
èìååò ñìûñë òîëüêî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà â óðàâíåíèÿõ îòñóòñòâó-
þò ÷ëåíû, ÿâíî çàâèñÿùèå îò âðåìåíè, ëèáî ïðè íàëè÷èè òàêîâûõ,
åñëè èõ âëèÿíèå ïðåíåáðåæèìî ìàëî. Íàïðèìåð, òàêèå óðàâíåíèÿ
èìåþò ìåñòî â çàäà÷àõ äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ ëèáî â îãðà-
íè÷åííîé êðóãîâîé çàäà÷å òðåõ òåë, ãäå äâèæåíèå ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò. Âïðî÷åì, ãðàâèöåíòðè÷å-
ñêèå ñèñòåìû ìîãóò áûòü ïîëåçíû è â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ àñòå-
ðîèäíîé äèíàìèêè, ãäå, îäíàêî, åå íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü óæå
êàê çàäà÷ó ìíîãèõ òåë (Ñîëíöå�ïëàíåòû�àñòåðîèä), ñ òåì ÷òîáû
îïèñûâàþùèå åå óðàâíåíèÿ íå çàâèñåëè ÿâíî îò âðåìåíè. Â äàí-
íîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèå ôîíäîâ òèïà DE405 äëÿ ïðèáëèæåí-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ïëàíåò â äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíè-
ÿõ àñòåðîèäà ñîâåðøåííî íåäîïóñòèìî, ïîñêîëüêó ýòî íàðóøàåò
óñëîâèå àäåêâàòíîñòè, î ÷åì áûëî ñêàçàíî âûøå.

Äàëåå ïîêàæåì, íàñêîëüêî ñóùåñòâåííî èñêàæàåòñÿ âû÷èñëÿ-
åìàÿ îðáèòà ñáëèæàþùåãîñÿ àñòåðîèäà ïðè îòêëîíåíèè ïëàíåòû
îò ñâîåãî èñòèííîãî ïîëîæåíèÿ, ò.å. êîãäà ïîëîæåíèå ïëàíåòû çà-
äàåòñÿ ñ íåêîòîðîé îøèáêîé, êàê, íàïðèìåð, â ôîíäå DE405.
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Ðèñ. 3.16. Òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ àñòåðîèäíûõ îðáèò ñ ïåðåõîäîì îò

ãåëèîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê éîâèöåíòðè÷åñêîé è îáðàòíî:

� � ìîìåíòû âðåìåíè âõîäà â ãðàâèòàöèîííóþ ñôåðó è âûõîäà èç íåå

ïðè ïðÿìîì è îáðàòíîì èíòåãðèðîâàíèè îäèíàêîâûå, + è × � ðàçíûå,

ïðè÷åì × � ïðè ñîâìåñòíîì èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ (3.69)

3.6.6. Âëèÿíèå îøèáîê â ïîëîæåíèè ïëàíåòû íà

òî÷íîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ àñòåðîèäíîé îðáèòû

Èñïîëüçîâàíèå ýôåìåðèä òèïà DE405 (Standish, 1998) ïîçâîëÿåò
ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü è èçáåæàòü èíòå-
ãðèðîâàíèÿ áîëåå ñëîæíîé çàäà÷è íåñêîëüêèõ òåë. Îäíàêî î÷å-
âèäíî, ÷òî íåòî÷íîå ïîëîæåíèå ãðàâèòèðóþùèõ ïëàíåò (ãëàâíûì
îáðàçîì çà ñ÷åò îøèáîê èíòåðïîëèðîâàíèÿ) íåèçáåæíî èñêàæà-
åò ïðåäñòàâëåíèå äèíàìèêè ìàëîãî òåëà Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, â
îñîáåííîñòè êîãäà îíî èìååò òåñíûå ñáëèæåíèÿ ñ ïëàíåòàìè. Íà-
ñêîëüêî ñóùåñòâåííû ìîãóò áûòü òàêèå èñêàæåíèÿ â äèíàìè÷å-
ñêîé êàðòèíå?
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Ðèñ. 3.17. Îòíîñèòåëüíûå âîçìóùåíèÿ |∆xS |/|∆cJS | â àñòåðîèäíîì

äâèæåíèè, âûçâàííûå îòêëîíåíèÿìè Þïèòåðà ∆cJS îò åãî äåéñòâè-

òåëüíîãî ïîëîæåíèÿ, çà 1000 ñóò

Íà ðèñ. 3.17 ïîêàçàíû îòíîñèòåëüíûå ãåëèîöåíòðè÷åñêèå âîç-
ìóùåíèÿ |∆xS |/|∆cJS | â àñòåðîèäíîì äâèæåíèè (ñì. ðèñ. 3.12),
âûçâàííûå îòêëîíåíèÿìè Þïèòåðà ∆cJS îò åãî äåéñòâèòåëüíîãî
ïîëîæåíèÿ, â çàâèñèìîñòè îò ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ min |xJ |
è óãëà íàïðàâëåíèÿ îøèáêè θ. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíû ∆cJS
çàäàâàëèñü êàê

∆cJS1 = |∆cJS | cos θ, ∆cJS2 = |∆cJS | sin θ.

ßâëåíèå òåñíîãî ñáëèæåíèÿ, êàê ïðàâèëî, íå äîëãîâðåìåííî,
è îøèáêè èñïîëüçóåìûõ ïëàíåòíûõ ýôåìåðèä â òå÷åíèå ñáëèæå-
íèÿ ìåíÿþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. Â ñâÿçè ñ ýòèì îòêëîíåíèå ïëàíå-
òû ∆cJS çà êàæäûé âàðèàíò ìîäåëèðîâàíèÿ àñòåðîèäíîé îðáèòû
ïðèíèìàëîñü êàê ïîñòîÿííûé âåêòîð, îïðåäåëÿåìûé âåëè÷èíîé



3.6. Ãðàâèöåíòðè÷åñêèå ñèñòåìû êîîðäèíàò 99

|∆cJS | è óãëîì θ. Ïðè÷åì ýêñïåðèìåíòàëüíî îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî
õàðàêòåðèñòèêà |∆xS |/|∆cJS | íà ðèñ. 3.17 õîðîøî ñîõðàíÿåòñÿ îò-
íîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû |∆cJS |. Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ
õàðàêòåðèñòèêè áûëî äîñòàòî÷íî ïðîèçâåñòè ðàñ÷åò ñ îäíîé îïðå-
äåëåííîé âåëè÷èíîé îòêëîíåíèé |∆cJS |.

Èç ðèñ. 3.17 âèäíî, ÷òî ïðè íàèáîëåå òåñíûõ ñáëèæåíèÿõ âåëè-
÷èíà âîçìóùåíèé |∆xS | (òîëüêî çà 1000 ñóò) ñòàíîâèòñÿ â 3�4 ðà-
çà áîëüøå âåëè÷èíû ñàìèõ îøèáîê â ïîëîæåíèè ïëàíåòû |∆cJS |.
Ïðè äðóãèõ ñáëèæåíèÿõ îòíîñèòåëüíûå âîçìóùåíèÿ ñàìûå ðàçíî-
îáðàçíûå: îò 0.04 äî 6. Ïðè÷åì ÿâíî ïðîñëåæèâàåòñÿ òåíäåíöèÿ ê
óìåíüøåíèþ |∆xS | ñ óâåëè÷åíèåì min |xJ |. Ñòîèò òàêæå îáðàòèòü
âíèìàíèå íà òî, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà âîçìóùåíèé π-ïåðèîäè÷íà
ïî θ, ò.å. äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå ïî íàïðàâëåíèþ îòêëî-
íåíèÿ ïëàíåòû ïðîèçâîäÿò îäèíàêîâûå âîçìóùåíèÿ â àñòåðîèäíîé
îðáèòå.

Êðîìå òîãî, íàëè÷èå îøèáîê â ïîëîæåíèè ïëàíåòû íàðóøàåò
óñëîâèå àäåêâàòíîñòè îðáèò â ãåëèî- è ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîé êîîð-
äèíàòíûõ ñèñòåìàõ. Èç ðèñ. 3.18 âèäíî, ÷òî ðàñõîæäåíèÿ îðáèò xS

è xJ , âûçâàííûå îøèáêàìè â ïîëîæåíèè Þïèòåðà ∆cJS , äîâîëü-
íî áîëüøèå: îò 0.5 äî 4 âåëè÷èí |∆cJS |. Ýòî ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò,
÷òî åñëè îøèáêè ∆cJS äîñòàòî÷íî áîëüøèå (ïðåâûøàþùèå îøèá-
êè îêðóãëåíèÿ), òî ïîñëå âð�åìåííîãî èñïîëüçîâàíèÿ éîâèöåíòðè-
÷åñêîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû ïðè òåñíîì ñáëèæåíèè àñòåðîèäà ñ
Þïèòåðîì ìû ïîëó÷èì îðáèòó, îòëè÷àþùóþñÿ îò îïðåäåëÿåìîé
â ãåëèîöåíòðè÷åñêîé ôîðìàëèçàöèè íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà |∆cJS |.

Â ôîíäå êîîðäèíàò áîëüøèõ ïëàíåò DE405 îøèáêè èíòåðïî-
ëÿöèè ýôåìåðèä ñîñòàâëÿþò ïîðÿäêà 10−10 à.å. Ïîýòîìó, ó÷èòû-
âàÿ ðåçóëüòàòû ðèñ. 3.14, ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî ïðèáåãàòü ê ïîä-
õîäó ïîî÷åðåäíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ãðàâèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò-
íûõ ñèñòåì ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ âëèÿíèÿ îøèáîê îêðóãëåíèÿ èìå-
åò ñìûñë òîëüêî ïðè ñáëèæåíèÿõ àñòåðîèäà ñ ìèíèìàëüíûìè ðàñ-
ñòîÿíèÿìè, ìåíüøèìè 0.01 à.å. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïåðåõîä ê
ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå áóäåò óõóäøàòü òî÷íîñòü ðåçóëüòà-
òîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
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Ðèñ. 3.18. Ðàñõîæäåíèÿ àñòåðîèäíûõ îðáèò |xJ − xS |/|∆cJS |, âûçâàí-
íûå îòêëîíåíèÿìè Þïèòåðà ∆cJS îò åãî äåéñòâèòåëüíîãî ïîëîæåíèÿ,

çà 1000 ñóò

3.7. Ïðîáëåìà êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé
è óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðèáåãàòü ê ìåòîäó Ýíêå èìååò ñìûñë, åñ-
ëè âîçìóùåíèÿ áîëåå ãëàäêèå, íåæåëè ñàìà îðáèòà. ¾Øåðîõîâà-
òîñòü¿ â îðáèòå, êàê ïðàâèëî, âûçûâàþò êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå
âîçìóùàþùèå ñèëû (Àâäþøåâ, 2006a; Àâäþøåâ, 2006b). Íà ïðè-
ìåðå îãðàíè÷åííîé êðóãîâîé çàäà÷è òðåõ òåë ïîêàæåì, êàê êîðîò-
êîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ âëèÿþò íà áûñòðîäåéñòâèå ÷èñëåí-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (Àâäþøåâ, 2006b).

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îðáèòà òðåòüåãî òåëà âîçìóùàåò-
ñÿ âíóòðåííèì ìàññèâíûì òåëîì, áûñòðî îáðàùàþùèìñÿ îêîëî
öåíòðàëüíîãî. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òðåòüåãî
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òåëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

d2x
dt2

= −µ x

|x|3︸ ︷︷ ︸
F

−µP
x− xP

|x− xP |3

PI︷ ︸︸ ︷
−µP

xP

|xP |3︸ ︷︷ ︸
P

, (3.70)

ãäå µP è xP � ñîîòâåòñòâåííî ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð è âåêòîð
ïîëîæåíèÿ âòîðîãî òåëà, ïðè÷åì µP ≪ µ. Çàìåòèì, ÷òî ýòè óðàâ-
íåíèÿ çàïèñàíû â êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå, ñâÿçàííîé ñ öåíòðàëü-
íûì òåëîì.

Ìåòîä Ýíêå ôàêòè÷åñêè ãàñèò âëèÿíèå êåïëåðîâñêîãî ÷ëåíà
F è ïðåäîñòàâëÿåò ÷èñëåííîìó ìåòîäó èíòåãðèðîâàòü âîçìóùàþ-
ùèå ñèëû P. Ñëåäîâàòåëüíî, ìåòîä Ýíêå áóäåò ýôôåêòèâåí òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ P áóäåò áîëåå ãëàäêîé, íåæåëè F, ãîâîðÿ
èíà÷å, êîãäà âîçìóùåíèÿ, âûçûâàåìûå ñèëîé P, áóäóò èíòåãðèðî-
âàòüñÿ áûñòðåå, ÷åì êåïëåðîâñêàÿ îðáèòà.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïîðÿäêà p äëÿ îøèáêè
èíòåãðèðîâàíèÿ êåïëåðîâñêîé ïî÷òè êðóãîâîé îðáèòû |∆xK | íà
øàãå ∆t ñïðàâåäëèâà îöåíêà17

|∆xK | ≈ a(n∆t)p+1/(p+ 1)! (3.71)

Âíóòðåííåå ìàññèâíîå òåëî, âûçûâàþùåå â îðáèòå òðåòüåãî êî-
ðîòêîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ, äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî áëèç-
êî ê öåíòðàëüíîìó òåëó. Òîãäà â P áóäåò äîìèíèðîâàòü èíåðöè-
àëüíàÿ ñèëà PI . Îøèáêó èíòåãðèðîâàíèÿ íà øàãå ∆tP ýòîé ñî-
ñòàâëÿþùåé ìîæíî îöåíèòü êàê

|∆xP | ≈ βaP (nP∆tP )p+1/(p+ 1)!, (3.72)

ãäå β = µP /(µ + µP ); a è aP � áîëüøèå ïîëóîñè ñîîòâåòñòâåííî
òðåòüåãî è âòîðîãî òåë, à n è nP � èõ ñðåäíèå äâèæåíèÿ. Ââåäåì
ìàëûé ïàðàìåòð α = aP /a, ïðè÷åì α−3/2 = nP /n. Òîãäà, ñîãëàñíî

17Â ñîîòâåòñòâèè ñ ãëàâíûì ÷ëåíîì ïîãðåøíîñòè (4.10).
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(3.71) è (3.72), îäèíàêîâàÿ òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ F è P äîñòè-
æèìà òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåëè÷èíû øàãîâ ∆t è ∆tP áóäóò
óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ

ν ≡ |∆t/∆tP | = (αβ)1/(p+1)α−3/2. (3.73)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ∆tP > ∆t èëè ν < 1, èñïîëüçîâàíèå ìå-
òîäà Ýíêå öåëåñîîáðàçíî, èíà÷å íåò. Áîëåå òîãî, ýôôåêòèâíîñòü
ìåòîäà Ýíêå áóäåò òåì âûøå, ÷åì ìåíüøå âåëè÷èíà ν. Ýòà îöåí-
êà ìîæåò òàêæå ñëóæèòü äëÿ îáîñíîâàíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ äðóãèõ
ðàññìîòðåííûõ íàìè ìåòîäîâ.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå êðóãîâûõ îðáèò âûïîë-
íÿåòñÿ ñ ïîñòîÿííûì øàãîì, ïîýòîìó êîýôôèöèåíò (3.73) ìîæíî
îïðåäåëèòü êàê ν =MP /M , ãäåM èMP � ÷èñëî øàãîâ ∆t è ∆tP ,
âûïîëíåííûõ íà âñåì èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ.

Â ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå çàìå÷åíî (Àâäþøåâ, 2006b), ÷òî äëÿ
îáåñïå÷åíèÿ îïðåäåëåííîé ëîêàëüíîé îøèáêè øàã èíòåãðèðîâà-
íèÿ ñëåäóåò âûáèðàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòîÿííûì øàãîì ïî ýë-
ëèïòè÷åñêîé àíîìàëèè. Ïðè ýòîì ÷èñëî øàãîâ Me çà îáîðîò óâå-
ëè÷èâàåòñÿ ñ ïîâûøåíèåì ýêñöåíòðè÷íîñòè îðáèòû êàê

Me =Mσ, σ =
1√
1− e

2

π

∫ π/2

0

dψ√
1− ε sin2 ψ

, ε = − 2e

1− e
.

(3.74)
×òîáû òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâîâàëà òî÷íîñòè â êðó-
ãîâîì ñëó÷àå, âåëè÷èíó øàãà ïî ýëëèïòè÷åñêîé àíîìàëèè íóæíî
óìåíüøèòü, óìíîæàÿ åå íà ξ1/(p+1), ãäå ξ =

√
1− e. Â èòîãå ïîëó-

÷àåì îáîáùåííûé êîýôôèöèåíò

ν =
1

σ
(αβξ)1/(p+1)α−3/2.

Âïðî÷åì, îò èíåðöèàëüíîãî ÷ëåíà ìîæíî èçáàâèòüñÿ, åñëè çà-
ïèñàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî áàðèöåíòðà ìàññèâíûõ
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òåë. Ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (Àâäþøåâ, 2006a)

d2xB

dt2
= −(µ+ µP )

xB

|xB|3︸ ︷︷ ︸
F

−

P1︷ ︸︸ ︷
−µ xB − x1B

|xB − x1B|3
+ µ

xB

|xB|3

P2︷ ︸︸ ︷
−µP

xB − x2B

|xB − x2B|3
+ µP

xB

|xB|3︸ ︷︷ ︸
P

, (3.75)

ãäå x1B, x2B è x � áàðèöåíòðè÷åñêèå âåêòîðû ïîëîæåíèÿ ïåðâî-
ãî, âòîðîãî è òðåòüåãî òåë ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü P1 è P2 ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê âîçìóùàþùóþ ñèëó çà îòêëîíåíèå ìàññèâíûõ
òåë îò áàðèöåíòðà. Èç óñëîâèÿ µP ≪ µ ñëåäóåò, ÷òî P1 ≪ P2, è
ïîýòîìó âîçìóùàþùåé ñèëîé P1 ìîæíî ïðåíåáðå÷ü18.

Ïîëó÷åíèå îöåíêè |∆xP | äëÿ P2 â îáùåì ñëó÷àå âåñüìà ïðî-
áëåìàòè÷íî. Îäíàêî â êðóãîâîé ïëîñêîé çàäà÷å ïðè èñïîëüçîâà-
íèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà íå÷åòíîãî ïîðÿäêà óäàåòñÿ ïîëó÷èòü åå
ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ (Àâäþøåâ, 2006b):

|∆xP |max
min ≈ ±

a(n∆tP )
p+1

(p+ 1)!

β

(1∓ α)p+1
×

×
p−1∑
i=0

(1∓ α)i(α−3/2 − 1)p−1−i
p−1−i∑
j=1

aij(±α)j , (3.76)

ãäå aij � öåëûå ÷èñëà, çàâèñÿùèå îò p.
Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì α = αB ìåòîäè÷åñêàÿ îøèáêà |∆xP |

(3.72) ðàâíà |∆xP |max (3.76). Òîãäà äëÿ âñåõ α > αB ïåðåõîä ê
áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå ñòàíîâèòñÿ íåîáîñíîâàííûì. Ýìïèðè-
÷åñêè (Àâäþøåâ, 2006b) ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ ïðèáëèæåííàÿ ôîð-
ìóëà äëÿ ãðàíè÷íîãî çíà÷åíèÿ αB: αB = e−0.2p.

Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ α

|∆xP | ≈ |∆xP |max ≈ |∆xP |min ≈ 2a(n∆tP )
p+1βα(α−3/2)p−1/(p+1)!.

18Ñì., íàïðèìåð, (Àâäþøåâ, 2006a).
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Îòñþäà êîýôôèöèåíò νB äëÿ óðàâíåíèÿ (3.75) áóäåò

νB = (2αβ)1/(p+1)(α−3/2)(p−1)/(p+1). (3.77)

Ïîýòîìó, ñðàâíèâàÿ (3.73) è (3.77), ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïðè ïåðå-
õîäå ê áàðèöåíòðè÷åñêîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå áûñòðîäåéñòâèå
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîâûñèòñÿ â (2α3)−1/(p+1) ðàç.

Âïðî÷åì, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî óðàâíåíèÿ (3.75) áóäóò èíòå-
ãðèðîâàòüñÿ áûñòðåå, íåæåëè (3.70), ýòîò ïîäõîä, êàê ïðàâèëî, íà
ïðàêòèêå íå ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ ðàçðåøèòü ïðîáëåìó êîðîòêîïå-
ðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé, â îñîáåííîñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà; è ïðèìåíåíèå ê (3.75) êàêèõ-
ëèáî ìåòîäîâ òåîðèè ñïåöèàëüíûõ âîçìóùåíèé òàêæå áóäåò áåç-
óñïåøíûì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ñàì ïåðåõîä ê áà-
ðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñà-
ìîñòîÿòåëüíûé ìåòîä ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ÷èñëåííîãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ, îäíàêî ïðèáåãàòü ê íåìó èìååò ñìûñë òîëüêî ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëûõ α.

Ïîäâîäÿ èòîã âûøåñêàçàííîìó, ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî ìåòîäû
òåîðèè ñïåöèàëüíûõ âîçìóùåíèé áóäóò ýôôåêòèâíû òîëüêî â òåõ
çàäà÷àõ, ãäå îòñóòñòâóþò êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùàþùèå ñè-
ëû, ëèáî ïðè íàëè÷èè òàêîâûõ, íî ëèøü â ñëó÷àå, åñëè ν ≪ 1.
Íàïðèìåð, ýòè ìåòîäû öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü â çàäà÷àõ äè-
íàìèêè áëèçêèõ ñïóòíèêîâ.

Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé, êîãäà
ν, νB ≫ 1, íåêîòîðûå ìåòîäû ìîãóò äàæå óõóäøàòü ðåçóëüòàòû
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Íà ðèñ. 3.19 ïîêàçàíî, íàñêîëüêî õó-
æå ñòàíîâèòñÿ ïîâåäåíèå îøèáêè èíòåãðèðîâàíèÿ |∆x| ïîñëå ïðè-
ìåíåíèÿ ê óðàâíåíèÿì (3.70) ñòàáèëèçàöèè Áàóìãàðòå.

Ïðåäñòàâëåííûå îøèáêè îöåíèâàëèñü îòíîñèòåëüíî áîëåå òî÷-
íîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.70), ïîëó÷åííîãî ïóòåì óìåíü-
øåíèÿ øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è ñîîòâåò-
ñòâîâàëè êðóãîâîé îðáèòå ñ åäèíè÷íûì ðàäèóñîì, à ïàðàìåòðû
α è β ïîäîáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè îòâå÷àëè ñèñòåìå
Þïèòåð�Èî�Ãèìàëèÿ. Äëÿ êà÷åñòâåííîãî ñðàâíåíèÿ çäåñü òàêæå
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Ðèñ. 3.19. Ïîâåäåíèå îøèáîê èíòåãðèðîâàíèÿ â îãðàíè÷åííîé êðóãîâîé

çàäà÷å òðåõ òåë (3.70) ñ ïàðàìåòðàìè α = 0.04 è β = 10−4 (ν = 10.4,

nP /n = 125) ïðè èñïîëüçîâàíèè êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Ðóíãå�Êóòòû â

ñòàáèëèçèðîâàííîì (γ = 1) è íåñòàáèëèçèðîâàííîì (γ = 0) ñëó÷àÿõ

(ñåðûì öâåòîì ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ðèñ. 3.7 è 3.8)

ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðèñ. 3.7 è 3.8 (äëÿ íåâîçìóùåííûõ óðàâíå-
íèé), õîòÿ ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî îøèáêè èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíå-
íèé (3.70) áûëè ïîëó÷åíû ñ øàãîì â 10(≈ ν) ðàç ìåíüøèì. Áåç
óìåíüøåíèÿ øàãà îøèáêè îêàçûâàþòñÿ î÷åíü áîëüøèìè, ñðàâíè-
ìûìè ñ ðàçìåðàìè ñàìîé îðáèòû.

Ïðåæäå âñåãî ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî îøèáêà
èíòåãðèðîâàíèÿ èñõîäíûõ óðàâíåíèé (3.70) ðàñòåò ëèíåéíî, à íå
êâàäðàòè÷íî. Ýòî ãëàâíûì îáðàçîì ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èíåðöè-
àëüíàÿ ñèëà PI , âûçûâàþùàÿ êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ
è îïðåäåëÿþùàÿ òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ, íå çàâèñèò îò èíòå-
ãðèðóåìûõ ïåðåìåííûõ. Âìåñòå ñ òåì ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ñòàáèëè-
çàöèè Áàóìãàðòå ïîâåäåíèå îøèáêè, íàîáîðîò, ñòàíîâèòñÿ êâàä-
ðàòè÷íûì. Ïðè ýòîì èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå äîâîëüíî õîðî-
øî ñîõðàíÿåòñÿ: H ≈ 2 · 10−9. Ïëîõîå ïîâåäåíèå îøèáêè (êàê â
íåñòàáèëèçèðîâàííîì ñëó÷àå), ïî-âèäèìîìó, îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî
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â âîçìóùåííîé çàäà÷å ñîõðàíåíèå èíòåãðàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ H
óæå íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ óìåíüøåíèÿ âëèÿíèÿ ëÿïóíîâ-
ñêîé íåóñòîé÷èâîñòè è, áîëåå òîãî, âëèÿíèå óæå áåñïîëåçíûõ ñòà-
áèëèçèðóþùèõ ÷ëåíîâ âíîñèò äîïîëíèòåëüíûå îøèáêè, êîòîðûå
åå òîëüêî óñèëèâàþò.

Íà ïðàêòèêå äëÿ ðàçðåøåíèÿ ïðîáëåìû êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ
âîçìóùåíèé, êàê ïðàâèëî, ïðèáåãàþò ê îäíîìó èç äâóõ ñïîñîáîâ.
Ïåðâûé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìàññû áûñòðîîáðàùàþùèõñÿ
òåë âêëþ÷àþòñÿ â ìàññó öåíòðàëüíîãî19, âî âòîðîì ñïîñîáå âëè-
ÿíèå îò ìàññèâíûõ îáúåêòîâ ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ òàê íàçû-
âàåìûõ ãàóññîâûõ êîëåö20. Îáà ñïîñîáà ïðèâîäÿò ê óïðîùåííûì
óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ: â ïåðâîì � ýòî âîçìóùåííûå óðàâíåíèÿ
çàäà÷è äâóõ òåë ñ ìîäèôèöèðîâàííûì ãðàâèòàöèîííûì ïàðàìåò-
ðîì:

d2x
dt2

= −(µ+ µP )
x

|x|3
; (3.78)

âî âòîðîì � óðàâíåíèÿ, óñðåäíåííûå ïî áûñòðûì àíîìàëèÿì ìàñ-
ñèâíûõ îáúåêòîâ (Äóáîøèí, 1961):

d2x
dt2

= −µ x

|x|3
+

(
∂V

∂x

)T

. (3.79)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.79) ïðåäñòàâëÿåò
ïðèòÿæåíèå ãàóññîâà êîëüöà ðàäèóñà aP ñ ãðàâèòàöèîííûì ïàðà-
ìåòðîì µP . Ïîòåíöèàë êîëüöà V âûðàæàåòñÿ êàê

V (ρ, x3) =
µPK(κ)√

(ρ+ aP )2 + x23
,

ρ =
√
x21 + x22, κ2 =

4ρaP
(ρ+ aP )2 + x23

,

ãäå

K(κ) =
2

π

π/2∫
0

dψ√
1− κ2 sin2 ψ

19Ñì., íàïðèìåð, (Áîðäîâèöûíà, Áûêîâà, 1978; Rocher, Chapront, 1996).
20Ñì., íàïðèìåð, (Jacobson, 2000; Emel'yanov, Arlot, 2008).
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� ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà. Óðàâíåíèÿ (3.79)
ïðåäñòàâëÿþò îðáèòàëüíîå äâèæåíèå âíåøíèõ îáúåêòîâ òî÷íåå,
íåæåëè (3.78), õîòÿ â òî æå âðåìÿ óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ ãîðàç-
äî ñëîæíåå.

Äèôôåðåíöèðóÿ V ïî êîîðäèíàòàì, ïîëó÷èì ñîñòàâëÿþùèå
ñèëû ïðèòÿæåíèÿ ãàóññîâîãî êîëüöà:

∂V

∂x1
=
x1
ρ

∂V

∂ρ
,

∂V

∂x2
=
x2
ρ

∂V

∂ρ
,

∂V

∂ρ
=

µP√
(ρ+ aP )2 + x23

[
dK
dκ2

∂κ2

∂ρ
− (ρ+ aP )K(κ)

(ρ+ aP )2 + x23

]
,

∂V

∂x3
=

µP√
(ρ+ aP )2 + x23

[
dK
dκ2

∂κ2

∂x3
− x3K(κ)

(ρ+ aP )2 + x23

]
,

ãäå

∂κ2

∂ρ
=
κ2

ρ

−ρ2 + a2P + x23
(ρ+ aP )2 + x23

,
∂κ2

∂x3
= − 2κ2x3

(ρ+ aP )2 + x23
.

Ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè K(κ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

dK
dκ2

=
1

2κ2

[
E(κ)

1− κ2
−K(κ)

]
,

ãäå

E(κ) =
2

π

π/2∫
0

√
1− κ2 sin2 ψ dψ

� ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà.
Ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû K è E îáû÷íî âû÷èñëÿþòñÿ ïî èòå-

ðàöèîííîé ñõåìå Êèíãà (Ëàíñ, 1962):

a0 = 1, b0 =
√

1− κ2

ai+1 =
1

2
(ai + bi), bi+1 =

√
aibi, ci+1 = a2i+1 − b2i+1.
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Èçâåñòíî, ÷òî

lim
i→∞

ai = lim
i→∞

bi =
1

K
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ñ íåêî-
òîðîé çàäàííîé òî÷íîñòüþ ïîëó÷àåì çíà÷åíèå ýëëèïòè÷åñêîãî èí-
òåãðàëà K. Çàòåì íàõîäèì ôóíêöèþ E èç ñîîòíîøåíèÿ

E

K
= 1− 1

2

∞∑
i=0

2ic2i .

Èòåðàöèîííàÿ ñõåìà Êèíãà ñõîäèòñÿ äîâîëüíî áûñòðî: îáû÷íî
äàæå ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ κ, áëèçêèõ ê åäèíèöå, äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëåäíåé çíà÷à-
ùåé öèôðû (â àðèôìåòèêå ñ äâîéíîé òî÷íîñòüþ) òðåáóåòñÿ âñåãî
íåñêîëüêî èòåðàöèé.

Âî èçáåæàíèå âû÷èñëåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ ìîæíî
ïðèáåãíóòü ê ìíîãîòî÷å÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãàóññîâîãî êîëüöà,
ãäå åãî âëèÿíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðèòÿæåíèå îò íåñêîëüêèõ
ñòàöèîíàðíûõ (íåïîäâèæíûõ â êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå) ìàòåðè-
àëüíûõ òî÷åê, ëåæàùèõ íà êîëüöå (îðáèòå áëèçêîãî ìàññèâíîãî
îáúåêòà). Ìíîãîòî÷å÷íóþ ìîäåëü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

P = −µP
N

N∑
j=1

x− xj

|x− xj |3
, (3.80)

ãäå N � ÷èñëî ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, à xj � èõ ïîëîæåíèÿ, êîîð-
äèíàòû êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

xj1 = aP cos
2πj

N
, xj2 = aP sin

2πj

N
, xj3 = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ãàóññîâà êîëüöà (3.80)
áóäåò òåì âûøå, ÷åì áîëüøå áóäåò ÷èñëî N . Îäíàêî, ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, óâåëè÷åíèå N âåäåò ê ïîíèæåíèþ ñêîðîñòè âû÷èñëåíèÿ P.
Ïîýòîìó íåîáõîäèìî âûáèðàòü îïòèìàëüíîå ÷èñëî N , êîòîðîå áû
îáåñïå÷èâàëî äîñòàòî÷íî âûñîêóþ òî÷íîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ ñèëû
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ïðè âûñîêîé ñêîðîñòè åå âû÷èñëåíèÿ. Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, â
çàäà÷àõ âûñîêîòî÷íîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ äà-
ëåêèõ ñïóòíèêîâ, ãäå êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ âûçûâà-
þòñÿ ïðèòÿæåíèÿìè áëèçêèõ ñïóòíèêîâ òèïà ãàëèëååâûõ, ÷àñòî
áûâàåò äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (3.80) ñ N = 6, íà âû-
÷èñëåíèå êîòîðîé òðåáóåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî òî æå âðåìÿ, ÷òî è
äëÿ ãàóññîâà êîëüöà.

Êàê èçâåñòíî, âûñîêàÿ òî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ îðáèòàëüíî-
ãî äâèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé (3.79) äîñòèãà-
åòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì çà ñ÷åò òîãî, ÷òî îíè ó÷èòûâàþò âåêîâûå
âîçìóùåíèÿ (ïåðâîãî ïîðÿäêà) â îðáèòàëüíûõ ýëåìåíòàõ, âûçâàí-
íûå êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèìè âîçìóùàþùèìè ñèëàìè. Îäíàêî ïî-
ñëå óñðåäíåíèÿ îñòàþòñÿ åùå íåó÷òåííûìè äîâîëüíî áîëüøèå âå-
êîâûå ýôôåêòû â áûñòðîé ïåðåìåííîé (Àâäþøåâ, 2006a), êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå äàëåêîãî îáúåêòà íà îðáèòå. Ýòîò íåäîñòà-
òîê, íàïðèìåð, ñòàíîâèòñÿ çíà÷èòåëüíûì â òåõ çàäà÷àõ, ãäå îðáè-
òû áëèçêîãî (âíóòðåííåãî) è äàëåêîãî (âíåøíåãî) ñïóòíèêîâ äî-
ñòàòî÷íî áëèçêè, êàê, íàïðèìåð, äëÿ Êàëëèñòî è Ãèìàëèè, ñïóò-
íèêîâ Þïèòåðà. Ïðè÷åì óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ áóäóò íàñòîëüêî
ïëîõî ïðåäñòàâëÿòü ðåàëüíóþ îðáèòó, ÷òî èõ èñïîëüçîâàíèå ìî-
æåò îêàçàòüñÿ ñîâåðøåííî íåîïðàâäàííûì íà ôîíå ïðîñòûõ óðàâ-
íåíèé ñ ìîäèôèöèðîâàííûì ãðàâèòàöèîííûì ïàðàìåòðîì.

Âîçíèêíîâåíèå íåó÷èòûâàåìûõ âåêîâûõ ýôôåêòîâ ïðè èñïîëü-
çîâàíèè óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé îáúÿñíÿåòñÿ â ðàáîòå (Àâäþøåâ,
2006a), òåì íå ìåíåå, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, ýòà ïðîáëåìà íà
äàííûé ìîìåíò ôàêòè÷åñêè îñòàåòñÿ åùå íå ðàçðåøåííîé. Â òîé
æå ðàáîòå, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óìåðåííîì ïîíèæå-
íèè ìîäåëüíîé òî÷íîñòè èíòåðïðåòàöèÿ ãðàâèòàöèîííîãî âëèÿíèÿ
áûñòðûõ âíóòðåííèõ îáúåêòîâ ãàóññîâûìè êîëüöàìè ïîçâîëÿåò â
íåñêîëüêî ðàç ïîâûñèòü áûñòðîäåéñòâèå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ ïðè ñîõðàíåíèè ìåòîäè÷åñêîé òî÷íîñòè.
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3.8. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè
óðàâíåíèé

Âûøå áûëè èçëîæåíû îñíîâîïîëàãàþùèå èäåè è ïðèíöèïû ïî-
ñòðîåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè ñïåöèàëüíûõ âîçìóùåíèé, à òàêæå îáîñ-
íîâàíî èõ ïðèìåíåíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷ íåáåñíîé ìåõàíèêè. Äà-
ëåå ïðîâåäåì ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè íåêîòîðûõ èç
íèõ ïðèìåíèòåëüíî ê ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ ñïóòíèêîâûõ,
àñòåðîèäíûõ è ïëàíåòíûõ îðáèò, äëÿ òîãî ÷òîáû âûðàáîòàòü ÷åò-
êèå ðåêîìåíäàöèè ïî èñïîëüçîâàíèþ ìåòîäîâ (Àâäþøåâ, 2007).

3.8.1. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò

×èñëåííàÿ ýôôåêòèâíîñòü óðàâíåíèé, ïîëó÷àåìûõ ìåòîäàìè òåî-
ðèè ñïåöèàëüíûõ âîçìóùåíèé (òàáë. 3.1), èññëåäîâàëàñü ïðèìå-
íèòåëüíî ê ðåøåíèþ çàäà÷ äèíàìèêè ñïóòíèêîâ, àñòåðîèäîâ è
ïëàíåò (òàáë. 3.2 è 3.3). Â òàáë. 3.1 ññûëêè äàíû íà ôîðìóëû,
ïðåäñòàâëåííûå âûøå; Sn � ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðèðóåìûì ïå-
ðåìåííûì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ õàðàêòåðèñòèê ÷èñëåííîé ýôôåêòèâ-
íîñòè ìåòîäîâ íà ïðèâîäèìûõ íèæå ðèñóíêàõ; Ne � ÷èñëî èí-
òåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â ìåòîäàõ Ýí-
êå îïîðíûå ðåøåíèÿ ïåðåâû÷èñëÿëèñü ÷åðåç êàæäûå 2 îáîðîòà.
Â òàáë. 3.2 T , e è i � ïåðèîä, ýêñöåíòðèñèòåò è íàêëîíåíèå èññëå-
äóåìûõ îðáèò ñîîòâåòñòâåííî (íàêëîíåíèÿ äëÿ ñïóòíèêîâ äàíû
îòíîñèòåëüíî ýêâàòîðà öåíòðàëüíîé ïëàíåòû, à äëÿ àñòåðîèäà �
îòíîñèòåëüíî ýêëèïòèêè); â òàáë. 3.3 J � îòíîøåíèå âåëè÷èíû
âîçìóùàþùåé ñèëû, âûçûâàåìîé íåñôåðè÷íîñòüþ ïëàíåòû, ê âå-
ëè÷èíå öåíòðàëüíîé ñèëû; ν � ïîêàçàòåëü âëèÿíèÿ êîðîòêîïåðè-
îäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé.

Â çàäà÷àõ ó÷èòûâàëèñü ñëåäóþùèå âîçìóùàþùèå ôàêòîðû:
J � âëèÿíèå íåñôåðè÷íîñòè öåíòðàëüíîãî òåëà (äëÿ ñïóòíèêîâ);
� ïðèòÿæåíèå îò ìàññèâíûõ òåë (ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ è ïëà-

íåò); � ïðèòÿæåíèå îò Ñîëíöà (äëÿ ñïóòíèêîâ). Äðóãèå âîçìó-
ùàþùèå ôàêòîðû íå ðàññìàòðèâàëèñü ââèäó èõ íåçíà÷èòåëüíîãî
âëèÿíèÿ íà ýôôåêòèâíîñòü ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
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Òàáëèöà 3.1. Óðàâíåíèÿ îðáèò

Ïåðåìåííûå Sn Ññûëêà Ne

x, ẋ (t) x (3.1) 6

δx, δẋ (t) δx (3.45) 6

x, ẋ, h (t) st (3.21) 7

x, ẋ, h (t) nz (3.32) 7

x, ẋ, h (t) cn (3.28) 7

x, ẋ, h, t (t̄) δt (3.30) 8

c, g, l (t) ry (3.35) 7

x, x′, g, h, τ (E) sb (3.8) 11

u, u′, h, τ (E) u (3.10) 10

δu, δu′, δh, δτ (E) δu (3.46) 10

x, ẋ, t (s) sm (3.12) 7

x, ẋ, t (EG) (3.14) 7

x, ẋ, h, τ (E) τ (3.8) 8

xB , ẋB (t) br 6

Òàáëèöà 3.2. Íåáåñíûå îáúåêòû è èõ îðáèòû

Îáúåêò T (ñóò) e i (◦) Èíòåðâàë (ã., îá.)

Ñïóòíèêè

Àìàëüòåÿ 0.499 0.003 0.3 100 73000

Ãèìàëèÿ 247.767 0.166 30.2 100 152

Ôîáîñ 0.319 0.015 1.1 100 114500

300 êì 0.063 0.000 50.0 0.038 222

ÃÑÑ 0.997 0.010 10.0 40 14600

Àñòåðîèäû è ïëàíåòû

Ôàýòîí 523.609 0.890 22.2 1433 1000

Öåðåðà 1680.907 0.079 10.6 4602 1000

Ìåðêóðèé 87.969 0.205 7.0 240 1000

Þïèòåð 4339.289 0.048 1.3 11880 1000
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Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðèìåíÿëñÿ èí-
òåãðàòîð Ýâåðõàðòà 15-ãî ïîðÿäêà (Everhart, 1973; Everhart, 1974;
Everhart, 1985)21, êîòîðûé îñíîâàí íà âèäîèçìåíåííûõ ôîðìóëàõ
íåÿâíûõ ìåòîäîâ Ðóíãå�Êóòòû òèïà Áóò÷åðà è ñòðîèòñÿ íà ðàç-
áèåíèÿõ Ãàóññà�Ðàäî (Butcher, 1964).

Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ âàðüèðîâàëñÿ ïàðàìåòð
èíòåãðàòîðà ∥e∥tol (ñì. ïîäðàçä. 4.3.7), êîòîðûé ôàêòè÷åñêè çàäà-
åò ëîêàëüíóþ îøèáêó, è ïî ðåøåíèþ ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì ïàðà-
ìåòðà îöåíèâàëàñü ãëîáàëüíàÿ îøèáêà ðåøåíèÿ ñ áîëüøèì çíà÷å-
íèåì ïàðàìåòðà. Â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ áûñòðîäåéñòâèÿ ðàññìàò-
ðèâàëîñü ÷èñëî âûïîëíåííûõ øàãîâ. Â ðåçóëüòàòå äëÿ êàæäîé
ñèñòåìû èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé áûëè ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè
òî÷íîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ îò áûñòðîäåéñòâèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþò-
ñÿ óäîáíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðèíÿòàÿ îöåíêà áûñòðîäåéñòâèÿ ïî
÷èñëó øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ çäåñü âïîëíå îáîñíîâàíà. Êîíå÷íî,
ïðåäëàãàåìûå ìåòîäû óñëîæíÿþò óðàâíåíèÿ îðáèòàëüíîãî äâè-
æåíèÿ, ÷òî åñòåñòâåííî ñêàçûâàåòñÿ íà âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ èõ
ïðàâûõ ÷àñòåé. Ïîýòîìó, êàçàëîñü áû, êàæäûé øàã èíòåãðèðîâà-
íèÿ äëÿ ðàçíûõ ñèñòåì äîëæåí áûòü ïî-ðàçíîìó òðóäîåìîê. Òåì
íå ìåíåå íåëüçÿ çàáûâàòü, ÷òî ïîäàâëÿþùàÿ ÷àñòü âðåìåíè â ñî-
âðåìåííûõ ìîäåëÿõ òðàòèòñÿ íà âû÷èñëåíèå âîçìóùàþùåé ôóíê-
öèè P, êîòîðàÿ ïðèñóòñòâóåò âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåìàõ;
è âñå îòëè÷èòåëüíûå îñîáåííîñòè òåõ èëè èíûõ óðàâíåíèé ïðîñòî
ìåðêíóò íà ôîíå êîíãëîìåðàòà P.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îöåíêè áûñòðîäåéñòâèÿ â àíàëèçå ýôôåê-
òèâíîñòè ìåòîäîâ äîñòàòî÷íî çíàòü ëèøü ÷èñëî îáðàùåíèé â èí-
òåãðàòîðå ê ïðîöåäóðå âû÷èñëåíèÿ P, ëèáî ïðîïîðöèîíàëüíîå åìó
÷èñëî øàãîâ, âûïîëíåííûõ çà âåñü ïðîöåññ èíòåãðèðîâàíèÿ. Êðî-
ìå òîãî, òàêàÿ õàðàêòåðèñòèêà áûñòðîäåéñòâèÿ çàìå÷àòåëüíà òåì,
÷òî îíà íå çàâèñèò íè îò îïòèìèçàöèè ÷èñëåííîé ìîäåëè, íè îò
âîçìîæíîñòåé êîìïüþòåðíîãî ïðîöåññîðà.

21Ñì. òàêæå ïîäðàçä. 4.3.7.
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Òàáëèöà 3.3. Ó÷èòûâàåìûå âîçìóùåíèÿ

Îáúåêò Âîçìóùåíèÿ

Ñïóòíèêè

Àìàëüòåÿ J J = 3.4 · 10−3

Ãèìàëèÿ ν = 41 (Èî)

Ôîáîñ J J = 3.8 · 10−4

300 êì J J = 1.5 · 10−3

ÃÑÑ J J = 3.7 · 10−5

Àñòåðîèäû è ïëàíåòû

Ôàýòîí ν = 0.9 (Ìåðêóðèé)

Öåðåðà ν = 3.9 (Ìåðêóðèé)

Ìåðêóðèé

Þïèòåð ν = 9.4 (Ìåðêóðèé)

3.8.2. Âûáðàííûå îáúåêòû

Ñïóòíèêîâîå äâèæåíèå ïðåäñòàâëÿþò 3 åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêà
Þïèòåðà è Ìàðñà (Àìàëüòåÿ, Ãèìàëèÿ è Ôîáîñ) è 2 èñêóññòâåí-
íûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè (íèçêîëåòÿùèé ñ âûñîòîé 300 êì è ãåîñèí-
õðîííûé). Äèíàìèêà åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ðàññìàòðèâàëàñü íà
100-ëåòíåì èíòåðâàëå âðåìåíè: ïðèáëèçèòåëüíî ñòîëüêî âðåìåíè
ïðîøëî ñ ìîìåíòà èõ îòêðûòèÿ.

Àìàëüòåÿ è Ôîáîñ � áëèçêèå ñïóòíèêè, äâèæóùèåñÿ âáëè-
çè ïëîñêîñòè ýêâàòîðà ïëàíåòû ïî ïî÷òè êðóãîâûì îðáèòàì. Èõ
îðáèòû ñèëüíî âîçìóùàþòñÿ íåñôåðè÷íîñòüþ öåíòðàëüíîé ïëà-
íåòû. Êðîìå òîãî, ñïóòíèê Þïèòåðà òàêæå èñïûòûâàåò ñèëüíîå
ãðàâèòàöèîííîå âëèÿíèå îò ìàññèâíûõ ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ. Îð-
áèòàëüíûå ïåðèîäû îáúåêòîâ ìåíüøå ñóòîê, è çà 100-ëåòíèé èí-
òåðâàë âðåìåíè îíè ñîâåðøàþò äîâîëüíî áîëüøîå ÷èñëî îáîðîòîâ,
áîëåå 50000. Ïîýòîìó ñ òî÷êè çðåíèÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
èõ äèíàìèêó ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê äîëãîâðåìåííóþ.

Äàëåêèé ñïóòíèê, Ãèìàëèÿ, èìååò áîëüøîé îðáèòàëüíûé ïåðè-
îä è çà 100 ëåò äåëàåò âñåãî 152 îáîðîòà. Îðáèòà ñïóòíèêà íåðåãó-
ëÿðíà. Ãëàâíûé âîçìóùàþùèé ôàêòîð � ïðèòÿæåíèå îò Ñîëíöà.
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Íåñìîòðÿ íà ýòî, èíòåãðèðîâàíèå îðáèòû Ãèìàëèè ñóùåñòâåííî
óñëîæíÿåòñÿ êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèìè âîçìóùåíèÿìè îò ãàëèëåå-
âûõ ñïóòíèêîâ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé íèçêîãî áûñòðîäåéñòâèÿ
÷èñëåííîãî ïðîöåññà.

Íèçêîëåòÿùèé èñêóññòâåííûé ñïóòíèê Çåìëè (ñ âûñîòîé 300
êì) � ýòî áûñòðûé îêîëîçåìíûé îáúåêò. Çà 2 íåäåëè îí ñîâåðøà-
åò 222 îáîðîòà. Èìåííî íà ýòîì èíòåðâàëå ðàññìàòðèâàëîñü åãî
îðáèòàëüíîå äâèæåíèå: âî-ïåðâûõ, ïîòîìó ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, èí-
òåðåñíî, íàñêîëüêî öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàíèå èññëåäóåìûõ ìå-
òîäîâ íà òàêîì êîðîòêîì èíòåðâàëå âðåìåíè ïðèìåíèòåëüíî ê èí-
òåãðèðîâàíèþ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé îðáèòû; âî-âòîðûõ, ðàññìàòðè-
âàòü äâèæåíèå íèçêèõ ñïóòíèêîâ íà áîëåå äëèòåëüíîì âðåìåííîì
èíòåðâàëå ïðîñòî íå èìååò ñìûñëà, ïîñêîëüêó îí äîâîëüíî ÷àñòî
ïîäâåðãàåòñÿ îðáèòàëüíîé êîððåêöèè çà óìåíüøåíèå åãî âûñîòû
âñëåäñòâèå ñîïðîòèâëåíèÿ àòìîñôåðû. Ïðè ýòîì ââèäó íåçíà÷è-
òåëüíîãî âëèÿíèÿ íà ýôôåêòèâíîñòü ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
ñîïðîòèâëåíèå àòìîñôåðû âñå æå íå ó÷èòûâàëîñü.

Ãåîñèíõðîííûé îáúåêò (ÃÑÑ) èíòåðåñåí êàê ïðåäñòàâèòåëü íàè-
áîëåå çàãðÿçíåííîé îáëàñòè îêîëîçåìíîãî ïðîñòðàíñòâà, êàê îäèí
èç ìíîãî÷èñëåííûõ ôðàãìåíòîâ êîñìè÷åñêîãî ìóñîðà. Åãî äèíà-
ìèêà ìîäåëèðîâàëàñü íà 40-ëåòíåì âðåìåííîì èíòåðâàëå, ôàêòè-
÷åñêè ñîèçìåðèìîì ñ ýðîé îñâîåíèÿ (è çàãðÿçíåíèÿ) êîñìîñà.

Â àñòåðîèäíûõ è ïëàíåòíûõ çàäà÷àõ äâèæåíèå îáúåêòîâ ìî-
äåëèðîâàëîñü íà èíòåðâàëå 1000 îáîðîòîâ. Ðàññìàòðèâàëèñü ÷å-
òûðå îáúåêòà: äâà àñòåðîèäà, Ôàýòîí è Öåðåðà, è äâå ïëàíåòû,
Ìåðêóðèé è Þïèòåð. Ôàýòîí èìååò ñèëüíî âûòÿíóòóþ îðáèòó
ñî ñëîæíîé ñòðóêòóðîé âîçìóùåíèé. Ýòîò îáúåêò âûáðàí ñïåöè-
àëüíî äëÿ òîãî, ÷òîáû íà åãî ïðèìåðå ïðîäåìîíñòðèðîâàòü âîç-
ìîæíîñòè ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Îðáèòû Öåðåðû è
Þïèòåðà ïî÷òè êðóãîâûå. Îäíàêî èõ èíòåãðèðîâàíèå óñëîæíåíî
êîðîòêî ïåðèîäè÷åñêèìè âîçìóùåíèÿìè îò ïëàíåò çåìíîé ãðóï-
ïû, â îñîáåííîñòè îò Ìåðêóðèÿ. Ìåæäó òåì ïðè ìîäåëèðîâàíèè
äâèæåíèÿ ñàìîãî Ìåðêóðèÿ ïðîáëåìû êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ âîç-
ìóùåíèé, î÷åâèäíî, íå âîçíèêàåò, ÷òî âåñüìà áëàãîïðèÿòíî ñêà-
çûâàåòñÿ íà ðåçóëüòàòàõ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.
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3.8.3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Õàðàêòåðèñòèêè òî÷íîñòü�áûñòðîäåéñòâèå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ.
3.20�3.27. Äëÿ îöåíêè çíà÷èìîñòè îøèáîê èíòåãðèðîâàíèÿ íà ðè-
ñóíêàõ ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè ïðèâåäåíû äâà óðîâíÿ: îäèí ñîîò-
âåòñòâóåò âåëè÷èíå áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû (a), âòîðîé � ïðè-
áëèçèòåëüíî îäíîñåêóíäíîé óãëîâîé îøèáêå îòíîñèòåëüíî çåìíî-
ãî íàáëþäàòåëÿ (1′′).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñïóòíèêîâûõ çàäà÷ ãîâîðÿò î òîì,
÷òî ìåòîäû òåîðèè ñïåöèàëüíûõ âîçìóùåíèé íàèáîëåå ýôôåêòèâ-
íû è ìîãóò áûòü ðåêîìåíäîâàíû ê ïðèìåíåíèþ òîëüêî äëÿ äîëãî-
ñðî÷íîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñïóòíèêîâûõ îðáèò ñ ãëàäêîé
ñòðóêòóðîé âîçìóùåíèé (ðèñ. 3.20, 3.23 è 3.25). Âïå÷àòëÿþùèå ðå-
çóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè KS-óðàâíåíèé (u, δu) è
óðàâíåíèé Ðîÿ (ry). Òàê, ïðè ñîõðàíåíèè òî÷íîñòè èíòåãðèðîâà-
íèÿ ñ èõ ïîìîùüþ óäàåòñÿ ïîâûñèòü áûñòðîäåéñòâèå â 3�7 ðàç.
Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå Ôîáîñà ìåòîä Ýíêå â KS-ïåðåìåííûõ (δu)
çà ñ÷åò îñëàáëåíèÿ âëèÿíèÿ îøèáîê îêðóãëåíèÿ ïîçâîëÿåò ïîâû-
ñèòü óðîâåíü íàèâûñøåé òî÷íîñòè ïî÷òè íà 2 ïîðÿäêà.

Âûñîêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ýòèõ óðàâíåíèé ñâÿçàíà ïðåæäå âñåãî
ñ òåì, ÷òî îíè îáëàäàþò ñòàáèëèçèðóþùèì ýôôåêòîì. Íåñìîòðÿ
íà ýòî, èñïîëüçîâàíèå ñòàáèëèçèðîâàííûõ óðàâíåíèé (st) ñóùå-
ñòâåííî ìåíåå ýôôåêòèâíî. Ïî-âèäèìîìó, ýòî îáúÿñíÿåòñÿ íàëè-
÷èåì â ýòèõ óðàâíåíèÿõ èñêóññòâåííî ââåäåííûõ ÷ëåíîâ (ñòàáè-
ëèçèðóþùèõ âîçìóùåíèé), ïîâåäåíèå êîòîðûõ ñâÿçàíî ñ îøèáêà-
ìè èíòåãðèðîâàíèÿ, íå èìåþùèìè íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ôèçèêå
çàäà÷è. Ïîýòîìó äàííûé àðòåôàêò, âïîëíå îáîñíîâàííûé ñ òî÷-
êè çðåíèÿ ñòàáèëèçàöèè êàê ñðåäñòâî äëÿ áîðüáû ñ ëÿïóíîâñêîé
íåóñòîé÷èâîñòüþ, âñå æå èìååò ïîáî÷íûé ýôôåêò, êîòîðûé ñî âðå-
ìåíåì çàìåòíî èñêàæàåò äèíàìè÷åñêóþ êàðòèíó çàäà÷è.

Íà ïðèìåðå Àìàëüòåè (ðèñ. 3.21) îöåíåíà òàêæå ýôôåêòèâ-
íîñòü ðàçëè÷íûõ ñòàáèëèçèðóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé (st, nz, cn,
δt). Â ðåçóëüòàòå îêàçàëîñü, ÷òî âñå ñòàáèëèçèðóþùèå ïîäõîäû,
êðîìå êàíîíè÷åñêîãî (cn), îäèíàêîâû õîðîøè. Íèçêàÿ ýôôåêòèâ-
íîñòü êàíîíè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè îáúÿñíÿëàñü âûøå.
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Ðèñ. 3.24. Íèçêîëåòÿùèé èñêóññòâåííûé ñïóòíèê Çåìëè

Äàëåå, êàê ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû íà ðèñ. 3.22, ïðè ìîäåëèðî-
âàíèè äâèæåíèÿ äàëåêîãî ñïóòíèêà (Ãèìàëèè) âñå ïîïûòêè ïîâû-
ñèòü ýôôåêòèâíîñòü ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ðàññìàòðèâàåìûõ ìåòîäîâ òåðïÿò íåóäà÷ó âñëåäñòâèå êîðîòêî-
ïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé îò ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ. Èç ðèñóíêà
òàêæå âèäíî, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ âîçìó-
ùåíèé (ïóíêòèðíûå ëèíèè) ýôôåêòèâíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ñó-
ùåñòâåííî ïîâûøàåòñÿ, ïðè÷åì õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðåäåëÿþòñÿ
çäåñü ïî÷òè â òîì æå ïîðÿäêå çíà÷èìîñòè, êàê è äëÿ áëèçêèõ
ñïóòíèêîâ.

Íàêîíåö, ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì âðåìåííîãî èí-
òåðâàëà ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäîâ òåîðèè ñïåöèàëüíûõ âîçìóùåíèé
çàìåòíî ïîíèæàåòñÿ (ðèñ. 3.24). Âïðî÷åì, íåñìîòðÿ íà ýòî, èõ ïðè-
ìåíåíèå âñå åùå îñòàåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì.

Äëÿ àñòåðîèäà Ôàýòîí ïîêàçàòåëü çíà÷èìîñòè êîðîòêîïåðèî-
äè÷åñêèõ âîçìóùåíèé ν ìåíüøå 1. Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ
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Ðèñ. 3.25. Ãåîñèíõðîííûé ñïóòíèê Çåìëè

òåîðèè ñïåöèàëüíûõ âîçìóùåíèé âïîëíå îáîñíîâàíî, ÷òî ïîäòâåð-
æäàþò õàðàêòåðèñòèêè íà ðèñ. 3.26. Â äàííîì ñëó÷àå íàèâûñøàÿ
ýôôåêòèâíîñòü ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïóòåì èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé (u, δu, sb), ÷òî
ÿâëÿåòñÿ îæèäàåìûì ðåçóëüòàòîì, ïîñêîëüêó Ôàýòîí èìååò î÷åíü
âûòÿíóòóþ îðáèòó ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e = 0.89.

Íà ïðèìåðå Ôàýòîíà òàêæå èññëåäîâàíû âîçìîæíîñòè ñãëàæè-
âàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé (sm). Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.27.
Çäåñü õàðàêòåðèñòèêè ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì íåçàâèñèìûì ïå-
ðåìåííûì: t � âðåìÿ; E, ε, v è EG � ýêñöåíòðè÷åñêàÿ, ýëëèïòè-
÷åñêàÿ, èñòèííàÿ è îáîáùåííàÿ ýêñöåíòðè÷åñêàÿ (3.14) àíîìàëèè
ñîîòâåòñòâåííî; l � äóãà îðáèòû; E(τ) � ýêñöåíòðè÷åñêàÿ àíî-
ìàëèÿ (ñ èíòåãðèðóåìîé ïåðåìåííîé τ). Êàê âèäíî èç ðèñóíêà,
äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèëüíîâûòÿíóòûõ îðáèò ñî ñëîæíîé ñòðóê-
òóðîé âîçìóùåíèé, êàê ó Ôàýòîíà, èìååò ñìûñë ïðèáåãàòü òîëüêî
ê òàêèì ñãëàæèâàþùèì ïðåîáðàçîâàíèÿì, ãäå â êà÷åñòâå íåçà-
âèñèìûõ ïåðåìåííûõ âûñòóïàþò ýêñöåíòðè÷åñêàÿ àíîìàëèÿ è åå
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àíàëîãè. Ïîâûøåíèå ýôôåêòèâíîñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè îáîáùåí-
íîé ýêñöåíòðè÷åñêîé àíîìàëèè îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îðáèòàëüíàÿ
äèíàìèêà âäîëü íåå ñãëàæèâàåòñÿ íå òîëüêî çà ýëëèïòè÷íîñòü îð-
áèòû, íî è çà íåðåãóëÿðíûå è äîâîëüíî áîëüøèå âîçìóùåíèÿ ñî
ñòîðîíû áîëüøèõ ïëàíåò.

Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, ïîòåðÿ òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ðåøå-
íèÿ ñâÿçàíà â îñíîâíîì ñ áîëüøèìè îøèáêàìè â ïåðåìåííîé âðå-
ìåíè çà ñ÷åò åå íåðàâíîìåðíîãî ïîâåäåíèÿ âäîëü àíîìàëèè. Èç
ðèñ. 3.27 âèäíî, ÷òî ââåäåíèå âðåìåííîãî ýëåìåíòà τ , êîòîðûé âå-
äåò ñåáÿ ëèíåéíî â íåâîçìóùåííîì ñëó÷àå, ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî
ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Äëÿ Öåðåðû è Þïèòåðà ïîêàçàòåëü ν äîâîëüíî âûñîê, îòñþäà
èñïîëüçîâàíèå ðàññìàòðèâàåìûõ ìåòîäîâ ôàêòè÷åñêè íè÷åãî íå
äàåò (ðèñ. 3.28 è 3.30). Áîëåå òîãî, äëÿ Þïèòåðà, íàïðèìåð, çàìå-
÷àòåëüíûå â ñëó÷àå Ôàýòîíà ìåòîäû (KS- è SB-ðåãóëÿðèçàöèÿ) (u,
δu, sb) äàæå óõóäøàþò ýôôåêòèâíîñòü ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ. Â òî æå âðåìÿ ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïåðåõîä ê áàðèöåíòðè-
÷åñêîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå (br) â ïëàíåòíîé çàäà÷å ìîæåò ñó-
ùåñòâåííî îñëàáèòü âëèÿíèå êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé
îò Ìåðêóðèÿ è òåì ñàìûì ïîâûñèòü òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ íà
íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ (ðèñ. 3.30), òîãäà êàê â àñòåðîèäíîé çàäà÷å
ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåííî íå óëó÷øàþòñÿ.

Â ñëó÷àå Ìåðêóðèÿ ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò (ðèñ. 3.29), ÷òî
äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ åãî äèíàìèêè èñêëþ÷èòåëüíî õî-
ðîøè óðàâíåíèÿ â KS-ïåðåìåííûõ (u, δu). Òàê, ïðè ñîõðàíåíèè
äîâîëüíî âûñîêîé òî÷íîñòè ìîæíî ïîâûñèòü áûñòðîäåéñòâèå ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî÷òè â 7 ðàç. Òàê æå, êàê è äëÿ Ôîáîñà,
ìåòîä Ýíêå (δu) ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü óðîâåíü íàèâûñøåé òî÷íî-
ñòè ïî÷òè íà 2 ïîðÿäêà. Íèçêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà âàðèà-
öèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ
Ðîÿ (ry), ïî-âèäèìîìó, îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî îðáèòà Ìåðêóðèÿ äî-
ñòàòî÷íî áûñòðî ïðåöåññèðóåò. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê
áûñòðîìó èçìåíåíèþ âåêòîðà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ c, êîòîðûé,
âîçìîæíî, èíòåãðèðóåòñÿ ñ íåäîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòüþ.
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Ðèñ. 3.30. Þïèòåð

Íàêîíåö, ÷òî êàñàåòñÿ ìåòîäà Ýíêå (δx), êîòîðûé äî ñèõ ïîð íå
áûë óäîñòîåí íàøèõ êîììåíòàðèåâ, òî, êàê ïîêàçûâàþò ðåçóëüòà-
òû, èç âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ â ýêñïåðèìåíòå ìåòîäîâ îí îêàçàëñÿ
íàèìåíåå ýôôåêòèâåí.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîäû òåîðèè ñïåöèàëüíûõ âîçìóùåíèé öå-
ëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü òîëüêî â òåõ çàäà÷àõ, ãäå îòñóòñòâóþò êî-
ðîòêîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùàþùèå ñèëû, ëèáî ïðè íàëè÷èè òà-
êîâûõ, íî ëèøü â ñëó÷àå, åñëè ν < 1. Ïðè îòñóòñòâèè êîðîòêî-
ïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé èñêëþ÷èòåëüíî ýôôåêòèâíûì îêàçû-
âàåòñÿ ïðèìåíåíèå KS-ðåãóëÿðèçàöèè (u) è ìåòîäà Ýíêå â KS-
ïåðåìåííûõ (δu). Êðîìå òîãî, äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ äè-
íàìèêè áëèçêèõ ñïóòíèêîâ ìîæíî òàêæå ðåêîìåíäîâàòü ìåòîä âà-
ðèàöèè ïàðàìåòðîâ â èíòåðïðåòàöèè Ðîÿ (ry).



Ìåòîä âàæíåå îòêðûòèÿ.
Ë.Ä. Ëàíäàó

Ãëàâà 4. ÌÅÒÎÄÛ ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈß

Ïî÷òè âñå âàæíûå äëÿ ñîâðåìåííîé ïðàêòèêè äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå îðáèòàëüíîå äâèæåíèå, íå èíòåãðè-
ðóþòñÿ àíàëèòè÷åñêè. Ïîýòîìó äëÿ èõ ðåøåíèÿ ïðèáåãàþò ê ïðè-
áëèæåííûì ìåòîäàì èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðûå óñëîâíî äåëÿò íà
àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå. Ðàññìîòðèì èõ îñíîâíûå ïðèíöèïû
íà ïðèìåðå ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà è ìåòîäà ðàçëîæåíèÿ â ðÿä
Òåéëîðà.

Ïóñòü íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå îðáèòû âèäà x′ = f(t,x, ε)
ïðè óñëîâèè x(0) = x0. Çäåñü x � èñêîìîå ðåøåíèå; t � íåçàâèñè-
ìàÿ ïåðåìåííàÿ; ε � íåêîòîðûé ìàëûé ïàðàìåòð, ïðè÷åì òàêîé,
÷òî ïðè ε = 0 óðàâíåíèå èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, âûðàæåí-
íîå ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè.

Èìåííî ýòî ðåøåíèå x̄ : x̄′ = f(t, x̄, 0), ïðèíèìàåòñÿ â êà÷å-
ñòâå îïîðíîãî â àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäàõ, à ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå óñå÷åííîãî ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ε:

x = x̄+

p∑
i=1

xiε
i,

ãäå p � ïîðÿäîê òî÷íîñòè ðåøåíèÿ, à xi � íåèçâåñòíûå êîýôôè-
öèåíòû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïóòåì ïîäñòàíîâêè â äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå ñòåïåííîãî ðÿäà è óðàâíèâàíèÿ êîýôôèöèåí-
òîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε. Ïðè ýòîì êîíñòðóêöèÿ ðåøåíèÿ
íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, ò.å. ðåøåíèå ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê îáùåå. Èçâåñòíî, ÷òî îíî áóäåò ïðèãîäíûì íà âðåìåííîì
èíòåðâàëå ïîðÿäêà ε−p. Âïðî÷åì, ýòè çàìå÷àòåëüíûå îñîáåííî-
ñòè àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äèñêðåäèòèðóþòñÿ ñóùåñòâåííûìè
íåäîñòàòêàìè, êîòîðûå óæå â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ìîãóò áûòü íå
ïðèíÿòû âî âíèìàíèå.
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Îáÿçàòåëüíûì óñëîâèåì äëÿ ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðè-
áëèæåííîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå õîðîøåãî îïîðíîãî, êîòî-
ðîå áû îáåñïå÷èâàëî ìàëîñòü âîçìóùåíèé δx = x− x̄. Îäíàêî ýòî
íå âñåãäà âîçìîæíî, êàê, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ àñòåðîèäíîé äèíà-
ìèêè. Êðîìå òîãî, äëÿ äîñòèæåíèÿ äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòè
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ òðåáóåòñÿ áîëüøîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìà-
öèè, ÷òî ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò ðåøåíèå. Èìåííî ýòè íåäîñòàòêè
ñòàíîâÿòñÿ ãëàâíîé ïðè÷èíîé, ïî÷åìó â ñîâðåìåííîé ïðàêòèêå âñå
÷àùå ïðèáåãàþò ê ÷èñëåííîé àëüòåðíàòèâå â ðåøåíèè äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Â ìåòîäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà â êà÷åñòâå îïîðíîãî x̄
âûñòóïàåò íà÷àëüíîå x0, à ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå óñå÷åí-
íîãî ñòåïåííîãî ðÿäà ïî t:

x = x̄+

p∑
i=1

xit
i,

ãäå p � ïîðÿäîê ìåòîäà, à xi � êîýôôèöèåíòû ðÿäà Òåéëîðà.
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ÷èñëåííîå ðåøåíèå ïðèãîäíî ëèøü äëÿ ìà-
ëûõ t, ýòà òðóäíîñòü ðàçðåøàåòñÿ ïóòåì ïîøàãîâîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ: áîëüøîé èíòåðâàë âðåìåíè äåëèòñÿ íà ìàëûå ïîäûíòåðâàëû
(øàãè), íà êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíî øàã çà øàãîì îïðåäåëÿþòñÿ
ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ, ïðè ýòîì íà êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå â
êà÷åñòâå îïîðíîãî âûáèðàåòñÿ ðåøåíèå ïðåäûäóùåãî øàãà.

Îòñþäà ãëàâíîå äîñòîèíñòâî ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñîñòîèò â òîì,
÷òî ñ èõ ïîìîùüþ ïî÷òè âñåãäà ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Êðîìå òîãî, ìåòîäè÷åñêàÿ òî÷íîñòü
ìîæåò áûòü ïîâûøåíà íå òîëüêî óâåëè÷åíèåì ïîðÿäêà àïïðîê-
ñèìèðóþùåé ôîðìóëû, íî è óìåíüøåíèåì øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ.
Â ñâÿçè ñ ýòèì ôîðìóëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
íà øàãå ìîæåò áûòü äîâîëüíî ïðîñòûì. Õîòÿ íåîáõîäèìî çàìå-
òèòü, ÷òî âñëåäñòâèå ïîøàãîâîãî èíòåãðèðîâàíèÿ êîìïüþòåðíàÿ
ðåàëèçàöèÿ êàæäîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà äàåò òîëüêî ÷àñòíîå ðå-
øåíèå. ¾Ñâîáîäåí òîëüêî ïåðâûé øàã¿ ñ ïðîèçâîëüíûìè íà÷àëü-
íûìè äàííûìè, ¾íî ìû ðàáû äðóãîãî . . . ¿ (È. Ãåòå).
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Â äàííîé ãëàâå èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ
ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðûå øèðîêî ïðèìåíÿ-
þòñÿ â íåáåñíî-ìåõàíè÷åñêîé ïðàêòèêå. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ìåòîäû Ðóíãå�Êóòòû, ýêñòðàïîëÿöèîííûå è ìíîãîøàãî-
âûå ìåòîäû, à òàêæå òàê íàçûâàåìûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû.

4.1. Òåðìèíîëîãèÿ

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà � ýòî óðàâíåíèå
âèäà

x′ = f(t, x) (4.1)

ñ çàäàííîé ôóíêöèåé f . Çäåñü øòðèõ îçíà÷àåò ïîëíóþ ïðîèçâîä-
íóþ ïî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé.

Ôóíêöèÿ x = x(t) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì (4.1), åñëè äëÿ âñåõ t
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

x′(t) = f(t, x(t)).

Íà ñàìîì äåëå, óðàâíåíèå (4.1) èìååò íå îäíî, à öåëîå ñåìåéñòâî
ðåøåíèé ñ îäíèì ñâîáîäíûì ïàðàìåòðîì. Ýòîò ïàðàìåòð îïðåäå-
ëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì, åñëè çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå

x0 = x(t0).

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà èìååò âèä

x′′ = f(t, x, x′). (4.2)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîäåðæèò óæå äâà ïàðàìåòðà, êîòîðûå
îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ

x0 = x(t0), x′0 = x′(t0).

Îáû÷íî ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè (4.2) ââîäÿò íîâûå ïåðåìåííûå
x1 = x è x2 = x′, è ýòî óðàâíåíèå ïðèâîäÿò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

x′1 = x2, x1(t0) = x0,

x′2 = f(t, x1, x2), x2(t0) = x′0.
(4.3)
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Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïîäîáíûì ñïîñîáîì ìîæíî ïðèâåñòè ëþ-
áóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, ê ñèñòå-
ìå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Î÷åâèäíî, (4.3) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà îáùåãî âèäà

x′1 = f1(t, x1, . . . , xm), x1(t0) = x10,

. . .

x′m = fm(t, x1, . . . , xm), xm(t0) = xm0;

èëè
x′ = f(t,x), x(t0) = x0, (4.4)

ãäå x = (x1, . . . , xm)T , à f = (f1, . . . , fm)T . Äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ (4.4) âìåñòå ñî ñâîèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ñîñòàâ-
ëÿþò çàäà÷ó Êîøè.

Â äàííîé ãëàâå ìû ñîñðåäîòî÷èì îñíîâíîå âíèìàíèå èìåííî
íà òåõ ìåòîäàõ, êîòîðûå áûëè ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàíû äëÿ ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåì (4.4).

Ïðè ýòîì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ Ëèïøèöà, ò.å. äëÿ ëþáûõ ðåøåíèé x1 è x2 ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

∥f(t,x1)− f(t,x2)∥ ≤ L∥x1 − x2∥, (4.5)

ãäå L � òàê íàçûâàåìàÿ ïîñòîÿííàÿ Ëèïøèöà.

4.2. Ìåòîä ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà

Îäíèì èç ñòàðåéøèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà.

Îáðàòèìñÿ ê ñêàëÿðíîìó ñëó÷àþ. Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (4.1)

x′ = f(t, x)

äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t0 +∆t ïðè íà-
÷àëüíîì óñëîâèè x0 = x(t0). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû f áûëà àíàëèòè÷íà
â òî÷êå (t0,x0). Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå ïî t, áóäåì èìåòü

x′′ = f ′t + f ′xx
′, x′′′ = f ′′tt + 2f ′′txx

′ + f ′′xxx
′2 + f ′xx

′′, . . .
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Ïîäñòàâëÿÿ t0 è x0, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì

x′(t0), x′′(t0), x′′′(t0), . . . (4.6)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ∆t ðåøåíèå äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà Òåéëîðà

x(t0 +∆t) = x0 +

∞∑
i=1

x(i)(t0)

i!
∆ti. (4.7)

Îáîðâåì (óñå÷åì) ðÿä (4.7) íà p-îì ÷ëåíå. Òîãäà ïîëó÷èì ïðè-
áëèæåííóþ ôîðìóëó p-ãî ïîðÿäêà

x1 = x0 +

p∑
i=1

x(i)(t0)

i!
∆ti ≈ x(t0 +∆t) (4.8)

ñ ïîãðåøíîñòüþ

∆x = x(t0 +∆t)− x1 =
∞∑

i=p+1

x(i)(t0)

i!
∆ti = O(∆tp+1). (4.9)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè ìàëûõ ∆t ïîãðåøíîñòü ∆x (îøèáêà
óñå÷åíèÿ) áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ãëàâíûì îáðàçîì ïåðâûì ÷ëåíîì
ðÿäà (4.9):

x(p+1)(t0)

(p+ 1)!
∆tp+1. (4.10)

Åãî íàçûâàþò ãëàâíûì ÷ëåíîì ïîãðåøíîñòè.
Åñëè ðÿä Òåéëîðà (4.7) ðàñõîäèòñÿ èëè îøèáêà ïðèáëèæåííîé

ôîðìóëû (4.8) äîâîëüíî áîëüøàÿ, òî ïðèáåãàþò ê ïîøàãîâîìó èí-
òåãðèðîâàíèþ. Ðàçáèâàþò îòðåçîê [t0, t0+∆t] íà ìàëûå ïîäîòðåç-
êè [tn, tn+1] (n = 0, . . . , N − 1), ãäå tN = t0 + ∆t, è ê êàæäîìó
ïîäîòðåçêó ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿþò ôîðìóëó (4.8):

xn+1 = xn +

p∑
i=1

x(i)(tn)

i!
hin+1 (n = 0, . . . , N − 1). (4.11)
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Çäåñü hn+1 = tn+1− tn � øàã èíòåãðèðîâàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå èñêî-
ìîå ðåøåíèå áóäåò xN ≈ x(tN ).

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè. Äëÿ p = 1 è p = 2 ñ ïîñòîÿííûì
øàãîì h èìååì ôîðìóëû

xn+1 = xn + hf(tn, xn) (ìåòîä Ýéëåðà), (4.12)

xn+1 = xn + hf(tn, xn) +
h2

2
[f ′t(tn, xn) + f ′x(tn, xn)f(tn, xn)].

Ãëàâíûì íåäîñòàòêîì ìåòîäà ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà ÿâëÿ-
åòñÿ òî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ (4.6) íåîáõîäèìî çíàòü
ïðîèçâîäíûå îò f êàê ôóíêöèè t è x. Î÷åâèäíî, åñëè f � ñëîæíàÿ
ôóíêöèÿ, ïîëó÷åíèå ýòèõ ïðîèçâîäíûõ ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé
âåñüìà óòîìèòåëüíîå çàíÿòèå. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìåòîäû ðàçëîæåíèÿ
â ðÿä Òåéëîðà ðåäêî èñïîëüçóþòñÿ íà ïðàêòèêå.

Âïðî÷åì, â íåáåñíîé ìåõàíèêå èìååò ìåñòî ðÿä âàæíûõ ñ ïðè-
êëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷, ãäå, èñïîëüçóÿ ñïåöèôèêó äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, óäàåòñÿ ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî ïðîñòûå
ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âðåìåííûõ ïðîèçâîäíûõ â ðàçëî-
æåíèÿõ Òåéëîðà. Â 1956 ã. Ê. Ñòåôôåíñåí (Ste�ensen, 1956) ïóòåì
ââåäåíèÿ íîâûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ âûâåë ïîäîáíûå ñî-
îòíîøåíèÿ äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ïëàíåòíîé çàäà÷è22.

Ðàññìîòðèì èäåþ ìåòîäà Ñòåôôåíñåíà íà ïðèìåðå íîðìàëè-
çîâàííûõ óðàâíåíèé çàäà÷è äâóõ òåë:

x′′ = − x

|x|3
. (4.13)

Åñëè ââåñòè âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå

u = |x|−3, w = |x|−2, s = x · ẋ è σ = ws,

22Âïðî÷åì, ïî óòâåðæäåíèþ àâòîðîâ (Hairer et al., 1993) ýòîò ïðèåì áûë èç-
âåñòåí åùå Íüþòîíó. Íî ñàìîå èíòåðåñíîå, ÷òî è ìåòîä Ñòåôôåíñîíà áûë ïå-
ðåîòêðûò ñïóñòÿ íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ëåò Ý. Ïàðêåðîì è Äæ. Ñî÷àêè (Parker,
Sochacki, 1996), è ñåé÷àñ ñîîòâåòñòâåííî â òåõ èëè èíûõ íàó÷íûõ ðàáîòàõ
åãî ïîðîé ìîæíî âñòðåòèòü ïîä íàçâàíèåì ïåðåîòêðûâàòåëåé, ò.å. êàê ìåòîä
Ïàðêåðà�Ñî÷àêè.
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òî óðàâíåíèå (4.13) ìîæíî ïðèâåñòè ê äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè-
÷åñêîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ñ êâàäðàòè÷íûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè

x′′ = −ux, u′ = −3uσ, w′ = −2uσ, s = x · ẋ, σ = ws. (4.14)

Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ â (4.14) ñòåïåííûå ðÿäû ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó
h äëÿ x, u, w, s è σ è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ
ñòåïåíÿõ h, ïîëó÷èì äëÿ íèõ ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû

xj+2 = −
1

(j + 1)(j + 2)

j∑
i=0

xiuj−i, uj = −
3

j

j−1∑
i=0

uiσj−i−1,

wj = −
2

j

j−1∑
i=0

wiσj−i−1, sj =

j∑
i=0

(i+1)xi+1·xj−1, σj =

j∑
i=0

wisj−1.

Ïðè ýòîì xi = x(i)(t0)/i! Êîýôôèöèåíòû íóëåâîãî ïîðÿäêà u0, w0,
s0 è σ0 âû÷èñëÿþòñÿ ïî íà÷àëüíûì äàííûì x0 è ẋ0.

Ïîäîáíûé ïîäõîä òàêæå ïðèìåíÿåòñÿ è äëÿ ÷èñëåííîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ áîëåå ñëîæíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåáåñ-
íîé ìåõàíèêè, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è íåñêîëüêèõ òåë â êëàññè÷åñêîé
ïîñòàíîâêå.

4.3. Ìåòîäû Ðóíãå�Êóòòû

Íà ðóáåæå äâóõ ïîñëåäíèõ ïðîøåäøèõ ñòîëåòèé ñíà÷àëà Ê. Ðóíãå
(Runge, 1895), à çàòåì Ê. Õîéí (Heun, 1900) è Ì.Â. Êóòòà (Kutta,
1901) ïðåäëîæèëè ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåí-
íîé ôîðìóëû, áëèçêîé ê (4.8), íå ñîäåðæàùåé ïðîèçâîäíûõ îò
ïðàâûõ ÷àñòåé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

4.3.1. ßâíûå ìåòîäû Ðóíãå�Êóòòû

Ðóíãå (Runge, 1895) ïðîäåìîíñòðèðîâàë èäåþ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ
ìåòîäîâ òîëüêî äëÿ íèçêèõ ïîðÿäêîâ, íî èìåííî Êóòòà (Kutta,
1901) ñôîðìóëèðîâàë îáùóþ ñõåìó òîãî, ÷òî òåïåðü íàçûâàåòñÿ
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ìåòîäàìè Ðóíãå�Êóòòû. Äàäèì îïðåäåëåíèå ÿâíûõ ìåòîäîâ ïðè-
ìåíèòåëüíî ê ñèñòåìå (4.4).

Ìåòîä

k1 = f(t0,x0),

k2 = f(t0 + hc2,x0 + ha21k1),

k3 = f(t0 + hc3,x0 + h(a31k1 + a32k2)),

. . . (4.15)

ks = f(t0 + hcs,x0 + h(as1k1 + . . .+ as,s−1ks−1)),

x1 = x0 + h(b1k1 + . . .+ bsks),

èëè

x1 = x0 + h

s∑
j=1

bjkj , k1 = f(t0,x0),

ki = f(t0 + hci,x0 + h

i−1∑
j=1

aijkj) (i = 2, . . . , s)

íàçûâàåòñÿ s-ýòàïíûì (s-ñòàäèéíûì) ÿâíûì ìåòîäîì Ðóíãå�Êóò-
òû äëÿ çàäà÷è (4.4). ßâíûì ìåòîä íàçûâàåòñÿ ïîòîìó, ÷òî â (4.15)
êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà ki ÿâíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðåäûäó-
ùèå k1, . . . ,ki−1. Ìåòîä òàêæå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàí â ýêâèâà-
ëåíòíîé ôîðìå

x1 = x0 + hb1f(t0,x0) + h

s∑
j=2

bjf(t0 + hcj ,yj),

yi = x0 + h

i−1∑
j=1

aijf(t0 + hcj ,yj) (i = 2, . . . , s).

Êîýôôèöèåíòû aij , bi è ci îïðåäåëÿþòñÿ èç òàê íàçûâàåìûõ
óñëîâèé ïîðÿäêà. Ýòè óñëîâèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç ðàçëîæåíèÿ ïðè-
áëèæåííîãî ðåøåíèÿ (4.15) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì h è ñðàâíåíèÿ åãî ñ
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ðàçëîæåíèåì òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû îïðåäå-
ëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü â ðàçëîæåíèÿõ êàê ìîæíî
áîëüøå ïîïàðíî îäèíàêîâûõ ïåðâûõ ÷ëåíîâ. Ñòåïåíü ñòàðøåãî èç
ýòèõ ÷ëåíîâ p çàäàåò ïîðÿäîê ìåòîäà.

Íàïðèìåð, ðàçëîæåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ x1 äâóõýòàï-
íîé ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ è òî÷íîãî ðåøåíèÿ x(t1) ïî ìàëîìó
ïàðàìåòðó h äàþò ñîîòâåòñòâåííî

x1 = x0 + h(b1 + b2)f(t0,x0) + h2[b2c2f
′
t(t0,x0) +

+ b2a21f
′
x(t0,x0)f(t0,x0)] +O(h3),

x(t1) = x0 + hf(t0,x0) +
h2

2
[f ′t(t0,x0) + f ′x(t0,x0)f(t0,x0)] +O(h3).

Òîãäà, ñðàâíèâàÿ ÷ëåíû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ h, ïîëó÷àåì
óñëîâèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

b1 + b2 = 1, b2c2 = 1/2, b2a21 = 1/2. (4.16)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.16) äàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåé-
ñòâî ðåøåíèé, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

b1 = 1− α, b2 = α, a21 = c2 = 1/(2α),

ãäå α ̸= 0 � ñâîáîäíûé ïàðàìåòð. Â ÷àñòíîñòè, ïðè α = 1/2 èìååì
ìåòîä Õîéíà (ÿâíûé ìåòîä òðàïåöèé)

k1 = f(t0,x0),

k2 = f(t0 + h,x0 + hk1),

x1 = x0 + h(k1 + k2)/2,

èëè

x1 = x0 +
h

2
[f(t0,x0) + f(t0 + h,x0 + hf(t0,x0))]. (4.17)

Íåòðóäíî âûâåñòè óñëîâèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà. Îíè áóäóò∑
i

bi = 1, 2
∑
i

bici = 1, 3
∑
i

bic
2
i = 1, 6

∑
i,j

biaijcj = 1.



4.3. Ìåòîäû Ðóíãå�Êóòòû 133

Óñëîâèÿ äëÿ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ÷ðåçâû÷àéíî ãðîìîçäêè, è
ïîýòîìó ìû íå áóäåì èõ ðàñìàòðèâàòü.

Î÷åâèäíî, èìåííî óñëîâèÿ ïîðÿäêà çàäàþò ñâÿçü ìåæäó ïî-
ðÿäêîì ìåòîäà p è ÷èñëîì ýòàïîâ (÷èñëîì îáðàùåíèÿ ê ôóíêöèè
ïðàâûõ ÷àñòåé) s. Ê ñîæàëåíèþ, òîëüêî äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà
p = s. Äëÿ ìåòîäîâ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà p < s.

Êîýôôèöèåíòû ci îáû÷íî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

c2 = a21, c3 = a31 + a32, . . . , cs = as1 + . . .+ as,s−1,

èëè
ci =

∑
j
aij .

Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì ïðîèçâîäíîé è ìåòîäà Ðóíãå�
Êóòòû (4.15),

f(t0,x0) = x′(t0) = lim
h→0

x1 − x0

h
= f(t0,x0)

s∑
j=1

bj .

Ñëåäîâàòåëüíî, ∑
j
bj = 1.

Ìåòîä Ðóíãå�Êóòòû (4.15) èìååò ïîðÿäîê p, åñëè

∥x(t0 + h)− x1∥ = O(hp+1), (4.18)

ò.å. åñëè ðÿäû Òåéëîðà äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ x(t0 + h) è äëÿ ïðè-
áëèæåííîãî x1 ñîâïàäàþò äî ÷ëåíà hp âêëþ÷èòåëüíî.

Ñèìâîëè÷åñêè ìåòîäû Ðóíãå�Êóòòû (4.15) ïðèíÿòî ïðåäñòàâ-
ëÿòü â âèäå òàáëèöû Áóò÷åðà

0

c2 a21
c3 a31 a32
...

...
...

. . .

cs as1 as2 . . . as,s−1

b1 b2 . . . bs−1 bs
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ÿâíûé 4-ýòàïíûé êëàññè÷å-
ñêèé ìåòîä Ðóíãå�Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà:

k1 = f(t0,x0),

k2 = f(t0 + h/2,x0 + hk1/2),

k3 = f(t0 + h/2,x0 + hk2/2), (4.19)

k4 = f(t0 + h,x0 + hk3),

x1 = x0 +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4).

Êëàññè÷åñêèé ìåòîä èìååò òàáëè÷íûé âèä

0

1/2 1/2

1/2 0 1/2

1 0 0 1

1/6 2/6 2/6 1/6

4.3.2. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè è âûáîð øàãà

Ëîêàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ìåòîäà � ýòî ïîãðåøíîñòü íà îäíîì øàãå.
Ñîãëàñíî (4.18), ìåòîä ïîðÿäêà p íà ëþáîì n-îì øàãå äîëæåí
èìåòü ëîêàëüíóþ ïîãðåøíîñòü en âåëè÷èíû ∥en∥ = O(hp+1

n ). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C, ÷òî äëÿ ëþáûõ hn
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥en∥ ≤ Chp+1
n . (4.20)

Ãëîáàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííî-
ãî ðåøåíèÿ ïîñëå âûïîëíåíèÿ íåñêîëüêèõ øàãîâ.

Îöåíêà ãëîáàëüíîé ïîãðåøíîñòè. Îäíèì èç ñïîñîáîâ îöåíêè
ãëîáàëüíîé ïîãðåøíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå âñåõ îöåíîê äëÿ
ëîêàëüíûõ ïîãðåøíîñòåé, ïåðåíåñåííûõ íà êîíåö èíòåðâàëà èí-
òåãðèðîâàíèÿ (Hairer et al., 1993). Ïîãðåøíîñòü íà íåêîòîðîì n-ì
øàãå ïåðåíîñèòñÿ ïîñðåäñòâîì âûïîëíåíèÿ îñòàâøèõñÿ N −n øà-
ãîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèáî òî÷íûõ ðåøåíèé (ðèñ. 4.1, à), ëèáî
ïðèáëèæåííûõ (ðèñ. 4.1, á).
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e1

e2

e3 E3

E2

E1

x(t1)

x1

x(t2)

x2

x(t3)

x3

x0

t0 t1 t2 t3

a)
e1

e2

e3 E3

E2

E1

x(t1)

x1

x(t2)

x2

x(t3)

x3

x0

t0 t1 t2 t3

.

)

Ðèñ. 4.1. Ñïîñîáû ïåðåíåñåíèÿ ïîãðåøíîñòåé

Ïóñòü âî âòîðîì ñïîñîáå ïåðåíîñà ïîãðåøíîñòåé (ðèñ. 4.1, á)
íà íåêîòîðîì n-ì øàãå èìååì äâà ðåøåíèÿ xn è zn, êîòîðûå îòëè-
÷àþòñÿ íà ëîêàëüíóþ îøèáêó en, ò.å. zn = xn + en. Äëÿ zn ñõåìà
èíòåãðèðîâàíèÿ çàïèøåòñÿ êàê

l1 = f(tn, zn),

l2 = f(tn + hn+1c2, zn + hn+1a21l1),

. . .

zn+1 = zn + hn+1(b1l1 + . . .+ bsls).

Òîãäà äëÿ íîðì ðàçíîñòåé áóäóò ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

∥k1 − l1∥ ≤ L∥xn − zn∥,
∥k2 − l2∥ ≤ L(1 + |a21|hn+1L)∥xn − zn∥,
. . .

∥xn+1 − zn+1∥ ≤ ∥xn − zn∥+
+hn+1(|b1|∥k1 − l1∥+ . . .+ |bs|∥ks − ls∥), (4.21)
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ãäå L ≥ 0 � ïîñòîÿííàÿ Ëèïøèöà äëÿ f . Åñëè ââåñòè ïîñòîÿííóþ

Λ = L

∑
i

|bi|+ hL
∑
i,j

|biaij |+ h2L2
∑
i,j,k

|biaijajk|+ . . .

 ≥ 0,

ãäå h = maxn=1,...,N hn, ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî (4.21) ìîæíî ïåðå-
ïèñàòü êàê

∥xn+1 − zn+1∥ ≤ (1 + hn+1Λ)∥xn − zn∥ ≤ exp(hn+1Λ)∥xn − zn∥.

Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.20) îöåíêà äëÿ ïåðåíåñåííîé ïîãðåøíî-
ñòè íà n-îì øàãå áóäåò

∥En∥ ≤ exp((tN − tn)Λ)∥en∥ ≤ exp((tN − tn)Λ)Chphn,

à îöåíêà äëÿ ãëîáàëüíîé ïîãðåøíîñòè

∥E∥ ≤
N∑

n=1

∥En∥ ≤ Chp
N∑

n=1

exp((tN − tn)Λ)hn ≤

≤ Chp
∫ tN

t0

exp((tN − t)Λ)dt.

Íàêîíåö, ïîëó÷àåì

∥E∥ ≤ hpC
Λ
(exp((tN − t0)Λ)− 1) èëè ∥E∥ = O(hp). (4.22)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå ÿâíûå ìåòîäû Ðóíãå�Êóòòû ñõîäÿùè-
åñÿ, ò.å.

lim
h→0

xN = x(tN ).

Îöåíêó, ïîäîáíóþ (4.22), äëÿ ãëîáàëüíîé ïîãðåøíîñòè ìîæíî òàê-
æå ïîëó÷èòü è äëÿ íåÿâíûõ ìåòîäîâ Ðóíãå�Êóòòû, êîòîðûå ìû
ðàññìîòðèì ïîçæå. Ïîýòîìó è âñå íåÿâíûå ìåòîäû � ñõîäÿùèåñÿ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ îöåíêà ëîêàëüíîé ïîãðåøíîñòè. Ýêñòðàïîëÿ-

öèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ ïðàêòèêè îöåíêà ëîêàëüíîé ïî-
ãðåøíîñòè íåîáõîäèìà ñ öåëüþ âûáîðà îïòèìàëüíîãî øàãà èíòå-
ãðèðîâàíèÿ: ñ îäíîé ñòîðîíû, äîñòàòî÷íî ìàëîãî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
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òðåáóåìîé òî÷íîñòè, íî ñ äðóãîé � äîñòàòî÷íî áîëüøîãî âî èçáå-
æàíèå áåñïîëåçíîé âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû.

Ëîêàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü îáû÷íî îöåíèâàåòñÿ ïóòåì ñðàâíåíèÿ
äâóõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé: ëèáî îäíîãî ïîðÿäêà ïî ôîðìóëàì Ðóí-
ãå (ñì. íèæå) èëè Ìèëíà (ïîäðàçä. 4.5.8), ëèáî ðàçíûõ ïîðÿäêîâ,
êàê âî âëîæåííûõ (ïîäðàçä. 4.3.3) è ýêñòðàïîëÿöèîííûõ (ðàçä. 4.4)
ìåòîäàõ, à òàêæå â ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäàõ Àäàìñà�Ìóëüòîíà (ïîä-
ðàçä. 4.5.9). Ðàññìîòðèì ïîêà îäèí èç ñïîñîáîâ, êîòîðûé èñïîëü-
çîâàë åùå Ðóíãå äëÿ îöåíêè ëîêàëüíîé òî÷íîñòè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èñïîëüçóåì íåêîòîðûé ìåòîä Ðóíãå�
Êóòòû ïîðÿäêà p. Îáîçíà÷èì xn(h) n-îå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íà
ñåòêå ñ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé øàãà h. Ðàçîáüåì âðåìåííîé îòðå-
çîê [t0, t0+h] íà N ïîäîòðåçêîâ è âûïîëíèì ïîøàãîâîå èíòåãðèðî-
âàíèå ñ ïîñòîÿííûì øàãîì h/N . Â èòîãå ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå xN(h/N).

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî íåêîòîðûé n-é øàã âûïîëíÿåòñÿ ñ ëî-
êàëüíîé îøèáêîé en. Ïîñêîëüêó ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ èìååò ïî-
ðÿäîê p, òî ðàçëîæåíèå ëîêàëüíîé ïîãðåøíîñòè ïðåäñòàâèìî â
âèäå

en = C(tn−1)(h/N)p+1 +O(hp+2) = C(t0)(h/N)p+1 +O(hp+2),
(4.23)

ãäå C âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå (p+1)-ïîðÿäêà îò x, âû÷èñ-
ëåííûå íà ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t.

Îöåíèì ïåðåíåñåííóþ ïîãðåøíîñòü En íà êîíå÷íûé ìîìåíò
tN = t0 + h, èñïîëüçóÿ òî÷íûå ðåøåíèÿ, ò.å. ñïîñîáîì, ïðåäñòàâ-
ëåííûì íà ðèñ. 4.1, à. Ðàññìîòðèì íà ìîìåíò tn = t0 + hn/N äâà
ðåøåíèÿ x(tn) è z(tn) = x(tn) + en, îòëè÷àþùèåñÿ íà ëîêàëüíóþ
îøèáêó. Ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè ïåðâîãî ðåøå-
íèÿ äàåò

x(tN ) = x(tn) +

∞∑
i=1

f (i−1)(tn,x(tn))

i!
(tN − tn)i,
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òîãäà êàê â îêðåñòíîñòè âòîðîãî �

z(tN ) = z(tn) +

∞∑
i=1

f (i−1)(tn, z(tn))

i!
(tN − tn)i =

= z(tn) +

∞∑
i=1

f (i−1)(tn,x(tn))

i!
(tN − tn)i +O(hp+2). (4.24)

Çäåñü èñïîëüçîâàíû îöåíêè en = O(hp+1) è tN − tn = O(h). Ñëå-
äîâàòåëüíî,

En = z(tN )− x(tN ) = z(tn)− x(tn) +O(hp+2) = en +O(hp+2).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ãëîáàëüíîé ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ xN(h/N) áóäåì èìåòü

x(t0 + h)− xN(h/N) = E =

N∑
n=1

En =

N∑
n=1

en +O(hp+2) (4.25)

èëè, ó÷èòûâàÿ (4.23),

x(t0 + h)− xN(h/N) = NC(t0)(h/N)p+1 +O(hp+2). (4.26)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (4.26), ìîæíî ïðàêòè÷åñêè îöåíèòü ëî-
êàëüíóþ ïîãðåøíîñòü ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ñî-
ãëàñíî (4.26), ïîñëå âûïîëíåíèÿ îäíîãî øàãà âåëè÷èíû h ïîãðåø-
íîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ e1 ïðåäñòàâèìà â âèäå (N = 1)

e1 = x(t0 + h)− x1(h) = C(t0)h
p+1 +O(hp+2). (4.27)

×òîáû îöåíèòü íåèçâåñòíóþ âåêòîðíóþ âåëè÷èíó C(t0), óìåíü-
øèì âåëè÷èíó øàãà âäâîå è âûïîëíèì ïîâòîðíîå èíòåãðèðîâàíèå
ñ äâóìÿ øàãàìè (N = 2). Ñîãëàñíî (4.26), áóäåì èìåòü

x(t0 + h)− x2(h/2) = 2C(t0)(h/2)
p+1 +O(hp+2). (4.28)

Èç (4.27) è (4.28) ïîëó÷àåì êîíñòàíòó C(t0):

C(t0) =
1

hp+1

x2(h/2) − x1(h)

1− (1/2)p
+O(h);
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à çàòåì è ïîãðåøíîñòü e1:

e1 = x(t0 + h)− x1(h) =
x2(h/2) − x1(h)

1− (1/2)p
+O(hp+2). (4.29)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôîðìóëà (4.29) ïîçâîëÿåò ïî x2(h/2) è
x1(h) ïîëó÷èòü ýêñòðàïîëÿöèþ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

x̂1 = x1(h) +
x2(h/2) − x1(h)

1− (1/2)p
, (4.30)

ëó÷øå ïðåäñòàâëÿþùóþ òî÷íîå ðåøåíèå x(t0+h). Äåéñòâèòåëüíî,
ñîãëàñíî (4.29),

x(t0 + h)− x̂1 = O(hp+2),

ò.å. ðåøåíèå x̂1 (4.30) àïïðîêñèìèðóåò òî÷íîå ñ ïîðÿäêîì p + 1,
êîãäà x2(h/2) è x1(h) � ñ ïîðÿäêîì p.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (4.29) äàåò ïðîñòîé ñïîñîá îöåíêè
ïîãðåøíîñòè, òîãäà êàê (4.30) ïîçâîëÿåò äîïîëíèòåëüíî ïîâûñèòü
òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íà îäèí ïîðÿäîê.

Âûâåäåì òåïåðü îáùóþ ôîðìóëó ýêñòðàïîëÿöèè. Ðàññìîòðèì
äâà ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèÿ xN(h/N) è xM(h/M), àïïðîêñèìèðóþ-
ùèå òî÷íîå ðåøåíèå x(t0 + h). Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé
(4.26) ýêñòðàïîëèðîâàííîå ðåøåíèå ïîðÿäêà p+1 ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå

x̂1 = xN(h/N)+
xM(h/M) − xN(h/N)

1− (N/M)p
(ýêñòðàïîëÿöèÿ Ðè÷àðäñîíà).

(4.31)
Âûáîð øàãà. Âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïåðåìåííîãî øàãà

íåîáõîäèìà äëÿ îáåñïå÷åíèÿ çàäàííîé âåëè÷èíû ëîêàëüíîé ïî-
ãðåøíîñòè, ÷òî âåñüìà âàæíî ïðè ñëîæíîì ïîâåäåíèè ôóíêöèè f .
Êàê ïðàâèëî, ïðèáåãàþò ê ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó âûáîðà øàãà.

Ïóñòü ∥e∥tol = const � äîïóñòèìàÿ âåëè÷èíà ëîêàëüíîé ïî-
ãðåøíîñòè. Íàì íåîáõîäèìî ïîäîáðàòü òàêîé øàã èíòåãðèðîâà-
íèÿ h̄, êîòîðûé áû îáåñïå÷èâàë çàäàííóþ âåëè÷èíó ëîêàëüíîé
ïîãðåøíîñòè äëÿ íåêîòîðîãî ìåòîäà Ðóíãå�Êóòòû ïîðÿäêà p.
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Ñîãëàñíî ïðàâèëó Ðóíãå, âûïîëíÿåì èíòåãðèðîâàíèå íà øà-
ãå h è íà äâóõ øàãàõ h/2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äâà ðåøåíèÿ
x1(h) è x2(h/2), ïî êîòîðûì çàòåì âû÷èñëÿåì âåëè÷èíó ëîêàëüíîé
ïîãðåøíîñòè íà øàãå h, èñïîëüçóÿ ãëàâíûé ÷ëåí îöåíêè (4.29):

∥e∥cal =
∥x2(h/2) − x1(h)∥

1− (1/2)p
. (4.32)

Òîãäà íîâûé øàã h̄ îïðåäåëÿåì ïî ôîðìóëå

h̄ = h

(
∥e∥tol
∥e∥cal

) 1
p+1

. (4.33)

Îíà ôàêòè÷åñêè ïîëó÷àåòñÿ èç îöåíîê

∥e∥tol = ∥C∥h̄p+1 è ∥e∥cal = ∥C∥hp+1. (4.34)

Äàëåå îáû÷íî ïðèìåíÿþò ýêñòðàïîëÿöèþ (4.30), ñ òåì ÷òîáû äî-
ïîëíèòåëüíî ïîâûñèòü òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî åñëè ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ äîâîëüíî ãëàä-
êîå, òî îöåíêó (4.33) ìîæíî ïðèìåíÿòü íå äëÿ òåêóùåãî, à äëÿ
ñëåäóþùåãî øàãà, ò.å.

hn+1 = hn

(
∥e∥tol
∥e∥cal

) 1
p+1

. (4.35)

Ôîðìóëà (4.35) âïîëíå ïðèåìëåìà, åñëè êîìïîíåíòû âåêòîðà x
èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü è âñå îíè äîëæíû èíòåãðèðîâàòü-
ñÿ ñ îäèíàêîâîé äîïóñòèìîé òî÷íîñòüþ ∥e∥tol. Îäíàêî, åñëè êîì-
ïîíåíòû ðàçíîé ðàçìåðíîñòè, âåëè÷èíà ∥e∥tol ìîæåò áûòü äîïó-
ñòèìîé òîëüêî äëÿ îäíîé ãðóïïû êîìïîíåíò, òîãäà êàê äëÿ äðóãîé
íåò. Â ýòîì ñëó÷àå æåëàòåëüíî äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû xi ó÷è-
òûâàòü ñâîþ ñîáñòâåííóþ çàäàâàåìóþ òî÷íîñòü (ei)tol, è øàã âû-
áèðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îöåíèâàåìàÿ òî÷íîñòü íè äëÿ îäíîé
èç êîìïîíåíò íå ïðåâûøàëà çàäàâàåìóþ. Òàêàÿ ñòðàòåãèÿ âûáîðà
øàãà âîçìîæíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùåé ôîðìóëû

hn+1 = hn min
i=1,...,m

∣∣∣∣ (ei)tol(ei)cal

∣∣∣∣ 1
p+1

. (4.36)
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Îäíàêî, íà íàø âçãëÿä, íàèáîëåå åñòåñòâåííûì áûëî áû îáðàòèòü-
ñÿ ê îáîáùåííîé ôîðìóëå (4.35)

hn+1 = hn

(
m∑
i=1

(ei)
2
cal

(ei)2tol

)− 1
2(p+1)

. (4.37)

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë (4.37) ñîñòîèò â òîì, ÷òî øàã èíòåãðè-
ðîâàíèÿ âûáèðàåòñÿ òàêîé âåëè÷èíû, ÷òîáû òî÷êà â m-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå e ñ êîîðäèíàòàìè (e1)cal, . . . , (em)cal ëåæàëà íà ãè-
ïåðýëëèïñîèäå ñ ïîëóîñÿìè (e1)tol, . . . , (em)tol. Ñëåäîâàòåëüíî, íè
îäíà èç îöåíîê òî÷íîñòè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòû âåê-
òîðà x íå áóäåò ïðåâûøàòü ñâîþ äîïóñòèìóþ âåëè÷èíó. Ôîðìóëà
(4.35), ìåæäó òåì, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (4.37), êîãäà âñå ïî-
ëóîñè ðàâíû ∥e∥tol. Â îòëè÷èå æå îò (4.37), ôîðìóëà (4.36) óäåð-
æèâàåò òî÷êó ïðîñòðàíñòâà e íà ïðÿìîóãîëüíîì ãèïåðïàðàëëåëå-
ïèïåäå îáúåìà 2(e1)tol × . . .× 2(em)tol.

Âî èçáåæàíèå çíà÷èòåëüíîãî èçìåíåíèÿ îöåíî÷íîé âåëè÷èíû
∥e∥cal íà âûáîð øàãà íàêëàäûâàþòñÿ ïðåâåíòèâíûå îãðàíè÷åíèÿ.
Äîïóñòèì, r � îòíîøåíèå âåëè÷èí ñëåäóþùåãî è òåêóøåãî øàãîâ,
ò.å. hn+1 = hnr. Òîãäà, íàïðèìåð, ÷òîáû îãðàíè÷èòü èçìåíåíèå
∥e∥cal â ïðåäåëàõ îäíîãî ïîðÿäêà, çíà÷åíèå r â ñîîòâåòñòâèè ñ
(4.34) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâàì

1

σ
< rp+1 < σ, ãäå σ =

√
10. (4.38)

Âïðî÷åì, íà ïðàêòèêå ñîáëþäàòü óñëîâèå (4.38) öåëåñîîáðàçíî
òîëüêî â íà÷àëå èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðè ïîäáîðå ïåðâîãî øàãà h1.
Äàëåå ìîæíî ó÷èòûâàòü òîëüêî âåðõíèé ïðåäåë: åñëè rp+1 > σ,
ïðèíèìàåòñÿ r = σ1/(p+1). Êñòàòè, òàêîé àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â
èíòåãðàòîðå Ãàóññà�Ýâåðõàðòà (Àâäþøåâ, 2010b), êîòîðûé áóäåò
ðàññìîòðåí â ïîäðàçä. 4.3.7.

Ðàçóìååòñÿ, ïðåäñòàâëåííûå ôîðìóëû (4.35)�(4.38) äëÿ âûáî-
ðà øàãà ïðèìåíèìû òàêæå è â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ëîêàëüíàÿ òî÷-
íîñòü ∥e∥cal îöåíèâàåòñÿ äðóãèìè ñïîñîáàìè, íå òîëüêî ïî ïðàâè-
ëó Ðóíãå (4.32).
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4.3.3. Âëîæåííûå ìåòîäû Ðóíãå�Êóòòû

Âëîæåííûå ìåòîäû Ðóíãå�Êóòòû ïîìèìî îñíîâíîãî ðåøåíèÿ x1

ïîðÿäêà p ñîäåðæàò òàêæå åùå îäíî âñïîìîãàòåëüíîå (âëîæåííîå)
ðåøåíèå x̂1 èíîãî ïîðÿäêà q. Åñëè q > p, ïî ðàçíîñòè ïðèáëè-
æåííûõ ðåøåíèé îöåíèâàåòñÿ ëîêàëüíàÿ îøèáêà ∥e∥cal îñíîâíîãî
ðåøåíèÿ; èíà÷å (q < p) � âñïîìîãàòåëüíîãî. Äåéñòâèòåëüíî, äî-
ïóñòèì q > p, òîãäà

x1 = x(t1) +Chp+1 +O(hp+2), x̂1 = x(t1) +O(hq+1).

Îòñþäà

x1 − x̂1 = Chp+1 +O(hp+2) = x1 − x(t1) +O(hp+2).

Òàêèì îáðàçîì, ðàçíîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ïðåäñòàâëÿåò
ëîêàëüíóþ îøèáêó îñíîâíîãî ðåøåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ ïî-
ðÿäêà hp+2, ò.å. äîñòàòî÷íî õîðîøî, ïîñêîëüêó ñàìà îøèáêà �
âåëè÷èíà ïîðÿäêà hp+1.

Êàê ïðàâèëî, q = p + 1 ëèáî q = p − 1. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî
ïðè q < p îöåíèâàåòñÿ è îáåñïå÷èâàåòñÿ òî÷íîñòü íå îñíîâíîãî
ðåøåíèÿ, à âñïîìîãàòåëüíîãî, äëÿ âûáîðà øàãà îöåíêà ∥e∥cal ìî-
æåò áûòü âïîëíå ïðèåìëåìà: ïî êðàéíåé ìåðå, ðåàëüíàÿ òî÷íîñòü
îñíîâíîãî ðåøåíèÿ áóäåò íå õóæå çàäàâàåìîé ∥e∥tol.

Èòàê, åñëè ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ

x1 = x0 + h(b1k1 + . . .+ bsks) è x̂1 = x0 + h(b̂1k1 + . . .+ b̂sks)

ïîëó÷åíû, òî ëîêàëüíàÿ îøèáêà (îñíîâíîãî ðåøåíèÿ ëèáî âñïî-
ìîãàòåëüíîãî) îöåíèâàåòñÿ êàê

∥e∥cal = ∥x1 − x̂1∥ = h∥(b1 − b̂1)k1 + . . .+ (bs − b̂s)ks∥.

Âëîæåííûå ìåòîäû íàçûâàþò ïî ôàìèëèè àâòîðà ñ óêàçàíèåì
ïîðÿäêîâ îñíîâíîãî è âñïîìîãàòåëüíîãî ðåøåíèé p (q). Íà ïðàêòè-
êå øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ âëîæåííûå ìåòîäû Ìåðñîíà, Èíãëýíäà,
Ôåëüäáåðãà, à òàêæå Äîðìàíà�Ïðèíñà (Hairer et al., 1993).
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Âëîæåííûå ìåòîäû Ðóíãå�Êóòòû èìåþò òàáëè÷íûé âèä

0

c2 a21
c3 a31 a32
...

...
...

. . .

cs as1 as2 . . . as,s−1

x1 b1 b2 . . . bs−1 bs

x̂1 b̂1 b̂2 . . . b̂s−1 b̂s

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ñõåìó Ìåðñîíà 4 (5)23:

0

1/3 1/3

1/3 1/6 1/6

1/2 1/8 0 3/8

1 1/2 0 −3/2 2

x1 1/2 0 −3/2 2 0

x̂1 1/6 0 0 2/3 1/6

Èíòåðåñíî, ÷òî êëàññè÷åñêèé ìåòîä Ðóíãå�Êóòòû (4.19) ìîæ-
íî òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê âëîæåííûé, åñëè ïåðåïèñàòü åãî òàá-
ëèöó â âèäå

0

1/2 1/2

1/2 0 1/2

1 0 0 1

x1 1/6 2/6 2/6 1/6

x̂1 0 0 1 0

Ôîðìàëüíî ïîëó÷àåì ìåòîä Ðóíãå�Êóòòû 4 (2) (Õîëë, Óàòò, 1979).

23Âïðî÷åì, ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â ìåòîäå Ìåðñîíà âñïîìîãàòåëüíîå ðå-
øåíèå èìååò ïÿòûé ïîðÿäîê òîëüêî äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè (Hairer et al., 1993).
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4.3.4. Íåÿâíûå ìåòîäû Ðóíãå�Êóòòû

Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî íåÿâíûå ìåòîäû Ðóíãå�Êóòòû ðåàëèçóþòñÿ
ñëîæíåå, íåæåëè ÿâíûå, íà ïðàêòèêå ê íèì ïðèáåãàþò ãîðàçäî
÷àùå. Î÷åâèäíàÿ ïðè÷èíà òîìó � ýòî ïðåæäå âñåãî ïðàêòè÷åñêàÿ
âîçìîæíîñòü êîíñòðóèðîâàòü ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ óëüòðàâûñî-
êèõ ïîðÿäêîâ (p > 10), ÷åãî íå ìîãóò ïîçâîëèòü ÿâíûå ìåòîäû.

Ìåòîä

k1 = f(t0 + hc1,x0 + h(a11k1 + . . .+ a1sks)),

. . . (4.39)

ks = f(t0 + hcs,x0 + h(as1k1 + . . .+ assks)),

x1 = x0 + h(b1k1 + . . .+ bsks),

èëè

x1 = x0+h

s∑
j=1

bjkj , ki = f(t0+hci,x0+h

s∑
j=1

aijkj) (i = 1, . . . , s),

íàçûâàåòñÿ s-ýòàïíûì (s-ñòàäèéíûì) íåÿâíûì ìåòîäîì Ðóíãå�
Êóòòû äëÿ çàäà÷è (4.4). Êàê è â ÿâíîì ñëó÷àå, åãî ìîæíî ïå-
ðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

x1 = x0 + h
s∑

j=1

bjf(t0 + hcj ,yj),

yi = x0 + h
s∑

j=1

aijf(t0 + hcj ,yj) (i = 1, . . . , s).

Ïðîñòûå è õîðîøî èçâåñòíûå ïðèìåðû íåÿâíûõ ìåòîäîâ Ðóíãå�
Êóòòû � ýòî íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà (ïåðâîãî ïîðÿäêà)

x1 = x0 + hf(t1,x1), (4.40)

ìåòîäû òðàïåöèé è ñðåäíåé òî÷êè (âòîðîãî ïîðÿäêà):

x1 = x0 +
h

2
[f(t0,x0) + f(t1,x1)], (4.41)
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x1 = x0 + hf

(
t0 +

h

2
,
x0 + x1

2

)
. (4.42)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.39) íåÿâíûå ìåòîäû áóäóò èìåòü òàáëè÷-
íûé âèä

c1 a11 a12 . . . a1s
c2 a21 a22 . . . a2s
...

...
...

. . .
...

cs as1 as2 . . . ass

b1 b2 . . . bs

Ãëàâíûì íåäîñòàòêîì íåÿâíûõ ìåòîäîâ Ðóíãå�Êóòòû ÿâëÿåò-
ñÿ òî, ÷òî âåëè÷èíû ki çàäàþòñÿ â (4.39) íåÿâíûì îáðàçîì, è ïî-
ýòîìó èõ íóæíî íàõîäèòü èòåðàöèîííûì ñïîñîáîì. Äëÿ ýòîãî, êàê
ïðàâèëî, èñïîëüçóþò ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé:

kl+1
1 = f(t0 + hc1,x0 + h(a11k

l
1 + . . .+ a1sk

l
s)),

. . . (4.43)

kl+1
s = f(t0 + hcs,x0 + h(as1k

l
1 + . . .+ assk

l
s)).

Ââåäåì ìàòðèöóK = (k1, . . . ,ks) è íîðìó ∥K∥ = maxi ∥ki∥. Òî-
ãäà (4.43) ìîæíî çàïèñàòü â âèäåKl+1 = F(Kl), ãäå F = (f1, . . . , fs),
à fi(K) = f(t0 + hci,x0 + h(ai1k1 + . . . + aisks)) (i = 1, . . . , s). Èç
óñëîâèÿ Ëèïøèöà (4.5) äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ K1 è K2 áóäåò
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥F(K1)− F(K2)∥ ≤ hLmax
i

∑
j
|aij |∥K1 −K2∥. (4.44)

Äëÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé îòîáðàæåíèå F äîëæíî
áûòü ñæèìàþùèì, ÷òî, ñîãëàñíî (4.44), îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì
ïðè óñëîâèè, êîãäà

h <
1

Lmaxi
∑

j |aij |
. (4.45)

Î÷åâèäíî, äëÿ íàõîæäåíèÿ ki íåîáõîäèìî, ïî ìåíüøåé ìåðå,
äâå èòåðàöèè. Îòñþäà âñå íåÿâíûå s-ýòàïíûå ìåòîäû òðåáóþò âû-
÷èñëåíèé ôóíêöèé f íà øàãå íå ìåíüøå ÷åì 2s. (Â äàííîì ñëó÷àå
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÷èñëî s è ÷èñëî âû÷èñëåíèé ôóíêöèé f íå îäíî è òî æå, êàê â ÿâ-
íûõ ìåòîäàõ.) Òàêèì îáðàçîì, íåÿâíûå ìåòîäû äîëæíû ðàáîòàòü
ìåäëåííåå, íåæåëè ÿâíûå ñ òåì æå ÷èñëîì ýòàïîâ s.

Íåñìîòðÿ íà ýòî, ïðèâëåêàòåëüíîñòü íåÿâíûõ ìåòîäîâ ñîñòîèò
â òîì, ÷òî ïðè âñåõ s ñóùåñòâóþò òàêèå ìåòîäû, êîòîðûå èìåþò
ïîðÿäîê p = 2s. Æ. Êóíöìàí (Kuntzmann, 1961) è Äæ. Áóò÷åð
(Butcher, 1964) ïîêàçàëè, ÷òî òàêîé ïîðÿäîê p äîñòèãàåòñÿ ïóòåì
ñïåöèàëüíîãî âûáîðà êîýôôèöèåíòîâ ci.

Ðàññìîòðèì äâà ìåòîäà 8-ãî ïîðÿäêà: ÿâíûé Äîðìàíà�Ïðèíñà
(s = 13) è íåÿâíûé Êóíöìàíà�Áóò÷åðà (s = 4) (Hairer et al., 1993).
Íà ïðàêòèêå íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ k0

i â íåÿâíûõ ìåòîäàõ ïî-
ëó÷àþò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí íà ïðåäûäóùåì øàãå. Òî-
ãäà ïðè õîðîøåì âûáîðå íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ñõîäèìî-
ñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ âñåãî 2�3 èòå-
ðàöèè. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìåòîä Êóíöìàíà�Áóò÷åðà
áóäåò âû÷èñëÿòü ôóíêöèþ f 8�12 ðàç íà øàãå, òîãäà êàê ìåòîä
Äîðìàíà�Ïðèíñà � 13. Ñëåäîâàòåëüíî, áëàãîäàðÿ ñâîåìó çàìå÷à-
òåëüíîìó ñâîéñòâó, íåÿâíûé ìåòîä áóäåò ðàáîòàòü áûñòðåå. Êðîìå
òîãî, íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ñ ïîâûøåíèåì ïîðÿäêà p ðàçíîñòü
s − p äëÿ ÿâíûõ ìåòîäîâ óâåëè÷èâàåòñÿ, ïîýòîìó óêàçàííîå ïðå-
èìóùåñòâî íåÿâíûõ ìåòîäîâ áóäåò òîëüêî âîçðàñòàòü.

4.3.5. Êîëëîêàöèîííûå ìåòîäû

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîãèå íåÿâíûå ìåòîäû Ðóíãå�Êóòòû íåêîòî-
ðûì îáðàçîì ýêâèâàëåíòíû òàê íàçûâàåìûì êîëëîêàöèîííûì ìå-
òîäàì (Hairer et al., 1993). Îñíîâíàÿ èäåÿ êîëëîêàöèîííûõ ìåòî-
äîâ äëÿ ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ x ïî-
äîáðàòü òàêîé ïîëèíîì g ñòåïåíè s, êîòîðûé áû óäîâëåòâîðÿë
óñëîâèÿì çàäà÷è Êîøè (4.4) â s+ 1 òî÷êàõ:

g(t0) = x0, g′(t0 + hci) = f(t0 + hci,g(t0 + hci)) (i = 1, . . . , s),
(4.46)

ãäå ci � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, âûáèðàåìûå íà îòðåçêå [0, 1]. Â ñî-
îòâåòñòâèè ñ (4.46) ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íà øàãå h
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ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå x1 = g(t0 + h). Íàïðèìåð, äëÿ s = 1 ïîëè-
íîì äîëæåí èìåòü âèä g(t) = x0 + (t− t0)k ñ ëèíåéíûì êîýôôè-
öèåíòîì

k = g′(t0 + c1h) = f(t0 + c1h,g(t0 + c1h)) = f(t0 + c1h,x0 + c1hk).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ÿâíûé è íåÿâíûé ìåòîäû Ýéëåðà, à òàêæå
ìåòîä ñðåäíåé òî÷êè ÿâëÿþòñÿ êîëëîêàöèîííûìè ñ êîýôôèöèåí-
òàìè c1 = 0, c1 = 1 è c1 = 1/2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

ki = f(t0 + hci,g(t0 + hci)). (4.47)

Òîãäà èíòåðïîëèðóþùàÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ g′(t) áóäåò

g′(t0 + hτ) =

s∑
j=1

kjlj(τ), ãäå lj(τ) =
∏s

m=1
m̸=j

τ − cm
cj − cm

, (4.48)

à τ = (t − t0)/h. Îòñþäà, èíòåãðèðóÿ (4.48) ïî τ è ïîëüçóÿñü çà-
ïèñüþ (4.47), áóäåì èìåòü24

x1 = x0 + h
s∑

j=1

kj

∫ 1

0
lj(τ)dτ = g(t0 + h), ki = f(t0 + hci,yi),

yi = x0 + h
s∑

j=1

kj

∫ ci

0
lj(τ)dτ = g(t0 + hci) (i = 1, . . . , s). (4.49)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôîðìóëû (4.49) ñîâïàäàþò ñ ôîðìóëàìè
íåÿâíîãî ìåòîäà Ðóíãå�Êóòòû (4.39), ãäå â êà÷åñòâå êîýôôèöèåí-
òîâ aij è bi âûñòóïàþò

aij =

∫ ci

0
lj(τ)dτ, bj =

∫ 1

0
lj(τ)dτ (i, j = 1, . . . , s). (4.50)

24Çäåñü ìîæíî îáíàðóæèòü ñõîäñòâî êîëëîêàöèîííûõ ìåòîäîâ è êâàäðàòóð-
íûõ ôîðìóë Íüþòîíà�Êîòåñà, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííûõ
èíòåãðàëîâ.
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Ìåòîäû Ðóíãå�Êóòòû ñ êîýôôèöèåíòàìè (4.50) íàçûâàþòñÿ êîë-
ëîêàöèîííûìè.

Äàëåå, ïîñêîëüêó

τ q−1 =
s∑

j=1

cq−1
j lj(τ) (q = 1, . . . , s)

(ò.å. èíòåðïîëÿöèÿ Ëàãðàíæà òî÷íà äëÿ âñåõ ïîëèíîìîâ íèæå s-ãî
ïîðÿäêà), òî êîýôôèöèåíòû (4.50) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñèñòå-
ìàì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

s∑
j=1

aijc
q−1
j =

cqi
q
,

s∑
j=1

bjc
q−1
j =

1

q
(i, q = 1, . . . , s). (4.51)

Îòìåòèì, ÷òî êîëëîêàöèîííûå ôîðìóëû î÷åíü óäîáíû äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé k ñëåäóþùåãî øàãà. Îáî-
çíà÷àÿ èõ êàê k̄, à âåëè÷èíó ñëåäóþùåãî øàãà h̄, ñîãëàñíî ôîðìó-
ëàì (4.48), ïîëó÷àåì ýêñòðàïîëèðîâàííóþ îöåíêó

k̄i =

s∑
j=1

kjlj(1 + cih̄/h) (i = 1, . . . , s).

Ïîêàæåì, ÷òî êîëëîêàöèîííûé ìåòîä èìååò, ïî êðàéíåé ìå-
ðå, ïîðÿäîê p = s (Hairer et al., 1993). Ñîãëàñíî (4.47) è (4.48),
êîëëîêàöèîííûé ìíîãî÷ëåí óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

g′(t0 + hτ) =

s∑
i=1

f(t0 + hci,g(t0 + hci))li(τ),

òîãäà êàê òî÷íîå ðåøåíèå �

x′(t0 + hτ) =

s∑
i=1

f(t0 + hci,x(t0 + hci))li(τ) + r(τ), (4.52)

ãäå r(τ) � îøèáêà èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû Ëàãðàíæà, êîòî-
ðàÿ, êàê èçâåñòíî, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

r(τ) = hs
x(s+1)(t0 + hζ)

s!

s∏
i=1

(τ − ci) = O(hs), ζ = ζ(τ) ∈ [0, 1].
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Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ è âû÷èòàÿ èõ ðåøåíèÿ, áóäåì èìåòü

x(t0 + hτ)− g(t0 + hτ) = h

s∑
i=1

[f(t0 + hci,x(t0 + hci))−

− f(t0 + hci,g(t0 + hci))]

∫ τ

0
li(ξ)dξ +O(hs+1). (4.53)

Ââåäåì âåëè÷èíó

B = max
τ∈[0,1]

s∑
i=1

∣∣∣∣∫ τ

0
li(ξ)dξ

∣∣∣∣ .
Òîãäà, èñïîëüçóÿ óñëîâèå Ëèïøèöà (4.5), äëÿ âåëè÷èíû

M = max
τ∈[0,1]

∥x(t0 + hτ)− g(t0 + hτ)∥

ïîëó÷àåì îöåíêó

M ≤ hLBM +O(hs+1) èëè M ≤ O(hs+1).

Îíà ôàêòè÷åñêè ãîâîðèò î òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî τ ∈ [0, 1]

x(t0 + hτ)− g(t0 + hτ) = O(hs+1) (4.54)

è, â ÷àñòíîñòè, x(t0 + h)− x1 = O(hs+1).
Èòàê, ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå c1, . . . , cs äàåò êîëëîêàöèîííûé

ìåòîä ïîðÿäêà p = s. Îñòàâøèåñÿ êîýôôèöèåíòû ìåòîäà ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
(4.51) îòíîñèòåëüíî aij è bj . Îäíàêî ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
èõ óäîáíåå âû÷èñëÿòü èç èíòåãðàëîâ (4.50), èñïîëüçóÿ ïðîñòûå
ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû (Õîëë, Óàòò, 1979).

Äëÿ êàæäîãî êîýôôèöèåíòà aij èìååì

γ0l = cli/l! (l = 1, . . . , s+ 1),

γkl = ((ci − ck)γk−1,l − lγk−1,l+1)/(cj − ck) (4.55)

(k = 1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , s; l = 1, . . . , s− k + 1),

ïðè÷åì γj,l = γj−1,l (l = 1, . . . , s − j + 1). Òîãäà aij = γs1. Äëÿ bj
èñïîëüçóþòñÿ òå æå ôîðìóëû (4.55), íî ñ çàìåíîé ci íà åäèíèöó.
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4.3.6. Ìåòîäû Ãàóññà

Êàê áûëî ïîêàçàíî, â îáùåì ñëó÷àå ìåòîä (4.49) èìååò ïîðÿäîê
p = s. Îäíàêî åñëè êîýôôèöèåíòû bj è cj óäîâëåòâîðÿþò ïåðâûì
2s óðàâíåíèÿì âî âòîðîé ñèñòåìå (4.51) (q = 1, . . . , 2s) (ò.å. åñ-
ëè îíè ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåñàìè è óçëàìè êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëû Ãàóññà), òî êîëëîêàöèîííûé ìåòîä áóäåò èìåòü ïîðÿäîê
p = 2s (Butcher, 1964). Ïîêàæåì ýòî (Hairer et al., 2002).

Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî êîëëîêàöèîííûé ìíîãî÷ëåí g ïðèáëèæåí-
íî ïðåäñòàâëÿåò òî÷íîå ðåøåíèå x, îí ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì
íåêîòîðîãî âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ

g′ = f(t,g) + p(t).

Ñîãëàñíî (4.54), ïîñëå ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ âîç-
ìóùåíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

g′ − x′ =
∂f

∂x

∣∣∣∣
x=x(t)

(g − x) + p(t) +O(h2s+2).

Ðàññìàòðèâàÿ åå êàê ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,
ïðèìåíèì äëÿ åå ðåøåíèÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòî-
ÿííûõ:

x1−x(t0+h) = h

∫ 1

0
Φ(t0+h)Φ

−1(t0+hτ)(p(t0+hτ)+O(h2s+2))dτ,

ãäå Φ(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû îäíîðîäíûõ ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà Ãàóññà äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ èíòåãðàëà îò ôóíêöèè Φ(t0 + h)Φ−1(t0 + hτ)p(t0 + hτ) äàåò
íóëåâîé ðåçóëüòàò, ïîñêîëüêó â òî÷êàõ êîëëîêàöèè t0 + hci âîç-
ìóùåíèÿ p(t) ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê îøèáêó êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû, êîòîðàÿ â äàí-
íîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåëè÷èíó O(h2s). Òàêèì îáðàçîì,
x(t0 + h)− x1 = O(h2s+1).

Èçâåñòíî, ÷òî óçëîâûå çíà÷åíèÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóñ-
ñà íà îòðåçêå [0, 1] ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ñìåùåííîãî ïîëèíîìà Ëå-
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æàíäðà, èíà÷å ãîâîðÿ, îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

ds

dτ s
[τ s(τ − 1)s] = 0. (4.56)

Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîëëîêàöèîííîãî ìåòîäà ïîðÿäêà p = 2s
íà ïðàêòèêå óäîáíî ñíà÷àëà âû÷èñëÿòü ci èç óðàâíåíèÿ (4.56), à
çàòåì � aij è bi èç ôîðìóë (4.55).

Ðàçáèåíèå øàãà óçëîâûìè çíà÷åíèÿìè ci, óäîâëåòâîðÿþùèìè
óðàâíåíèþ (4.56), íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì Ãàóññà�Ëåæàíäðà. Åñëè
çàôèêñèðîâàòü íà÷àëüíîå óçëîâîå çíà÷åíèå (c1 = 0), ëèáî êîíå÷-
íîå (cs = 1), ëèáî è òî è äðóãîå (c1 = 0 è cs = 1), òî ïîëó÷èì äðó-
ãèå èçâåñòíûå ðàçáèåíèÿ Ãàóññà: ëåâîå è ïðàâîå ðàçáèåíèÿ Ðàäî
è ðàçáèåíèå Ëîáàòòî, óçëîâûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî
óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

ds−1

dτ s−1
[τ s(τ − 1)s−1] = 0,

ds−1

dτ s−1
[τ s−1(τ − 1)s] = 0,

ds−2

dτ s−2
[τ s−1(τ − 1)s−1] = 0.

Îäíàêî ëþáîé êîëëîêàöèîííûé ìåòîä, ïîñòðîåííûé íà îäíîì èç
ýòèõ ðàçáèåíèé, áóäåò èìåòü ïîðÿäîê íèæå 2s: óçëîâûå çíà÷åíèÿ
Ðàäî äàþò ìåòîä ïîðÿäêà p = 2s − 1, à óçëîâûå çíà÷åíèÿ Ëîáàò-
òî � p = 2s − 2. Ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ðàññìîòðåííûõ ðàçáèå-
íèÿõ, íàçûâàþò åùå ìåòîäàìè Ãàóññà.

Ïîëó÷èì ìåòîä Êóíöìàíà�Áóò÷åðà 4-ãî ïîðÿäêà (s = 2). Óðàâ-
íåíèå óçëîâ (4.56) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

6τ2 − 6τ + 1 = 0, îòñþäà c1,2 =
1

2

(
1∓ 1√

3

)
.

Çàòåì, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (4.50) ñ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè l1 =
= (τ−c2)/(c1−c2) è l2 = (τ−c1)/(c2−c1), íàõîäèì êîýôôèöèåíòû

a11 = a22 =
1

4
, a12,21 =

1

4

(
1∓ 2√

3

)
, b1 = b2 =

1

2
.

Äàëåå ðàññìîòðèì ïðàêòè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ êîëëîêàöèîííûõ
ìåòîäîâ íà ïðèìåðå èíòåãðàòîðà Ýâåðõàðòà, êîòîðûé øèðîêî ïðè-
ìåíÿåòñÿ â íåáåñíîé ìåõàíèêå.



152 4. Ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ

4.3.7. Èíòåãðàòîð Ýâåðõàðòà

Â 1973 ã. Ý. Ýâåðõàðò ïðåäëîæèë èíòåãðàòîð (Everhart, 1973), ðàç-
ðàáîòàííûé èì ñïåöèàëüíî äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ îðáèò,
è ïðîäåìîíñòðèðîâàë åãî âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü â çàäà÷àõ êî-
ìåòíîé äèíàìèêè. Ïî-âèäèìîìó, îáíàðóæèâ â äàëüíåéøåì ïðè-
íàäëåæíîñòü ñâîåãî èíòåãðàòîðà ê ñåìåéñòâó èíòåãðàòîðîâ òèïà
Áóò÷åðà, Ýâåðõàðò àêöåíòèðîâàë âíèìàíèå íà îðèãèíàëüíî ðåà-
ëèçîâàííîì èì àëãîðèòìå èíòåãðèðîâàíèÿ è îáîáùèë åãî äëÿ ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ ëþáûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ (Everhart, 1974; Everhart, 1985).
Òåì ñàìûì åìó óäàëîñü ðàñøèðèòü îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ñâîåãî èí-
òåãðàòîðà, êîòîðûé òåì íå ìåíåå îñòàåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ïîïó-
ëÿðíûõ èìåííî â ðåøåíèè çàäà÷ íåáåñíîé ìåõàíèêè.

Îñíîâíûå ôîðìóëû. Ïðåäïîëîæèì, íà øàãå h ìû ðåøàåì çà-
äà÷ó Êîøè (4.4):

x′ = f(t,x), x0 = x(t0).

Ïðåäñòàâèì ïðèáëèæåííî ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé f â âèäå èí-
òåðïîëÿöèîííîãî êàíîíè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè s−1 íà ñåòêå
c1, . . . , cs:

x′ = x′
τ/h = f ≈ g′(t0 + hτ) =

s∑
j=1

ajτ
j−1, (4.57)

ãäå êîýôôèöèåíòû a ïîêà íå îïðåäåëåíû. Èíòåãðèðóÿ (4.57) ïî τ ,
ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

x(t0 + hτ) ≈ g(t0 + hτ) = x0 + h

s∑
j=1

aj
j
τ j . (4.58)

Ïåðåïèøåì êàíîíè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (4.57) â âèäå èíòåðïîëÿöè-
îííîãî ìíîãî÷ëåíà Íüþòîíà:

f ≈ g′(t0 + hτ) = α1 +

s∑
j=2

αj

j−1∏
m=1

(τ − cm). (4.59)
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Ðàâåíñòâî ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ è ìíîãî÷ëåíà â (4.59) èìååò
ìåñòî â òî÷êàõ êîëëîêàöèè, ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèé

k1 = f(t0 + hc1,g(t0 + hc1)) = f(t0 + hc1,y1) = α1,

ki = f(t0 + hci,g(t0 + hci)) = f(t0 + hci,yi) =

= α1 +
i∑

j=2

αj

j−1∏
m=1

(ci − cm) (i = 2, . . . , s) (4.60)

ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè α:

α1 = k1

α2 = (k2 −α1)/(c2 − c1),
α3 = ((k3 −α1)/(c3 − c1)−α2)/(c3 − c2),
. . .

(4.61)

Â ñâîþ î÷åðåäü, ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ (4.57) è
(4.59) ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ τ , áóäåì èìåòü

a1 = α1 + (−c1)α2 + (c1c2)α3 + . . .+ (−1)s−1(c1 . . . cs−1)αs,

a2 = α2 + (−c1 − c2)α3 + . . . ,

. . .

as = αs.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ, à òàêæå îáðàòíûé ïåðåõîä îò a ê α ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê

aj =

s∑
i=j

cijαi, αj =

s∑
i=j

dijai (j = 1, . . . , s). (4.62)

Êîýôôèöèåíòû cij è dij ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè Ñòèðëèíãà, êîòîðûå
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

cii = dii = 1, ci0 = di0 = 0 (i > 0),

cij = ci−1,j−1 − ci−1ci−1,j , dij = di−1,j−1 − cjdi−1,j (i > j > 0).

(4.63)
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Èíòåãðèðîâàíèå íà øàãå. Âåëè÷èíû α (4.61) îïðåäåëÿþòñÿ ïî
k (4.60), êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðèáëèæåííûì
ðåøåíèÿì â òî÷êàõ êîëëîêàöèè y. Ñîãëàñíî (4.58), ýòè ðåøåíèÿ
áóäåì çàäàâàòü êàê

yi = g(t0 + hci) = x0 + h
s∑

j=1

aj
j
cji (i = 1, . . . , s). (4.64)

Ôîðìóëû (4.64) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåÿâíûå óðàâíåíèÿ îòíîñè-
òåëüíî y: y = y(a(α(k(y)))), ïîýòîìó îíè ðåøàþòñÿ èòåðàöèîí-
íûì ñïîñîáîì. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé â
ìîäèôèêàöèè Çåéäåëÿ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé ā è ᾱ íà ñëåäóþùåì
øàãå h̄ èñïîëüçóåòñÿ èíôîðìàöèÿ î êîýôôèöèåíòàõ a íà òåêóùåì
øàãå h. Áåçðàçìåðíàÿ íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ ñëåäóþùåãî øàãà
áóäåò τ̄ = (t− t1)/h̄, ãäå t1 = t0 + h. Îòñþäà

τ = rτ̄ + 1, (4.65)

ãäå r = h̄/h. Ñîãëàñíî (4.57),

s∑
j=1

ajτ
j−1 =

s∑
j=1

āj τ̄
j−1. (4.66)

Ïîäñòàâëÿÿ (4.65) â (4.66) è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäè-
íàêîâûõ ñòåïåíÿõ τ̄ , ïîëó÷àåì

āj = rj−1
s∑

i=j

eijai (j = 1, . . . , s), (4.67)

ãäå eij � ÷èñëà àðèôìåòè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà, âû÷èñëÿåìûå ïî
ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì

eii = ei1 = 1, eij = ei−1,j−1 + ei−1,j (i > j > 1). (4.68)

Êðîìå òîãî, îöåíêà ā óòî÷íÿåòñÿ ïóòåì âíåñåíèÿ ïîïðàâêè ∆a,
ïîëó÷àåìîé êàê ðàçíîñòü ìåæäó çíà÷åíèÿìè a ïîñëå èòåðàöèé è
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îöåíêîé ā íà òåêóùåì øàãå h. Äàëåå ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè
(4.62) äëÿ ïåðåõîäà îò a ê α, íàõîäèì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ᾱ.

Êàæäàÿ èòåðàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà
îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèå y1, èç êîòîðîãî ïî ïåðâîé ôîðìóëå (4.61)
íàõîäèòñÿ çíà÷åíèå α1, à çàòåì ïî ïåðâîé ãðóïïå ñîîòíîøåíèé
(4.62) óòî÷íÿåòñÿ a1. Äàëåå îïðåäåëÿåòñÿ y2, ïî êîòîðîìó óëó÷-
øàåòñÿ α2 è ñîîòâåòñòâåííî a1 è a2, è òàê äî ys. Êàê ïðàâèëî, äëÿ
ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íî õîðîøèõ ïðèáëèæåíèé íåîáõîäèìî âñåãî
ëèøü 2 èòåðàöèè, î÷åíü ðåäêî � 3.

Êàê òîëüêî âåëè÷èíû a ïîëó÷åíû, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íà
øàãå h (τ = 1) áóäåò

x1 = x0 + h
s∑

j=1

aj
j
. (4.69)

Â íà÷àëå èíòåãðèðîâàíèÿ, íà ïåðâîì øàãå, èòåðàöèîííûé ïðî-
öåññ áóêâàëüíî çàïóñêàåòñÿ ñ íóëÿ, ò.å. â êà÷åñòâå ā è ᾱ âûáèðà-
þò íóëåâûå çíà÷åíèÿ. Åñëè íà÷àëüíûé øàã äîñòàòî÷íî áîëüøîé,
÷òîáû îáåñïå÷èòü çàäàííóþ ëîêàëüíóþ òî÷íîñòü, òî åãî ñëåäóåò
óìåíüøèòü. Ïðè îïòèìàëüíî âûáðàííîì øàãå âûñîêàÿ òî÷íîñòü
ïðèáëèæåíèé äîñòèãàåòñÿ óæå íà 4-é èòåðàöèè.

Â îðèãèíàëüíîé âåðñèè èíòåãðàòîðà Ýâåðõàðòà èñïîëüçóåòñÿ
ëåâîå ðàçáèåíèå Ãàóññà�Ðàäî, à íå Ãàóññà�Ëåæàíäðà, ïîýòîìó àï-
ïðîêñèìèðóþùàÿ ñõåìà èìååò ïîðÿäîê p = 2s − 1. Ïî-âèäèìîìó,
àâòîð íàøåë ýòî ðàçáèåíèå áîëåå óäîáíûì, ïîñêîëüêó îíî íå òðå-
áóåò ïåðåâû÷èñëåíèé êîýôôèöèåíòîâ â ïåðâîé òî÷êå êîëëîêàöèè
ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (4.64). Äåéñòâèòåëüíî, âåäü
â ýòîì ñëó÷àå c1 = 0 è a1 = α1 = k1 = f(t0,x0).

Âûáîð øàãà. Â èíòåãðàòîðå Ýâåðõàðòà êîíòðîëü øàãà èíòåãðè-
ðîâàíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî âåëè÷èíå ïîñëåäíåãî ÷ëåíà â (4.69).
Ïóñòü ∥e∥tol � çàäàííàÿ òî÷íîñòü. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû íà ñëåäóþ-
ùåì øàãå âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

h̄

s
∥ās∥(= ∥e∥cal) = ∥e∥tol.
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Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå (4.67) (j = s), ïîëó÷à-
åì îöåíêó, ïîäîáíóþ (4.35):

h̄ = hr = h

(
s

h

∥e∥tol
∥as∥

)1/s

. (4.70)

Î÷åâèäíî, ïðè ðàçáèåíèÿõ Ãàóññà íåäîñòàòîê òàêîé îöåíêè ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî øàã ïî íåé âûáèðàåòñÿ ôàêòè÷åñêè êàê äëÿ ðåøåíèÿ
ïîðÿäêà s−1, ïîýòîìó, âîîáùå ãîâîðÿ, îíà íå îáåñïå÷èâàåò ñîõðà-
íåíèå òðåáóåìîé ëîêàëüíîé òî÷íîñòè.

Âî èçáåæàíèå ñëèøêîì áîëüøèõ (è ìàëûõ) ëîêàëüíûõ îøè-
áîê, íà r ñëåäóåò íàëîæèòü îãðàíè÷åíèå òèïà (4.38):

1

σ
< rs < σ. (4.71)

Äëÿ òîãî ÷òîáû âåëè÷èíà ïîñëåäíåãî ÷ëåíà â (4.69) áûëà îãðàíè-
÷åíà â ïðåäåëàõ îäíîãî ïîðÿäêà, çíà÷åíèå σ äîëæíî áûòü ðàâíî√
10. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî

h̄∥ās∥ ∼ rs.

Âûïîëíåíèå îáîèõ íåðàâåíñòâ ïðîâåðÿåòñÿ ëèøü â íà÷àëå èí-
òåãðèðîâàíèÿ ïðè âûáîðå ñòàðòîâîãî øàãà: åñëè (4.71) íå âûïîë-
íÿåòñÿ, òî èíòåãðèðîâàíèå ïîâòîðÿåòñÿ ñ íîâûì øàãîì h̄ = hr è
òàê äàëåå, ïîêà íå âûïîëíèòñÿ óñëîâèå (4.71). Îáû÷íî äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ ñòàðòîâîãî øàãà òðåáóåòñÿ íå áîëåå 4 èòåðàöèé. Â äàëüíåé-
øåì äëÿ îãðàíè÷åíèÿ r ïðîâåðÿåòñÿ òîëüêî ïðàâîå íåðàâåíñòâî:
åñëè íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, òî r ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ïðà-
âîãî ïðåäåëà.

Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ñòàðòîâîãî øàãà ïîëó÷àåòñÿ èç îöåí-
êè, ïîäîáíîé (4.70), äëÿ s = 2 (Àâäþøåâ, 2010b):

h̄ =

√
2h∥e∥tol
∥k2 − k1∥

, k1 = f(t0,x0), k2 = f(t0 + h,x0 + hk1),

ãäå h � ìàëàÿ âåëè÷èíà. Åñëè h íàñòîëüêî ìàëà, ÷òî â êîìïüþ-
òåðíîé àðèôìåòèêå k1 = k2, îíà óâåëè÷èâàåòñÿ â 10 ðàç, è îöåíêà
ïîâòîðÿåòñÿ ñíîâà.
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Îòêðûòûå âîïðîñû è âîçìîæíûå ðåøåíèÿ. Ñìûñë äâîéíîé
ïîëèíîìèàëüíîé èíòåðïîëÿöèè (4.57) è (4.59) âïîëíå ïîíÿòåí: ïåð-
âûé ïîëèíîì äàåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, î÷åíü ïðîñòî, ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, î÷åíü ïðîñòóþ êîíñòðóêöèþ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ êàê
âíóòðè (4.58), òàê è íà êîíöå øàãà (4.69), òîãäà êàê âòîðîé ïîçâî-
ëÿåò ñâÿçàòü êîýôôèöèåíòû ïåðâîãî a ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè óðàâ-
íåíèÿ k â óçëîâûõ òî÷êàõ ÷åðåç ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè α ïîñðåä-
ñòâîì ñîîòíîøåíèé (4.62). Îäíàêî íàñêîëüêî íàñóùíîé ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìîñòü ïðèáåãàòü ê äâîéíîé èíòåðïîëÿöèè?

Äàæå ïðè ïåðâîì çíàêîìñòâå ñ îñíîâíûìè ôîðìóëàìè èíòå-
ãðàòîðà âèäíî, ÷òî, ñîãëàñíî (4.57) è óñëîâèÿì êîëëîêàöèè (4.46),
âåëè÷èíû a ìîãóò áûòü âûðàæåíû íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç k:

ki =

s∑
j=1

cj−1
i aj , îòñþäà ai =

s∑
j=1

bijkj (i = 1, . . . , s),

ãäå bij � ýëåìåíòû ìàòðèöû, îáðàòíîé ê ìàòðèöå Âàíäåðìîíäà
ñ ýëåìåíòàìè cj−1

i . Òîãäà âåëè÷èíû α ñòàíîâÿòñÿ íå íóæíû, ïî-
ýòîìó èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé
(4.64) ìîæíî áûëî áû ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü.

Êðîìå òîãî, èìååòñÿ ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ñîñòàâëåíèÿ îáðàò-
íîé ìàòðèöû Âàíäåðìîíäà B áåç ÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ (Turner,
1966). Åå ýëåìåíòû ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èç ðàâåíñòâà èíòåð-
ïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ, êàíîíè÷åñêîãî è ëàãðàíæåâà:

s∑
j=1

ajτ
j−1 =

s∑
j=1

kjlj(τ), (4.72)

ïóòåì ñîïîñòàâëåíèÿ èõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïå-
íÿõ τ . Ïîëó÷àåìóþ ìàòðèöóB óäîáíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðîèçâåäå-
íèå âåðõíå- U è íèæíå-òðåóãîëüíîé V ìàòðèö: B = UV. Ýëåìåí-
òû ïåðâîé ìàòðèöû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì,
àíàëîãè÷íûì (4.63):

uii = 1, u0j = 0 (j > 0),

uij = ui−1,j−1 − cj−1ui,j−1 (j > i > 0),
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òîãäà êàê ýëåìåíòû âòîðîé �

v11 = 1, vij =
∏i

m=1
m̸=j

1

cj − cm
(j ≤ i).

Ïî÷åìó Ýâåðõàðò íå âîñïîëüçîâàëñÿ ýòèì ïîäõîäîì? Âåðîÿòíî
ïîòîìó ÷òî îáóñëîâëåííîñòü ìàòðèöû Âàíäåðìîíäà ïðè óâåëè÷å-
íèè ñòåïåíè èíòåðïîëÿöèè çíà÷èòåëüíî óõóäøàåòñÿ, â òî âðåìÿ
êàê îáðàùåíèå ïëîõîîáóñëîâëåííûõ ìàòðèö ñîïðÿæåíî ñ áîëüøè-
ìè îøèáêàìè. Íàïðèìåð, äëÿ èíòåðïîëÿöèè íà ðàçáèåíèè Ãàóññà�
Ëåæàíäðà ïðè s = 8 (p = 16) ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû
Âàíäåðìîíäà ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 105, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê ïî-
òåðå âû÷èñëèòåëüíîé òî÷íîñòè äî ïÿòè çíà÷àùèõ öèôð. Âïðî÷åì,
ïðè âû÷èñëåíèè ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé α (â îðèãèíàëüíîé âåð-
ñèè èíòåãðàòîðà ñ äâîéíîé èíòåðïîëÿöèåé) ïîòåðÿ òî÷íîñòè íå
ìåíüøå (à âîçìîæíî äàæå è áîëüøå).

Òîãäà âîçíèêàåò äðóãîé âîïðîñ: åñëè íå êàíîíè÷åñêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå (4.57) êàê îäèíàðíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ, ïî÷åìó íå â ôîð-
ìå Íüþòîíà (4.59)? Î÷åâèäíî, ÷òî êîíñòðóêöèÿ ðåøåíèÿ â òî÷êàõ
êîëëîêàöèè è íà êîíöå øàãà äëÿ íüþòîíîâñêîé èíòåðïîëÿöèè ñòà-
íîâèòñÿ ñëîæíåå25:

yi = x0 +α1hci + h

s∑
j=2

αj

∫ ci

0

j−1∏
m=1

(τ − cm)dτ (i = 1, . . . , s),

x1 = x0 +α1h+ h

s∑
j=2

αj

∫ 1

0

j−1∏
m=1

(τ − cm)dτ. (4.73)

Òåì íå ìåíåå èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñòîëü æå óïðîùàåòñÿ, êàê
è ïðè èñïîëüçîâàíèè êàíîíè÷åñêîãî ïîëèíîìà, ïîñêîëüêó òåïåðü
îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëÿòü âåëè÷èíû a.

Âèäèìî, â äàííîì ñëó÷àå àâòîðà ñìóòèëè èíòåãðàëû, êîòîðûå
äîëæíû âû÷èñëÿòüñÿ ÷èñëåííî, è åìó íåèçâåñòíû áûëè ðåêóð-

25Âïðî÷åì, îíà âñå æå îêàçûâàåòñÿ íåìíîãî ïðîùå, íåæåëè â êîëëîêàöèîí-
íûõ ìåòîäàõ ñ èíòåðïîëÿöèåé Ëàãðàíæà (4.49).
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ðåíòíûé ôîðìóëû òèïà (4.55). Õîòÿ ìîæåò áûòü è äðóãîå îáúÿñ-
íåíèå: íàïðèìåð, óñëîæíåíèå îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæå-
íèé ᾱ äëÿ èòåðàöèîííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü îäíó íåïðèÿòíóþ îñîáåííîñòü â ïðåä-
ñòàâëåíèè ðåøåíèÿ (4.73), î ÷åì óæå âñêîëüçü áûëî óïîìÿíóòî.
Âû÷èñëåíèå ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé α ïðåäïîëàãàåò âû÷èòàíèå
áëèçêèõ âåëè÷èí, ÷òî âñëåäñòâèå âû÷èñëèòåëüíûõ îøèáîê ìîæåò
ïðèâîäèòü ê íèçêîé òî÷íîñòè êàê ñàìèõ ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé,
òàê è ñîñòàâëåííîãî èç íèõ ðåøåíèÿ (4.73).

Â ñìûñëå âñåãî ñêàçàííîãî èíòåðïîëÿöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ êîí-
ñòðóèðîâàíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ëó÷øèì âûáîðîì,
ïîñêîëüêó ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ êîëëîêàöèîííîãî ìåòîäà íà
åå îñíîâå íå òðåáóåò âû÷èñëåíèé íè êîýôôèöèåíòîâ a, íè ðàç-
äåëåííûõ ðàçíîñòåé α. Îäíàêî, åñëè áû Ýâåðõàðò âûáðàë èìåí-
íî ýòó èíòåðïîëÿöèþ, îí íåèçìåííî ïîëó÷èë áû ëåãêî óçíàâàå-
ìûé íåÿâíûé ìåòîä Ðóíãå�Êóòòû, è âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî òàêîé
óäðó÷àþùèé ôàêò ñêëîíèë áû Ýâåðõàðòà ïðåêðàòèòü äàëüíåéøèå
ïîèñêè îðèãèíàëüíûõ ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ è åãî èíòåãðàòîð â èç-
âåñòíîé âåðñèè òàê áû íèêîãäà è íå ïîÿâèëñÿ.

Ìåæäó òåì íåëüçÿ íå îòìåòèòü îäíó íà ïåðâûé âçãëÿä íåçà-
ìåòíóþ, íî âàæíóþ äåòàëü èíòåãðàòîðà Ýâåðõàðòà, êîòîðàÿ çíà-
÷èòåëüíî ïîâûøàåò ýôôåêòèâíîñòü ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè êîë-
ëîêàöèîííûõ ìåòîäîâ. Äåëî â òîì, ÷òî íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ
ā+∆a (èíà÷å ãîâîðÿ, ýêñòðàïîëÿöèÿ êîýôôèöèåíòîâ íà ñëåäóþ-
ùèé øàã ā ñ óòî÷íåíèåì ïî èíôîðìàöèè îá îøèáêàõ íà÷àëüíûõ
êîýôôèöèåíòîâ∆a íà òåêóùåì øàãå) äëÿ èòåðàöèîííîãî ðåøåíèÿ
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ëó÷øå ñ òî÷êè çðåíèÿ ñõîäèìîñòè, íåæåëè
àíàëîãè÷íûå íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ k̄+∆k, òåì, ñîáñòâåííî, è
õîðîøà êîíñòðóêöèÿ ðåøåíèÿ (4.58): çäåñü êàê ðàç Ýâåðõàðò íå
ïðîãàäàë. Ýòà îñîáåííîñòü èíòåãðàòîðà Ýâåðõàðòà ïîçâîëÿåò ïî-
ëó÷àòü äîñòàòî÷íî õîðîøèå ðåçóëüòàòû óæå ïîñëå äâóõ èòåðàöèé
íà øàãå, â òî âðåìÿ êàê äðóãèå èíòåãðàòîðû, îñíîâàííûå íà èí-
òåðïîëÿöèè Ëàãðàíæà, ìîãóò ïîòðåáîâàòü áîëüøå èòåðàöèé. Ýòîò
ôàêò ïðîâåðÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî.
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Ïîñêîëüêó èíòåãðàòîð Ýâåðõàðòà ôàêòè÷åñêè îñíîâàí íà ôîð-
ìóëàõ êîëëîêàöèîííûõ ìåòîäîâ, îí íàñëåäóåò êàê èõ äîñòîèíñòâà,
òàê è íåäîñòàòêè. Îäíà èç ãëàâíûõ ïðîáëåì èíòåãðàòîðà Ýâåð-
õàðòà � ýòî íåäîîöåíèâàíèÿ ëîêàëüíîé ïîãðåøíîñòè, î ÷åì óæå
ãîâîðèëîñü âûøå. Òåîðåòè÷åñêè ïðîáëåìà ðàçðåøàåòñÿ î÷åíü ïðî-
ñòî, õîòÿ ïðàêòè÷åñêè ýòî òðåáóåò íåêîñìåòè÷åñêîé ðåäàêöèè ïðî-
ãðàììíîãî êîäà.

Èäåÿ ïî ñóòè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îöåíèâàòü ëîêàëüíóþ îøèá-
êó ïî ñòàðøåìó ÷ëåíó êàíîíè÷åñêîãî ïîëèíîìà (4.58) áîëåå âûñî-
êîãî ïîðÿäêà è âìåñòî ôîðìóëû (4.70) èñïîëüçîâàòü

h̄ = hr = h

(
p

h

∥e∥tol
∥ap∥

)1/p

.

Ðàçóìååòñÿ, ìîæíî òàêæå îáðàòèòüñÿ è ê îáîáùåííîìó âàðèàíòó
(4.37), ïîëàãàÿ, ÷òî (ei)cal = h(ap)i/p. Íî ãäå âçÿòü êîýôôèöèåíò
ap? Ïðàâèëüíî, íóæíî èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé íà
ïðåäûäóùåì øàãå. Ñîãëàñíî (4.72) ïðè s = p,

ap =

p∑
j=1

kj

∏p

m=1
m ̸=j

1

cj − cm
=

p∑
j=1

bpjkj , (4.74)

ãäå ki äëÿ i = s + 1, . . . , p ñîîòâåòñòâóþò óçëîâûì çíà÷åíèÿì íà
ïðåäûäóùåì øàãå ci = (ci−s − 1)/r. Êñòàòè, ýòó ôîðìóëó ìîæíî
èñïîëüçîâàòü è äëÿ ëþáûõ äðóãèõ ãàóññîâûõ èíòåãðàòîðîâ.

Ê ñîæàëåíèþ, âñëåäñòâèå âû÷èñëèòåëüíûõ îøèáîê ôîðìóëà
(4.74) íå âñåãäà îáåñïå÷èâàåò õîðîøóþ îöåíêó ap. Åå òî÷íîñòü ïà-
äàåò ñ óâåëè÷åíèåì ïîðÿäêà p (ñòåïåíè èíòåðïîëÿöèè) è ñ óìåíü-
øåíèåì øàãà h (èíòåðâàëà èíòåðïîëÿöèè). Òàêèì îáðàçîì, óìåíü-
øåíèå øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèâîäèò ê ïîíèæåíèþ íàèáîëüøåãî
ýôôåêòèâíîãî ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðîãî åùå ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè-
åìëåìóþ îöåíêó ap. Ôàêòè÷åñêè ôîðìóëà ðàáîòàåò òîëüêî äëÿ
ìåòîäîâ íåâûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè èíòåãðèðîâàíèè
óðàâíåíèé îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ
â àðèôìåòèêå ñ äâîéíîé òî÷íîñòüþ îíè ðåäêî ïðåâûøàþò âîñü-
ìè. Â ìåòîäàõ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ âû÷èñëèòåëüíûå îøèáêè
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ìîãóò áûòü íàñòîëüêî ãðóáûìè, ÷òî ñïîñîáíû çíà÷èòåëüíî óâåëè-
÷èòü îöåíêó ap, à ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðîâîöèðóåò âûáîð ìàëîé
âåëè÷èíû øàãà, ìåíüøåé, ÷åì òðåáóåòñÿ.

Êîëü ñêîðî ðå÷ü çàøëà îá îäíîì èç ïðèìåíåíèé ÷èñëåííûõ ðå-
øåíèé ïðåäûäóùåãî øàãà, óìåñòíî îòìåòèòü äðóãîå èõ âîçìîæîå
íàçíà÷åíèå. Ïî÷åìó áû ýòè ðåøåíèÿ íå ïîäêëþ÷èòü ê ïîñòðîåíèþ
ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîâûøàÿ òåì ñàìûì åå ïîðÿäîê? Ïî÷åìó
áû íå ðåøåíèÿ ïðåäïðåäûäóùåãî øàãà? È òàê äàëåå. Ïðè òàêîì
ïîäõîäå ãàóññîâû ðàçáèåíèÿ òåðÿþò ñìûñë: äåéñòâèòåëüíî, âåäü
òîãäà îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïîëó÷èòü ñõåìó èíòåãðèðîâàíèÿ
ëþáîãî ïîðÿäêà äàæå íà îñíîâå ðàâíîìåðíîãî ðàçáèåíèÿ ïðè òîì
æå êîëè÷åñòâå îáðàùåíèé ê ïðàâûì ÷àñòÿì óðàâíåíèé. Íà ñàìîì
äåëå ýòîò ïîäõîä åñòü íå ÷òî èíîå, êàê îáîáùåíèå èäåè ïîñòðîåíèÿ
ìíîãîøàãîâûõ ñõåì (ñì. ïîäðàçä. 4.5.1), ãäå êàæäîå ñëåäóþùåå ðå-
øåíèå (îäíî, à íå íåñêîëüêî) îïðåäåëÿåòñÿ ÿâíî èëè íåÿâíî ïî óæå
ïîëó÷åííûì íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ (òî÷íåå, ïî ñîîòâåòñòâóþùèì
ïðàâûì ÷àñòÿì) êàê ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ èíòåðïîëÿöèîí-
íîãî ïîëèíîìà. Îäíàêî ïîäâîäíûå êàìíè çäåñü � ýòî âñå òå æå
ïðåñëîâóòûå âû÷èñëèòåëüíûå îøèáêè, êîòîðûå òåì áîëüøå, ÷åì
âûøå ñòåïåíü èíòåðïîëÿöèè. Â ýòîì ñìûñëå ïðèìå÷àòåëüíîñòü
ãàóññîâûõ ðàçáèåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè ïîçâîëÿþò ïðè âûñî-
êîì ïîðÿäêå ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàòü èíòåðïîëÿöèþ
íèçêîé ñòåïåíè è òåì ñàìûì óìåíüøèòü âëèÿíèå âû÷èñëèòåëüíûõ
îøèáîê. Ýòî â ïðèíöèïå îáúÿñíÿåò òîò ôàêò, ÷òî â ìíîãîøàãîâûõ
ñõåìàõ èíòåãðèðîâàíèÿ, ãäå ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî èñïîëüçîâà-
íèå ãàóññîâûõ ðàçáèåíèé, âû÷èñëèòåëüíûå îøèáêè áîëüøå, íåæå-
ëè â ãàóññîâûõ ìåòîäàõ òåõ æå ïîðÿäêîâ, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ðå-
çóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà â ïîäðàçä. 4.7.

4.3.8. Ïîðÿäîê è øàã èíòåãðèðîâàíèÿ

ïðè êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà

Òåîðåòè÷åñêè ñîâìåñòíîå óâåëè÷åíèå ïîðÿäêà è óìåíüøåíèå øà-
ãà ìåòîäà íåîãðàíè÷åííî ïîâûøàþò ìåòîäè÷åñêóþ òî÷íîñòü ÷èñ-
ëåííûõ ðåçóëüòàòîâ èíòåãðèðîâàíèÿ. Îäíàêî ïðè êîìïüþòåðíîé
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ðåàëèçàöèè â àðèôìåòèêå ñ îïðåäåëåííîé òî÷íîñòüþ âñëåäñòâèå
îøèáîê îêðóãëåíèÿ ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ èí-
òåãðèðîâàíèÿ, êîòîðûå äàþò ïðåäåëüíî âîçìîæíóþ íàèâûñøóþ
òî÷íîñòü, êîãäà ìåòîäè÷åñêèå îøèáêè ñòàíîâÿòñÿ ñîèçìåðèìûìè
ñ îøèáêàìè îêðóãëåíèÿ, è â ýòîì ñëó÷àå íå èìååò ñìûñëà ïðåäïðè-
íèìàòü êàêèå-ëèáî äàëüíåéøèå ïîïûòêè ïîëó÷èòü áîëåå âûñîêóþ
òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïóòåì ìàíèïóëèðîâàíèÿ ïî-
ðÿäêîì è øàãîì ìåòîäà.

Ïîëó÷èì îöåíêè îïòèìàëüíîé ïàðû ïîðÿäîê�øàã èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé êðóãîâîé äâóìåðíîé çàäà÷è äâóõ òåë:

r′ = v, v′ = − µ

|r|3
r.

Çäåñü r = (r1, r2)
T è v = (v1, v2)

T � âåêòîðû ïîëîæåíèÿ è ñêîðî-
ñòè ñîîòâåòñòâåííî, à µ � ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð. Ïîñêîëüêó
|r| = a = const, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âåëè÷èíà µ/|r|3 = ν2 = const,
ò.å. ðåøåíèå x = (r,v)T îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ãàðìîíè÷åñêî-
ãî îñöèëëÿòîðà ñ ÷àñòîòîé ν è ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

x1 = r1 = a cos νt, x2 = r2 = a sin νt,

x3 = v1 = −aν sin νt, x4 = v2 = aν cos νt.
(4.75)

Îöåíèì ìåòîäè÷åñêóþ îøèáêó ∥e∥M ïî ãëàâíîìó ÷ëåíó ïî-
ãðåøíîñòè (4.10):

∥e∥M =
a
√
1 + ν2(νh)p+1

(p+ 1)!
. (4.76)

Çäåñü èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà ∥x(p+1)∥ = aνp+1
√
1 + ν2. Ñîãëàñíî

ôîðìóëàì ìåòîäîâ Ðóíãå�Êóòòû, îøèáêó îêðóãëåíèÿ ∥e∥R ìîæíî
îöåíèòü êàê

∥e∥R = ε∥x∥ = εa
√

1 + ν2, (4.77)

ãäå ε � ìàøèííûé ýïñèëîí.
Î÷åâèäíî, ÷òî íå èìååò ñìûñëà âûáèðàòü òàêèå øàã è ïîðÿäîê

èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ ìåòîäè÷åñêàÿ îøèáêà áóäåò ìåíüøå
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îøèáêè îêðóãëåíèÿ. Èç óñëîâèÿ ∥e∥M = ∥e∥R ïîëó÷èì îòíîøåíèå
ìåæäó îïòèìàëüíûìè ïàðàìåòðàìè èíòåãðèðîâàíèÿ h è p:

hp+1
φ = ε(p+ 1)!, (4.78)

ãäå hφ = νh � øàã ïî äîëãîòå φ = νt, ñîîòâåòñòâóþùèé øàãó h.
Îòíîøåíèå (4.78) äàåò íèæíþþ ãðàíèöó äëÿ øàãà h, â òî âðå-

ìÿ êàê äëÿ íåÿâíûõ ìåòîäîâ èìååò ìåñòî âåðõíÿÿ ãðàíèöà, çàäàâà-
åìàÿ óñëîâèåì (4.45). Åñëè ïîëîæèòü, ÷òîmaxi

∑
j |aij | = 1 (â äåé-

ñòâèòåëüíîñòè ìàêñèìóì áëèçîê ê åäèíèöå), òî ïîëó÷èì ñëåäóþ-
ùåå îãðàíè÷åíèå íà øàã èíòåãðèðîâàíèÿ h < 1/L èëè hφ < ν/L.
Îöåíèì ïîñòîÿííóþ Ëèïøèöà L äëÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå

∥δf∥2

∥δx∥2
=
ν4|δr|2 + |δv|2

|δr|2 + |δv|2
,

ãäå δx, δr è δv � âñåâîçìîæíûå ðàçíîñòè âåêòîðîâ â ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ïåðåìåííûõ. Ïðèíèìàÿ |δr| = ξ cosψ è |δv| = ξ sinψ, ãäå
ξ ≥ 0 è 0 ≤ ψ ≤ π/2, áóäåì èìåòü

∥δf∥2

∥δx∥2
= (ν4 − 1) cos2 ψ + 1.

Îòñþäà íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ ëåæàò ìåæ-
äó 1 è ν4. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî (4.5), â êà÷åñòâå ïîñòîÿííîé
Ëèïøèöà ìîæíî âûáðàòü L = max(1, ν2). Òîãäà ïîëó÷àåì âåðõ-
íþþ ãðàíèöó øàãà

hφ <
ν

max(1, ν2)
≤ 1.

Òàêèì îáðàçîì, â ëó÷øåì ñëó÷àå, à èìåííî ïðè ν = 1, êîãäà
âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìàêñèìàëüíà, øàã èíòåãðèðîâàíèÿ hφ äîëæåí
óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâàì

ε(p+ 1)! < hp+1
φ < 1.
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Òàáëèöà 4.1. Îïòèìàëüíûå ïîðÿäêè p íåÿâíûõ ìåòîäîâ Ðóíãå�Êóòòû

äëÿ ðàçëè÷íûõ ε

ε 1.1 · 10−7 2.2 · 10−16 1.1 · 10−19 1.9 · 10−34

p 9 16 19 29

Î÷åâèäíî, óñëîâèå
ε(p+ 1)! > 1

îçíà÷àåò, ÷òî ïîðÿäîê ìåòîäà çàâûøåí è èñïîëüçîâàíèå òàêîãî ìå-
òîäà ïðè âû÷èñëåíèÿõ â àðèôìåòèêå ñ òî÷íîñòüþ ε íåðàçóìíî â
òîì ñìûñëå, ÷òî òó æå òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæ-
íî ïîëó÷èòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ áîëåå íèçêèõ ïîðÿäêîâ.
Îïòèìàëüíûå ïîðÿäêè p íåÿâíûõ ìåòîäîâ Ðóíãå�Êóòòû äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ ε, ñîîòâåòñòâóþùèõ îäèíàðíîé, äâîéíîé, ðàñøèðåííîé è
÷åòâåðíîé òî÷íîñòè, ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 4.1. Õîòÿ ñëåäóåò èìåòü
â âèäó, ÷òî ýòè ïîðÿäêè ïîëó÷åíû äëÿ çàäà÷è ñ ν = 1. Â èíîì ñëó-
÷àå îíè ìîãóò áûòü ìåíüøå.

4.3.9. Îðáèòàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ìåòîäîâ Ðóíãå�Êóòòû

Ñîãëàñíî ðåøåíèÿì (4.75), äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ êî-
îðäèíàò â êðóãîâîì äâèæåíèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x′1 = −νx2, x′2 = νx1. (4.79)

Ýòà ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

r′ = iνr, (4.80)

ãäå r � óæå êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ, àíàëîã âåêòîðà ïîëîæåíèÿ r
ñ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ r1 è ìíèìîé r2. Ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè
r0 = r(t0) òî÷íîå ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (4.80) áóäåò

r(t) = eiν(t−t0)r0.
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Ïðèìåíÿÿ ìåòîä Ðóíãå�Êóòòû (4.39) ê óðàâíåíèþ (4.80), ïî-
ëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé

rn+1 = S(iνh)rn.

Çäåñü
S(z) = 1 + zb · (I− zA)−11

� òàê íàçûâàåìàÿ ôóíêöèÿ óñòîé÷èâîñòè (Äåêêåð, Âåðâåð, 1989);
I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà s× s; 1 = (1, . . . , 1)T � s-ìåðíûé
âåêòîð ñ åäèíè÷íûìè êîìïîíåíòàìè;

A =

 a11 . . . a1s
...

. . .
...

as1 . . . ass

 ; b =

 b1
...
bs

 .

Ïîñêîëüêó |r(t)| = a = const, æåëàòåëüíî, ÷òîáû ìåòîä óäîâëå-
òâîðÿë ýòîìó óñëîâèþ, ò.å. ÷òîáû |S(iνh)| = 1, è òîãäà ÷èñëåííûå
ðåøåíèÿ rn áóäóò âñåãäà îñòàâàòüñÿ íà êðóãîâîé îðáèòå. Ïîýòî-
ìó íàçîâåì ýòî ñâîéñòâî ìåòîäîâ îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòüþ, à
åñëè îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ h � àáñîëþòíîé îðáèòàëüíîé
óñòîé÷èâîñòüþ.

Íàïðèìåð, êîëëîêàöèîííûå ìåòîäû íà ãàóññîâûõ ðàçáèåíèÿõ
Ëîáàòòî è Ëåæàíäðà � àáñîëþòíî îðáèòàëüíî óñòîé÷èâûå. Â òî
æå âðåìÿ íà ðàçáèåíèÿõ Ðàäî êîëëîêàöèîííûå ìåòîäû � íåóñòîé-
÷èâûå íè äëÿ êàêèõ øàãîâ. ×èñëåííûå îðáèòû äëÿ òàêèõ ìåòîäîâ
(â ÷àñòíîñòè, äëÿ ÿâíîãî è íåÿâíîãî ìåòîäîâ Ýéëåðà) ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé ñïèðàëåâèäíûå òðàåêòîðèè: ïðè ëåâûõ ðàçáèåíèÿõ Ðàäî
âû÷èñëÿåìûå ïîëîæåíèÿ îòäàëÿþòñÿ îò öåíòðà, òîãäà êàê ïðè
ïðàâûõ � ïðèáëèæàþòñÿ.

Ðàçóìååòñÿ, óðàâíåíèÿ êðóãîâîãî äâèæåíèÿ â çàäà÷å äâóõ òåë
ïðèíöèïèàëüíî ñëîæíåå óðàâíåíèé (4.79), õîòÿ áû ïîòîìó ÷òî
÷àñòîòà â ïåðâûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ êîîðäèíàò: ν =
=
√
µ/|r|3, êîãäà â ïîñëåäíèõ � ýòî ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð, ν =

=
√
µ/a3. Òåì íå ìåíåå, åñëè äàæå ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé

êðóãîâîãî îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ îðáèòàëüíî óñòîé÷èâûé ìåòîä
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íå ñîõðàíÿåò ðàäèóñ-âåêòîð, â ëþáîì ñëó÷àå îò íåãî ìîæíî îæè-
äàòü ëó÷øèõ ðåçóëüòàòîâ, íåæåëè îò íåóñòîé÷èâîãî ìåòîäà.

4.4. Ýêñòðàïîëÿöèîííûå ìåòîäû

Ýêñòðàïîëÿöèîííûå ìåòîäû îñíîâàíû íà òîì ôàêòå (êîòîðûé ìû
íå áóäåì äîêàçûâàòü), ÷òî ãëîáàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåí-
íîãî ðåøåíèÿ xN , ïîëó÷åííîãî ìåòîäîì ïîðÿäêà p íà îòðåçêå
[t0, t0+∆t] ñ ïîñòîÿííûì øàãîì h = ∆t/N , äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå
â ñòåïåííîé ðÿä ïî h (Gragg, 1964):

xN − x(t0 +∆t) =

∞∑
i=p

eih
i. (4.81)

Ôîðìóëà (4.81) ïðåäñòàâëÿåò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå êàê ôóíê-
öèþ âåëè÷èíû øàãà xN = xN(h)

26. Äëÿ ýòîé ôóíêöèè

xN(h) → x(t0 +∆t) ïðè h→ 0 è N →∞.

Òåîðåòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì øàãå ìîæíî
ëþáûì ìåòîäîì ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñî ñêîëü óãîäíî
âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èñïîëüçîâàíèå
î÷åíü ìàëûõ øàãîâ íåðàçóìíî, ïîñêîëüêó, âî-ïåðâûõ, ýòî óâåëè-
÷èâàåò îáúåì âû÷èñëåíèé, ÷òî, âî-âòîðûõ, ñîïðÿæåíî ñ áîëüøèìè
îøèáêàìè îêðóãëåíèÿ. Òåì íå ìåíåå, èñïîëüçóÿ èäåþ ýêñòðàïîëÿ-
öèè, ìîæíî ïîëó÷èòü ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå
x∞(0), èçáåãàÿ ïðè ýòîì ÷ðåçìåðíî ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé.

4.4.1. Îáùèé ïîäõîä

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.81) ïðåäñòàâèì èíòåðïîëÿöèþ ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíà ïîðÿäêà p+ s− 2:

g(h) = a0 + aph
p + . . .+ ap+s−2h

p+s−2. (4.82)

26Ñì. îáîçíà÷åíèå íà ñ. 137.
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû øàãà h íà ïîëóîò-
ðåçêå (0,H], ãäå H � âåëè÷èíà øàãà ýêñòðàïîëÿöèîííîãî ìåòîäà.
Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë

N1 < . . . < Ns (4.83)

è îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ hi =
= H/Ni (i = 1, . . . , s). Äàëåå äëÿ êàæäîãî øàãà hi âû÷èñëèì ðå-
øåíèå xNi(hi) íà ìîìåíò t0+H êàêèì-ëèáî ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòû
ïîðÿäêà p. Òîãäà, òðåáóÿ, ÷òîáû g(hi) = xNi(hi), ïîëó÷èì ñëåäóþ-
ùóþ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

g(h1) = a0 + aph
p
1 + . . .+ ap+s−2h

p+s−2
1 = xN1(h1),

. . . (4.84)

g(hs) = a0 + aph
p
s + . . .+ ap+s−2h

p+s−2
s = xNs(hs).

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ èç ñèñòåìû (4.84) êîýôôèöèåíòîâ èíòåðïî-
ëèðóþùåãî ìíîãî÷ëåíà íàì îñòàåòñÿ âûïîëíèòü ýêñòðàïîëÿöèþ
ïðè h→ 0, ÷òî, ñîãëàñíî (4.81) è (4.82), äàåò ïðèáëèæåííîå ðåøå-
íèå a0 = g(0) óæå ïîðÿäêà p+ s− 1.

Ïðè s = 2 èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

g(h) = a0 + aph
p,

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ èç ñèñòåìû

a0 + aph
p
1 = xN1(h1),

a0 + aph
p
2 = xN2(h2).

Îòñþäà ïîëó÷àåì ýêñòðàïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó (4.31):

a0(= x̂1) = xN1(h1) +
xN2(h2) − xN1(h1)

1− (N1/N2)p
.
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4.4.2. Àëãîðèòì Ýéòêåíà�Íåâèëëà

Ïðè p = 1 (ìåòîä Ýéëåðà) ôîðìóëû (4.82) è (4.84) ïðèâîäÿò ê
êëàññè÷åñêîé çàäà÷å èíòåðïîëÿöèè. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ óïðîùåíèÿ
âû÷èñëåíèé èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà óäîáíî èñïîëüçîâàòü
ñõåìó Ýéòêåíà�Íåâèëëà.

Ïóñòü gi,j+1(h) � èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè j ñ
j + 1 óçëàìè èíòåðïîëÿöèè hi−j , . . . , hi äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè
g(h), â ÷àñòíîñòè gi,1(h) = g(hi). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

gi,j+1(h) =
gi,j(h)(h− hi−j)− gi−1,j(h)(h− hi)

hi − hi−j
,

à äëÿ ýêñòðàïîëÿöèè ïðè h = 0 èìååì

gi,j+1 =
gi−1,jhi − gi,jhi−j

hi − hi−j
, (4.85)

ãäå gi,j = gi,j(0). Ôàêòè÷åñêè, âû÷èñëåíèå ýêñòðàïîëÿöèîííîãî
çíà÷åíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà gs,s íà ñåòêå h1, . . . , hs
ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó âû÷èñëåíèþ ïî ðåêóððåíòíîé ôîð-
ìóëå (4.85) ýëåìåíòîâ òàáëèöû

g11
g21 g22
g31 g32 . . .

. . . . . . . . .

gs1 gs2 . . . gss

Èç (4.85) ïîëó÷àåì ðàñ÷åòíóþ ôîðìóëó äëÿ ýêñòðàïîëÿöèè â
âåêòîðíîì ñëó÷àå

gi,j+1 = gi,j +
gi,j − gi−1,j

Ni/Ni−j − 1
(j = 1, . . . , s− 1; i = j + 1, . . . , s),

(4.86)
ãäå gi,1 = xNi(hi) (i = 1, . . . , s) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñõåìå Ýéëåðà:

xn+1 = xn + hf(tn,xn) (n = 0, . . . , N − 1), xN(h) = xN .
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Â èòîãå áóäåì èìåòü ýêñòðàïîëèðîâàííîå ðåøåíèå gss ïîðÿäêà s.
Â (4.86) äëÿ ïîëó÷åíèÿ óçëîâûõ çíà÷åíèé â êà÷åñòâå ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè (4.83) îáû÷íî èñïîëüçóþò

1, 2, 4, 8, 16, 32, . . . (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ðîìáåðãà)

ëèáî

1, 2, 3, 4, 5, 6, . . . (ãàðìîíè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü).

4.4.3. Ìåòîä Ãðýããà

Åñëè îïîðíûé ìåòîä ïîðÿäêà p = 2q ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì (ñì.
ïîäðàçä. 4.6.4), òî, êàê èçâåñòíî (Hairer et al., 1993), îí áóäåò
èìåòü ðàçëîæåíèå ãëîáàëüíîé îøèáêè ïî ñòåïåíÿì h2, ò.å.

xN − x(t0 +∆t) =

∞∑
i=q

eih
2i.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ýêñòðàïîëÿöèè íóæíî èñïîëüçîâàòü èíòåðïî-
ëèðóþùèé ïîëèíîì âèäà

g(h) = a0 + aq(h
2)q + . . .+ aq+s−2(h

2)q+s−2. (4.87)

Ââèäó ñõîæåñòè ïîëèíîìîâ (4.87) è (4.82) (ïðè îïðåäåëåííîì s),
âû÷èñëåíèå èõ êîýôôèöèåíòîâ áóäåò îäèíàêîâî òðóäîåìêî â îáî-
èõ ñëó÷àÿõ. Îäíàêî ïðèìå÷àòåëüíî òî, ÷òî â èòîãå èíòåðïîëÿöèÿ
(4.87) äàåò ýêñòðàïîëèðîâàííîå ðåøåíèå a0 ïîðÿäêà 2(q+ s−1) =
= p+ 2s− 2, íà s− 1 âûøå, íåæåëè äëÿ (4.82).

Ó.Á. Ãðýãã (Gragg, 1965) ïðåäëîæèë â êà÷åñòâå îïîðíîãî èñ-
ïîëüçîâàòü äâóøàãîâûé ñèììåòðè÷íûé ìåòîä âòîðîãî ïîðÿäêà,
îñíîâàííûé íà ïðàâèëå ñðåäíåé òî÷êè:

x1 = x0 + hf(t0,x0), xn+1 = xn−1 + 2hf(tn,xn) (n = 1, . . . , N),

xN(h) =
xN−1 + 2xN + xN+1

4
. (4.88)
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Ïîñêîëüêó èíòåðïîëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí (4.87) èìååò ôîðìó (4.82),
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýêñòðàïîëÿöèè èñïîëüçóåòñÿ òà æå ôîðìóëà Ýéò-
êåíà�Íåâèëëà, ãäå òîëüêî h çàìåíÿåòñÿ íà h2, à èìåííî:

gi,j+1 = gi,j +
gi,j − gi−1,j

(Ni/Ni−j)2 − 1
(j = 1, . . . , s− 1; i = j + 1, . . . , s).

(4.89)
Çäåñü gi,1 = xNi(hi) (i = 1, . . . , s) ïîëó÷àþòñÿ èç (4.88). Ïðè ýòîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (4.83) âûáèðàþòñÿ ñ óñëîâèåì, ÷òîNi äîëæíû
áûòü ÷åòíûìè. Íàïðèìåð,

2, 4, 8, 16, 32, . . .

Ìåòîä, îñíîâàííûé íà (4.88) è (4.89), íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Ãðýã-
ãà (èëè Ãðýããà�Áóëèðøà�Øòåðà). Èìåííî áëàãîäàðÿ ñâîèì çàìå-
÷àòåëüíûì îñîáåííîñòÿì îí åäèíñòâåííûé èç âñåõ ýêñòðàïîëÿöè-
îííûõ ìåòîäîâ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå.

4.4.4. Âûáîð øàãà

Øàã â ýêñòðàïîëÿöèîííûõ ìåòîäàõ âûáèðàåòñÿ òàê æå, êàê è âî
âëîæåííûõ ìåòîäàõ Ðóíãå�Êóòòû. Âòîðîé èíäåêñ j â ðåøåíèè gi,j
îïðåäåëÿåò åãî ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè. Â ìåòîäå Ãðýããà ðåøåíèå
gs,s èìååò (íàèâûñøèé) ïîðÿäîê 2s, à gs,s−1 � ïîðÿäîê 2s − 2.
Ïîýòîìó äëÿ óïðàâëåíèÿ øàãîì åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü îöåíêó

∥e∥cal = ∥gs,s − gs,s−1∥.

4.5. Ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè îäíîøàãîâûå ìåòîäû, â êîòîðûõ
÷èñëåííîå ðåøåíèå ïîëó÷àþò íà îñíîâå òîëüêî îäíîãî ðåøåíèÿ íà
ïðåäûäóùåì øàãå. Ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû, â îòëè÷èå îò îäíîøà-
ãîâûõ, èñïîëüçóþò íåñêîëüêî ðåøåíèé, âû÷èñëåííûõ íà ïðåäû-
äóùèõ øàãàõ. Â íà÷àëå èíòåãðèðîâàíèÿ, êîãäà èçâåñòíî òîëüêî
îäíî ðåøåíèå (íà÷àëüíîå óñëîâèå), ïåðâûå (ñòàðòîâûå) ðåøåíèÿ
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äëÿ ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ îáû÷íî âû÷èñëÿþò ñ ïîìîùüþ îäíî-
øàãîâûõ ìåòîäîâ Ðóíãå�Êóòòû27. Çàòåì íà êàæäîì ñëåäóþùåì
øàãå âûïîëíÿþò ìíîãîøàãîâóþ ïðîöåäóðó èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ìû óæå çíàêîìû ñ îäíèì èç òàêèõ ìåòîäîâ (4.88), êîòîðûé èñ-
ïîëüçîâàëñÿ â ýêñòðàïîëÿöèîííîì ìåòîäå Ãðýããà â êà÷åñòâå îïîð-
íîãî. Ýòî äâóøàãîâûé ñèììåòðè÷íûé ìåòîä âòîðîãî ïîðÿäêà, ãäå
äëÿ âû÷èñëåíèÿ íà÷àëüíîãî âòîðîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä
Ýéëåðà.

4.5.1. Ìåòîäû Àäàìñà

Ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû ïîÿâèëèñü ãîðàçäî ðàíüøå, ÷åì ìåòîäû
Ðóíãå�Êóòòû. Âïåðâûå èõ ïîëó÷èë Äæ.Ê. Àäàìñ åùå â 1855 ã.
(Hairer et al., 1993). Òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è Àäàìñ, âûâåäåì ïåð-
âîå ñåìåéñòâî ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ (Àäàìñà�Áàøôîðòà).

Ïðåäïîëîæèì, äëÿ çàäà÷è Êîøè (4.4):

x′ = f(t,x), x(t0) = x0;

íàì èçâåñòíû ïåðâûå s ðåøåíèé x0, . . . ,xs−1 íà ðàâíîìåðíîé ñåò-
êå t0, . . . , ts−1 ñ øàãîì h. Òîãäà äëÿ øàãà s ôîðìàëüíî ðåøåíèå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

x(ts) = x(ts−1) +

∫ ts

ts−1

f(t,x(t))dt. (4.90)

Çàìåíèì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ íà åå èíòåðïîëèðóþùèé ïî-
ëèíîì Ëàãðàíæà (4.48), ïîëó÷åííûé ïî óçëîâûì çíà÷åíèÿì ki =
= f(ti,xi) (i = 0, . . . , s− 1):

g(t) = g(t0 + hτ) =
s−1∑
i=0

ki

∏s−1

j=0
j ̸=i

τ − j
i− j

, (4.91)

27Õîòÿ èìåþòñÿ ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû ñ âîçìîæíîñòüþ ñàìîñòàðòà (ñì.
ïîäðàçä. 4.5.9).
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ãäå, êàê è âûøå, τ = (t − t0)/h. Òîãäà ÷èñëåííûé àíàëîã (4.90)
áóäåò çàäàâàòüñÿ ôîðìóëîé28

xs = xs−1 +

∫ ts

ts−1

g(t)dt = xs−1 + h

s−1∑
i=0

ki

∫ s

s−1

∏s−1

j=0
j ̸=i

τ − j
i− j

dτ.

(4.92)
Ñîãëàñíî (4.92), äëÿ s = 1, 2, 3 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ÿâíûå

ôîðìóëû Àäàìñà:

x1 = x0 + hk0 (ìåòîä Ýéëåðà),

x2 = x1 + h

[
3

2
k1 −

1

2
k0

]
,

x3 = x2 + h

[
23

12
k2 −

16

12
k1 +

5

12
k0

]
.

Ôîðìóëû Àäàìñà ïîëó÷àþòñÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè èíòåðïî-
ëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà (4.91) îò ts−1 äî ts, ò.å. âíå èíòåðâàëà
èíòåðïîëÿöèè. Îäíàêî, êàê ìû çíàåì, âíå ýòîãî èíòåðâàëà èíòåð-
ïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí îáû÷íî äàåò äîâîëüíî ïëîõîå ïðèáëè-
æåíèå. ×òîáû ðàçðåøèòü ýòó ïðîáëåìó, Àäàìñ ïðåäëîæèë äëÿ
èíòåðïîëÿöèè èñïîëüçîâàòü òàêæå çíà÷åíèå ks. Â èòîãå îí ïî-
ëó÷èë íåÿâíûå ìåòîäû (Àäàìñà�Ìóëüòîíà). Ïðèâåäåì ïåðâûå èç
íèõ äëÿ s = 0, 1:

x0 = x−1 + hk0 (ìåòîä Ýéëåðà),

x1 = x0 + h

[
1

2
k1 +

1

2
k0

]
(ìåòîä òðàïåöèé).

Èòàê, ëþáîé s-øàãîâûé ìåòîä Àäàìñà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
îáùåì âèäå

xs = xs−1 + h

s∑
i=0

βiki, (4.93)

28Çäåñü, êàê è â ñëó÷àå êîëëîêàöèîííûõ ìåòîäîâ, ìîæíî óâèäåòü ñõîäñòâî
ìåòîäîâ Àäàìñà ñ êâàäðàòóðíûìè ôîðìóëàìè Íüþòîíà�Êîòåñà.
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ãäå βi � ïîñòîÿííûå ìåòîäà. Åñëè βs = 0, ìåòîä ÿâíûé, èíà÷å �
íåÿâíûé. Êàê è â êîëëîêàöèîííûõ ìåòîäàõ (ñì. ïîäðàçä. 4.3.5),
ïîðÿäîê ìåòîäà Àäàìñà îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íîñòüþ èíòåðïîëèðóþ-
ùåé ôîðìóëû (4.91). Â îáùåì ñëó÷àå ÿâíûé ìåòîä (4.93) èìååò
ïîðÿäîê p = s, íåÿâíûé � p = s+ 1.

Êîýôôèöèåíòû βi âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èíòåãðàëû: â ìåòîäàõ
Àäàìñà�Áàøôîðòà

βi =

∫ s

s−1

∏s−1

j=0
j ̸=i

τ − j
i− j

dτ (i = 0, . . . , s− 1);

â ìåòîäàõ Àäàìñà�Ìóëüòîíà

βi =

∫ s

s−1

∏s

j=0
j ̸=i

τ − j
i− j

dτ (i = 0, . . . , s).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåêóð-
ðåíòíûìè ôîðìóëàìè, àíàëîãè÷íûìè (4.55). Òàê, äëÿ êàæäîãî
êîýôôèöèåíòà βi â ÿâíûõ ìåòîäàõ áóäåì èìåòü

γ−1l = 1/l! (l = 0, . . . , s+ 1),

γkl = ((s− k)γk−1,l − lγk−1,l+1)/(i− k) (4.94)

(k = 0, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , s; l = 0, . . . , s− k),

ïðè÷åì γi,l = γi−1,l (l = 0, . . . , s−i). Òîãäà βi = γs−1,0. Ýòè æå ôîð-
ìóëû ïðèìåíèìû è ê íåÿâíûì ìåòîäàì, åñëè óâåëè÷èòü ïðàâûå
ïðåäåëû èíäåêñîâ k è l íà åäèíèöó. Òîãäà βi = γs,0.

4.5.2. Ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Ôîðìóëû Àäàìñà îñíîâàíû íà ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè èíòå-
ãðàëà â (4.90), õîòÿ ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû ìîæíî ïîëó÷èòü èíûì
ñïîñîáîì, à èìåííî ÷èñëåííî äèôôåðåíöèðóÿ èñêîìîå ðåøåíèå.

Èíòåðïîëÿöèþ Ëàãðàíæà äëÿ x ïî ðåøåíèÿì x0, . . . ,xs ôîð-
ìàëüíî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

g(t) = g(t0 + hτ) =

s∑
i=0

xi

∏s

j=0
j ̸=i

τ − j
i− j

. (4.95)
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Ïîñëåäíåå ðåøåíèå xs ïîêà íåèçâåñòíî è îïðåäåëèì åãî òàê, ÷òî-
áû ìíîãî÷ëåí g óäîâëåòâîðÿë äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, ïî
êðàéíåé ìåðå, â îäíîé óçëîâîé òî÷êå:

g′(tr) = f(tr,xr) èëè g′
τ |τ=r = hkr. (4.96)

Çäåñü èíäåêñ r ïðèíèìàåò îäíî èç çíà÷åíèé 0, 1, . . . , s. Ïîñëå âçÿ-
òèÿ ïðîèçâîäíîé â (4.96) è ïîäñòàíîâêè tr èëè r ïîëó÷àåì ñõåìó
ìíîãîøàãîâîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ xs. Åñëè r = s, ìåòîä íåÿâ-
íûé (ìåòîä Ãèðà), èíà÷å � ÿâíûé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì
íåÿâíûé ìåòîä äëÿ s = 2:

3

2
x2 − 2x1 +

1

2
x0 = hk2.

Òàêèì îáðàçîì, s-øàãîâûé ìåòîä, ïîëó÷åííûé íà îñíîâå äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ, ïðåäñòàâèì â âèäå

s∑
i=0

αixi = hkr, ãäå αi =
∑s

k=0
k ̸=i

1

i− k
∏s

j=0
j ̸=i,k

r − j
i− j

. (4.97)

Ïîðÿäîê ìåòîäà îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íîñòüþ èíòåðïîëèðóþùåé ôîð-
ìóëû (4.95). Â îáùåì ñëó÷àå ìåòîä (4.97) èìååò ïîðÿäîê p = s.

4.5.3. Ïðåäèêòîð�êîððåêòîð

Íåÿâíàÿ ñõåìà èíòåãðèðîâàíèÿ ïðåäïîëàãàåò èòåðàöèîííîå ðåøå-
íèå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî èñêîìîãî ðåøå-
íèÿ xs. Äëÿ ýòîãî îáû÷íî ïðèìåíÿþò ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé.
Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå ìåòîäîâ Àäàìñà (4.93) è äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ (4.97) èòåðàöèè áóäóò ñõîäèòüñÿ, åñëè ñîîòâåòñòâåííî

h <
1

|βs|L
è h <

|αs|
L
.

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ òðåáóåò íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ðå-
øåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû. Îáû÷íî åãî ïîëó÷àþò èç ÿâíîé ñõå-
ìû ñ òî÷íîñòüþ íà ïîðÿäîê íèæå. ßâíóþ ñõåìó íàçûâàþò ïðåäèê-
òîðîì (P ), òîãäà êàê íåÿâíóþ � êîððåêòîðîì (C), à èòåðàöèîí-
íóþ ïðîöåäóðó â öåëîì � ïðåäèêòîðîì�êîððåêòîðîì. Êðîìå òîãî,
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êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé ýòàï âûäåëÿþò òàêæå âû÷èñëåíèå ôóíêöèè
ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ks (E). Ñèìâîëüíî ñõåìà ïðåäèêòîð�
êîððåêòîð ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê P (EC)lE, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ks

óòî÷íÿåòñÿ ïî èñïðàâëåííîìó ðåøåíèþ êîððåêòîðà, èëè P (EC)l

áåç óòî÷íåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè, ãäå l � ÷èñëî èñïðàâëåíèé ðåøåíèÿ
â íåÿâíîé ñõåìå. Îáû÷íî l = 2�4.

Íàïðèìåð, äëÿ ìåòîäà òðàïåöèé (íåÿâíîãî ìåòîäà Àäàìñà âòî-
ðîãî ïîðÿäêà) â êà÷åñòâå ïðåäèêòîðà èñïîëüçóþò ìåòîä Ýéëåðà
(ÿâíûé ìåòîä Àäàìñà ïåðâîãî ïîðÿäêà) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöå-
äóðà ïðåäèêòîð�êîððåêòîð P (EC)l èìååò âèä

P : x0
1 = x0 + hk0, E : k1 = f(xl−1

1 ),

C : xl
1 = x0 + h

[
1

2
k0 +

1

2
k1

]
.

Èíòåðåñíî, ÷òî ïåðâûé øàã èòåðàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äà-
åò ðåøåíèå ìåòîäà Õîéíà (4.17).

4.5.4. Ëèíåéíûå ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â îá-
ùåì âèäå

αsxs + . . .+ α0x0 = h(βsks + . . .+ β0k0). (4.98)

Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

αs ̸= 0, |α0|+ |β0| > 0.

Îáû÷íî ïîëàãàþò, ÷òî αs = 1. Åñëè βs = 0, ìåòîä (4.98) íàçûâà-
åòñÿ ÿâíûì, èíà÷å � íåÿâíûì.

Ìåòîäû âèäà (4.98) åùå íàçûâàþò ëèíåéíûìè ìíîãîøàãîâû-
ìè, ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ x è ôóíêöèè k âõîäÿò â íèõ ëèíåéíûì
îáðàçîì.
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4.5.5. Ïîðÿäîê ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ

Ìíîãîøàãîâûé ìåòîä (4.98) èìååò ïîðÿäîê p, åñëè íåâÿçêà ρ, êî-
òîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè òî÷íîãî ðåøåíèÿ â (4.98),
ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïîðÿäêà hp+1, ò.å.

ρ ≡
s∑

i=0

αix(ti)− h
s∑

i=0

βix
′(ti) = O(hp+1). (4.99)

Ðàçëîæèì ðåøåíèÿ x(ti) â ðÿä Òåéëîðà:

x(ti) = x(t0 + ih) =

p+1∑
j=0

(ih)j

j!
x(j)(t0) +O(hp+2). (4.100)

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîäíûõ x′(ti) áóäåì èìåòü

x′(ti) = x′(t0 + ih) =

p∑
j=0

(ih)j

j!
x(j+1)(t0) +O(hp+1). (4.101)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (4.100) è (4.101) â (4.99) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî
ðàçëîæåíèå íåâÿçêè ïî ñòåïåíÿì h:

ρ =

(∑
i

αi

)
x(t0) + h

(∑
i

iαi −
∑
i

βi

)
x′(t0) +

+
h2

2

(∑
i

i2αi − 2
∑
i

iβi

)
x′′(t0) +

+ . . .+
hp

p!

(∑
i

ipαi − p
∑
i

ip−1βi

)
x(p)(t0) +

+
hp+1

(p+ 1)!

(∑
i

ip+1αi − (p+ 1)
∑
i

ipβi

)
x(p+1)(t0) +O(hp+2).

(4.102)
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Îòñþäà, äëÿ òîãî ÷òîáû íåâÿçêà ρ èìåëà ïîðÿäîê hp+1, âñå âûðà-
æåíèÿ â ñêîáêàõ ïåðâûõ p + 1 ÷ëåíîâ (4.102) äîëæíû ðàâíÿòüñÿ
íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì óñëîâèÿ ïîðÿäêà ëèíåéíîãî ìíî-
ãîøàãîâîãî ìåòîäà ∑

i

αi = 0,∑
i

iαi −
∑
i

βi = 0,

. . . (4.103)∑
i

ipαi − p
∑
i

ip−1βi = 0.

Ïîñêîëüêó p ≥ 1, òî ïåðâûå äâà óñëîâèÿ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
âñåãäà. Îíè îáðàçóþò òàê íàçûâàåìîå óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè.

Íàéäåì ÿâíûé äâóøàãîâûé ìåòîä ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî
ïîðÿäêà. ßâíûé äâóøàãîâûé ìåòîä ìîæíî ïðåäñòàâèòü â îáùåì
âèäå

x2 + α1x1 + α0x0 = h(β1k1 + β0k0) (α2 = 1).

Èç (4.103) âûïèøåì ïåðâûå ÷åòûðå ñîîòíîøåíèÿ:

1 + α1 + α0 = 0,

2 + α1 − β0 − β1 = 0,

4 + α1 − 2β1 = 0,

8 + α1 − 3β1 = 0.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷àåì α0 = −5, α1 = 4, β0 = 2, β1 = 4.
Ïÿòîå ñîîòíîøåíèå â (4.103)

16 + α1 − 4β1 = 0

ïðè íàéäåííûõ êîýôôèöèåíòàõ óæå íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïîýòîìó äâó-
øàãîâûé ìåòîä ñ ïîëó÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè

x2 + 4x1 − 5x0 = h(4k1 + 2k0), (4.104)

áóäåò èìåòü òðåòèé ïîðÿäîê.
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4.5.6. Óñòîé÷èâîñòü ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ

Ðàíåå ìû âûÿñíèëè, ÷òî ãëîáàëüíàÿ îøèáêà â ìåòîäàõ Ðóíãå�
Êóòòû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåëè÷èíó ïîðÿäêà hp: ∥E∥ = O(hp).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ãëîáàëü-
íàÿ òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîâûøàåòñÿ. Îäíàêî íå äëÿ
âñåõ ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ ýòî òàê, è óìåíüøåíèå øàãà èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ïðèâîäèò òîëüêî ê óâåëè÷åíèþ ãëîáàëüíîé îøèáêè,
íåñìîòðÿ íà ïîâûøåíèå ëîêàëüíîé òî÷íîñòè. Òàêàÿ îñîáåííîñòü
ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ ñâÿçàíà ñ ïîíÿòèåì íåóñòîé÷èâîñòè.

Âàæíóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ñõåìû èíòåãðèðî-
âàíèÿ èãðàåò ïîâåäåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðè h→ 0 è ôèêñè-
ðîâàííîì ∆t = Nh. Î÷åâèäíî, ïðè h→ 0 ñõåìà (4.98) äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî (n+ s)-ãî øàãà ïðèâîäèòñÿ ê ôîðìóëå

αsxn+s + . . .+ α0xn = 0. (4.105)

Åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷èñëåííóþ ñõåìó, ïðèìåíåííóþ ê
ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

x′ = 0.

Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå êàê xi = zζi è ïîäñòàâèì åãî â (4.105):

zζn(αsζ
s + . . .+ α0) = 0.

Îòñþäà ζ äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü òàê íàçûâàåìîìó õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîìó óðàâíåíèþ

αsζ
s + . . .+ α0 = 0. (4.106)

Èññëåäîâàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ óñëîæíÿåòñÿ, êî-
ãäà ó íåãî èìåþòñÿ êðàòíûå êîðíè êðàòíîñòè m. Â ýòîì ñëó÷àå
m ðåøåíèé äëÿ ýòîãî êîðíÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

xi = ij−1zζi (j = 1, . . . ,m). (4.107)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (4.106) èìååò
êîðíè ζ1, . . . , ζl êðàòíîñòåé m1, . . . ,ml ñîîòâåòñòâåííî, òî ñóïåð-
ïîçèöèÿ ðåøåíèé (4.107) áóäåò äàâàòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
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(4.105):
xi = p1(i)ζ

i
1 + . . .+ pl(i)ζ

i
l , (4.108)

ãäå pj(i) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé mj − 1, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ
îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ïîýòîìó äëÿ îãðàíè÷åííî-
ñòè ðåøåíèé xi íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû, âî-ïåðâûõ, êîðíè
ζ ëåæàëè âíóòðè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè (|ζ| < 1) è, âî-âòîðûõ,
÷òîáû âñå êîðíè íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè (|ζ| = 1) áûëè ïðî-
ñòûìè. Ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì òðåáîâàíè-
ÿì, íàçûâàþòñÿ óñòîé÷èâûìè ïî Äàëêâèñòó èëè D-óñòîé÷èâûìè
(Hairer et al., 1993).

Èññëåäóåì íà óñòîé÷èâîñòü ìåòîä (4.104). Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí äëÿ íåãî çàïèøåòñÿ êàê

ζ2 + 4ζ − 5 = 0.

Åãî êîðíè ζ1 = −5, ζ2 = 1. Òàê êàê |ζ1| > 1, ìíîãîøàãîâûé
ìåòîä (4.104) íåóñòîé÷èâ. Ìåæäó òåì âñå ìåòîäû Àäàìñà (4.93)
D-óñòîé÷èâûå, ïîñêîëüêó òîëüêî îäèí êîðåíü èõ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ðàâåí åäèíèöå, òîãäà êàê îñòàëüíûå � íóëþ.

4.5.7. Íàèâûñøèé äîñòèæèìûé ïîðÿäîê

äëÿ óñòîé÷èâûõ ìåòîäîâ

Â óñëîâèÿõ ïîðÿäêà (4.103) ñîäåðæàòñÿ 2s+ 1 íåèçâåñòíûõ (αs =
= 1). Äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî 2s + 1 óñëîâèé. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïîñëå îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ìû ïî-
ëó÷èì ìåòîä ïîðÿäêà p = 2s. Îäíàêî òàêèå ìåòîäû íå èìåþò
ïðàêòè÷åñêîé öåííîñòè, ïîñêîëüêó îíè íåóñòîé÷èâû. Ã. Äàëêâèñò
(Dahlquist, 1956) ïîêàçàë, ÷òî ïîðÿäîê p óñòîé÷èâîãî ëèíåéíîãî
s-øàãîâîãî ìåòîäà ïîä÷èíÿåòñÿ îãðàíè÷åíèÿì:

p ≤ s+ 2 ïðè ÷åòíûõ s,
p ≤ s+ 1 ïðè íå÷åòíûõ s,
p ≤ s ïðè βs/αs ≤ 0.
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4.5.8. Ïðàêòè÷åñêàÿ îöåíêà ëîêàëüíîé ïîãðåøíîñòè

Ëîêàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ìíîãîøàãîâîãî ìåòîäà ìîæåò áûòü îöå-
íåíà â ñîïîñòàâëåíèè åãî ðåøåíèÿ íà øàãå ñ ðåøåíèåì äðóãîãî
ìåòîäà òîãî æå ïîðÿäêà. Ñîãëàñíî (4.99) è (4.102), äëÿ ìåòîäà
ïîðÿäêà p áóäåì èìåòü

x(ts) =
1

αs

(
h

s∑
i=0

βix
′(ti)−

s−1∑
i=0

αix(ti)

)
+

ρ

αs
=

= xs + Cp+1
hp+1

(p+ 1)!
x(p+1)(t0) +O(hp+2), (4.109)

ãäå

Cp+1 =
1

αs

(∑
i

ip+1αi − (p+ 1)
∑
i

ipβi

)
.

Ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ìåòîäà x̂s òîãî æå ïîðÿäêà òàêæå áó-
äåò óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ (4.109), íî ñî ñâîåé êîíñòàíòîé
Ĉp+1. Îòñþäà, èãíîðèðóÿ ÷ëåíû ïîðÿäêà hp+2, ïîëó÷àåì îöåíêó
ëîêàëüíîé ïîãðåøíîñòè (ôîðìóëó Ìèëíà) (Milne, 1926)

∥e∥cal = ∥xs − x(ts)∥ =
|Cp+1|

|Cp+1 − Ĉp+1|
∥xs − x̂s∥, (4.110)

à òàêæå óòî÷íåííîå ðåøåíèå

xs −
Cp+1

Cp+1 − Ĉp+1

(xs − x̂s) = x(ts) +O(hp+2).

4.5.9. Âûáîð øàãà

Èçìåíåíèå âåëè÷èíû øàãà äëÿ ýôôåêòèâíîãî ÷èñëåííîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ â ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäàõ (4.98) ãîðàçäî ñëîæíåå, ÷åì
â îäíîøàãîâûõ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ìíîãî-
øàãîâîé ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷åíèå êàæäîãî ñëåäóþùåãî
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ðåøåíèÿ íà íîâîì øàãå ïðåäïîëàãàåò ïåðåâû÷èñëåíèå ïðåäûäó-
ùèõ ðåøåíèé íà íîâîé ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ ñîîòâåòñòâóþùåé âå-
ëè÷èíîé øàãà. Äëÿ ýòîãî, êàê ïðàâèëî, ïðèáåãàþò ê èíòåðïîëÿöè-
îííûì ìíîãî÷ëåíàì. Ãëàâíûé íåäîñòàòîê òàêîãî ïîäõîäà ñîñòîèò
â òîì, ÷òî âìåñòå ñ ðåøåíèÿìè íåîáõîäèìî ïåðåâû÷èñëÿòü è çíà-
÷åíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé. Äðóãîé ïîäõîä � ýòî ïîñòðîåíèå
ìíîãîøàãîâûõ ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå.

Åñëè â ÿâíîì ìåòîäå Àäàìñà â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ ïîäûí-
òåãðàëüíîé ôóíêöèè âûáðàòü ïîëèíîì Íüþòîíà29

g(t) = ks−1+ks−1,s−2(t−ts−1)+. . .+ks−1,s−2,...,0(t−ts−1) . . . (t−t1),

(ks−1,...,s−1−i � ðàçäåëåííàÿ ðàçíîñòü i-ãî ïîðÿäêà, îïðåäåëÿåìàÿ
íà ñåòêå ts−1, . . . , ts−1−i), òî îáîáùåíèå ìåòîäà íà ñëó÷àé ïåðåìåí-
íîãî øàãà äàåò ñõåìó èíòåãðèðîâàíèÿ

xs = xs−1 +
s−1∑
i=0

γi1ks−1,s−2,...,s−1−i, (4.111)

ãäå èíòåãðàëû

γi1 =

∫ ts

ts−1

(t− ts−1) . . . (t− ts−i)dt

âû÷èñëÿþòñÿ ðåêóððåíòíî ïî ôîðìóëàì (Õîëë, Óàòò, 1979)

γ0j = (ts − ts−1)
j/j! (j = 1, . . . , s+ 1),

γij = (ts− ts−i)γi−1,j − jγi−1,j+1 (i = 1, . . . , s; j = 1, . . . , s− i+1).

Íà ïðàêòèêå (4.111) óäîáíî èñïîëüçîâàòü â òàíäåìå ñ íåÿâíû-
ìè ñõåìàìè èíòåãðèðîâàíèÿ. Â íåÿâíûõ ìåòîäàõ ñ ïåðåìåííûì
øàãîì âûáèðàåòñÿ ïîëèíîì

g(t) = ks−1+ks−1,s−2(t− ts−1)+ . . .+ks,s−1,...,0(t− ts−1) . . . (t− t0).
29Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé çäåñü ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû

ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû (4.61).
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Òîãäà ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

xs = xC
s = xP

s + γs1ks,s−1,...,0, (4.112)

ãäå xP
s � ðåøåíèå-ïðåäèêòîð (4.111).

Óäîáñòâî òàíäåìà ïðåäèêòîð�êîððåêòîð (4.111) è (4.112) â äàí-
íîì ñëó÷àå ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîððåêòèðóþùèé ÷ëåí â (4.112)
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ êîíòðîëÿ øàãà, ïîñêîëüêó îí ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé îöåíêó îøèáêè ÿâíîãî ìåòîäà, ò.å.

∥e∥cal = ∥γs1ks,s−1,...,0∥.

Êðîìå òîãî, ìíîãîøàãîâûå ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ Àäàìñà íà
íåðàâíîìåðíîé ñåòêå ïîçâîëÿþò îòêàçàòüñÿ îò îäíîøàãîâûõ ñõåì,
íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíûõ ðåøåíèé. Ïîêàæåì, êàê
ýòî âîçìîæíî.

Â íà÷àëå èíòåãðèðîâàíèÿ âû÷èñëèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ
k0 = f(t0,x0) è âûáåðåì íà÷àëüíóþ âåëè÷èíó øàãà h1 = ∥e∥tol/∥k0∥,
êîòîðàÿ ôîðìàëüíî, åñëè ìîæíî òàê ñêàçàòü, îáåñïå÷èâàåò çàäà-
âàåìóþ òî÷íîñòü êàê äëÿ ìåòîäà íóëåâîãî ïîðÿäêà. Èñïîëüçóÿ
ïðåäèêòîð�êîððåêòîð äëÿ s = 1 íàõîäèì îöåíêó ëîêàëüíîé ïî-
ãðåøíîñòè ∥e∥cal ïðåäèêòîðà (ìåòîäà Ýéëåðà). Óòî÷íÿÿ ïî ýòîé
îöåíêå âåëè÷èíó h1, ñ òåì ÷òîáû îíà ñîîòâåòñòâîâàëà çàäàâàåìîé
òî÷íîñòè ïðåäèêòîðà, ïîëó÷èì âòîðîå ðåøåíèå x1 è ïðàâóþ ÷àñòü
k1. Ýòîò ýòàï ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñõåìû

x0 → h1 = ∥e∥tol/∥k0∥ → P (EC)ls=1 → x1,k1

↑ ↓
h1 ← ∥e∥cal

(4.113)

Çàòåì, èñïîëüçóÿ ïðåäèêòîð�êîððåêòîð äëÿ s = 2 ñ âåëè÷èíîé
øàãà h2 = h1, ïîëó÷àåì x2 è k2 âìåñòå ñ î÷åðåäíîé îöåíêîé ∥e∥cal,
êîòîðóþ óæå ïðèìåíÿåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùåãî øàãà h3;
ïîñëå, èñïîëüçóÿ ïðåäèêòîð�êîððåêòîð äëÿ s = 3, íàõîäèì x3, k3

è h4, è òàê äàëåå, ïîêà íå íàáåðåì íóæíîå êîëè÷åñòâî ïðàâûõ
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÷àñòåé óðàâíåíèÿ äëÿ çàäàííîãî ïîðÿäêà ìåòîäà:

k0,k1,x1, h2 → P (EC)ls=2 → x2,k2 → h3,

k0,k1,k2,x2, h3 → P (EC)ls=3 → x3,k3 → h4,

. . .

(4.114)

Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ëîêàëüíûå îøèáêè ïîëó÷àåìûõ ïðèáëèæåí-
íûõ ðåøåíèé íå áóäóò ïðåâûøàòü âåëè÷èíó ∥e∥tol, â òî âðåìÿ
êàê ìíîãîøàãîâàÿ ñõåìà ïðè ñáîðêå ñ óâåëè÷åíèåì ïîðÿäêà áóäåò
ïëàâíî âûõîäèòü íà âåëè÷èíó øàãà, îáåñïå÷èâàþùóþ çàäàâàåìóþ
ëîêàëüíóþ òî÷íîñòü.

4.5.10. Ïîðÿäîê è øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè

êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ Àäàìñà

Êàê è â ñëó÷àå íåÿâíûõ ìåòîäîâ Ðóíãå�Êóòòû (ñì. ïîäðàçä. 4.3.8),
øàã èíòåãðèðîâàíèÿ h â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííîãî ïîðÿäêà p â
ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäàõ èìååò îãðàíè÷åíèÿ: ñ îäíîé ñòîðîíû, îí
äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû îáåñïå÷èâàòü ìåòîäè-
÷åñêóþ îøèáêó, íå ìåíüøóþ âû÷èñëèòåëüíîé; ñ äðóãîé ñòîðîíû,
îí äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî ìàëûì, ÷òîáû ñõåìà èíòåãðèðîâàíèÿ
îñòàâàëàñü óñòîé÷èâîé. Îöåíèì íàëàãàåìûå íà øàã ïðåäåëû äëÿ
ìåòîäîâ Àäàìñà�Ìóëüòîíà, êàê íàèáîëåå èñïîëüçóåìûõ íà ïðàê-
òèêå, ïðèìåíèòåëüíî ê êðóãîâîé çàäà÷å.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå òèïà (4.106), ñîîòâåòñòâóþùåå
êîìïëåêñíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ êðóãîâîãî äâèæå-
íèÿ (4.80), äëÿ ìåòîäà Àäàìñà�Ìóëüòîíà (4.93) ïîðÿäêà p = s+1
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

iζs − iζs−1 + νh(βsζ
s + · · ·+ β0) = 0. (4.115)

Êàê âèäíî, êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (4.115) çàâèñÿò
îò âåëè÷èíû hφ = νh. Ìåæäó òåì óñòîé÷èâîñòü ñõåìû èíòåãðèðî-
âàíèÿ èìååò ìåñòî, êîãäà êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
íàõîäÿòñÿ âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
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Ðèñ. 4.2. Óñòîé÷èâîñòü ìåòîäîâ Àäàìñà�Ìóëüòîíà â çàâèñèìîñòè îò

ïîðÿäêà è øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ â êðóãîâîé çàäà÷å. Êðèâûìè ëèíèÿìè

ïîêàçàíû óðîâíè ìåòîäè÷åñêîé òî÷íîñòè

Ýòî óñëîâèå ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿåò âåðõíèå ïðåäåëû äîïóñòè-
ìûõ çíà÷åíèé hφ. Íåêîòîðûå èç íèõ äëÿ p = 9�15 ïîêàçàíû íà
ðèñ. 4.2 (÷åðíûìè êâàäðàòèêàìè).

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ïîðÿäêà ìåòîäà âåðõíèå
ïðåäåëû ñòðåìèòåëüíî óìåíüøàþòñÿ. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ýòî
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèÿõ â êîìïüþòåðíîé àðèô-
ìåòèêå ñ äâîéíîé òî÷íîñòüþ íå èìååò ñìûñëà èñïîëüçîâàòü ìå-
òîäû Àäàìñà�Ìóëüòîíà âûøå 10-ãî ïîðÿäêà, à â àðèôìåòèêå ñ
÷åòâåðíîé òî÷íîñòüþ � âûøå 13-ãî: áîëåå âûñîêèå ïîðÿäêè ïðè
óñòîé÷èâîì èíòåãðèðîâàíèè îáåñïå÷èâàþò èçëèøíå âûñîêóþ ìå-
òîäè÷åñêóþ òî÷íîñòü (ñì. êðèâûå ëèíèè), êîòîðàÿ ïðåâûøàåò âû-
÷èñëèòåëüíóþ. Ñêàæåì, åñëè â àðèôìåòèêå ñ äâîéíîé òî÷íîñòüþ
èñïîëüçîâàòü ìåòîä 11-ãî ïîðÿäêà, òî ðåçóëüòàòû, âûøå âû÷èñëè-
òåëüíîé òî÷íîñòè, ïîëó÷èòü íå óäàñòñÿ. Îäíàêî ðåçóëüòàòû òîé
æå òî÷íîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòîäîì 10-ãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì ñ
áîëüøèì øàãîì èíòåãðèðîâàíèÿ.
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4.6. Ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â äèíàìè÷åñêîé àñòðîíîìèè âîçðîñ èíòåðåñ
ê òàê íàçûâàåìûì ãåîìåòðè÷åñêèì ìåòîäàì ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ. Ó÷èòûâàÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, à òî÷íåå, èõ ðåøåíèé, ýòè ìåòîäû ïîçâîëÿþò êà÷å-
ñòâåííî óëó÷øèòü ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, â îñî-
áåííîñòè, åñëè îíî âûïîëíÿåòñÿ íà äëèòåëüíûõ (êîñìîãîíè÷åñêèõ)
èíòåðâàëàõ âðåìåíè.

Íàïîìíèì ñíà÷àëà, ÷òî êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé íà-
çûâàåòñÿ ñèñòåìà âèäà

x′ =
∂g

∂y
, y′ = −∂g

∂x
, (4.116)

ãäå x è y � êàíîíè÷åñêèå m-ìåðíûå âåêòîðû, à g = g(x,y) �
ãàìèëüòîíèàí, êîòîðûé ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì êàíîíè÷å-
ñêîé ñèñòåìû: g(x,y) = const. Îòìåòèì âàæíîå äëÿ íàñ ñâîéñòâî
êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû: ïðåîáðàçîâàíèå âðåìåííîãî ñäâèãà

x(t)
h−→ x̄(t) = x(t+ h), y(t)

h−→ ȳ(t) = y(t+ h) (4.117)

ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì (êàíîíè÷åñêèì). Äåéñòâèòåëüíî, âåäü
íîâûå ïåðåìåííûå òàêæå óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (4.116).

Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå íàìè äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îáðàòèìû ïî âðåìåíè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
âûïîëíåííûå ïîñëåäîâàòåëüíî ïðÿìîå è îáðàòíîå èíòåãðèðîâà-
íèÿ çàäà÷è Êîøè ñ îäíèì è òåì æå øàãîì h äàþò åå íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ:

x(t0)
h−→ x(t0 + h)

−h−−→ x(t0). (4.118)

4.6.1. Óðàâíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

x′′ = −x, (4.119)
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êîòîðîå ïðåäñòàâèìî â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

x′ = y, y′ = −x. (4.120)

Îòìåòèì âàæíûå ñâîéñòâà ñèñòåìû (4.120): 1) îíà èìååò èíòåãðàë

g(x, y) =
1

2
(x2 + y2) = const; (4.121)

2) ñèñòåìà êàíîíè÷íà ñ ãàìèëüòîíèàíîì g; 3) îíà îáðàòèìà ïî
âðåìåíè.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (4.120) öåëåñîîá-
ðàçíî ïðèìåíÿòü òàêèå ìåòîäû, êîòîðûå áû ó÷èòûâàëè íàçâàííûå
ñâîéñòâà ñèñòåìû. Ïîñêîëüêó ýòè ñâîéñòâà òåì èëè èíûì îáðàçîì
ñâÿçàíû ñ ãåîìåòðèåé ðåøåíèé ñèñòåìû, òî ìåòîäû èíòåãðèðîâà-
íèÿ, ó÷èòûâàþùèå õîòÿ áû îäíî èç íèõ, îáû÷íî íàçûâàþò ãåî-
ìåòðè÷åñêèìè (Hairer et al., 2002).

Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî ñâîéñòâà 1�3 õàðàêòåðíû äëÿ ìíîãèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåáåñíîé ìåõàíèêè. Â ÷àñòíîñòè,
óðàâíåíèÿ êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ (îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîé
ìàññû ñ ãðàâèòàöèîííûì ïàðàìåòðîì µ) ïðåäñòàâèìû â âèäå

x′ = ẋ =
∂g

∂ẋ
, ẋ′ = −µ x

|x|3
= −∂g

∂x
, ãäå g =

ẋ2

2
− µ

|x|
= const;

ò.å. îíè êàíîíè÷íû, ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò èíòåãðàë ýíåðãèè, à
òàêæå îáðàòèìû ïî âðåìåíè.

4.6.2. Ìåòîäû Ýéëåðà

Ïðèìåíèì òåïåðü ê óðàâíåíèÿì (4.120) ÿâíûé è íåÿâíûé ìåòîäû
Ýéëåðà:

xn+1 = xn + hyn, yn+1 = yn − hxn;
xn+1 = xn + hyn+1, yn+1 = yn − hxn+1.

(4.122)

Ðàçðåøåíèå â íåÿâíîé ñõåìå (n+1)-ãî ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî n-ãî
äàåò

xn+1 =
xn + hyn
1 + h2

, yn+1 =
yn − hxn
1 + h2

.



4.6. Ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû 187

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåìûå ìåòî-
äàìè Ýéëåðà íà îäíîì øàãå, ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöè-
åíòà 1/(1+h2). Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèÿ â èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå
g(x, y) (4.121), ïîëó÷àåì äëÿ ÿâíîãî ìåòîäà

g(xn+1, yn+1) = (1 + h2)g(xn, yn) = (1 + h2)n+1g(x0, y0)

è äëÿ íåÿâíîãî

g(xn+1, yn+1) =
g(xn, yn)

1 + h2
=

g(x0, y0)

(1 + h2)n+1
.

Êàê âèäíî, ïðè ïîøàãîâîì èíòåãðèðîâàíèè ìåòîäàìè Ýéëåðà èí-
òåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå íå ñîõðàíÿåòñÿ: â ÿâíîì ñëó÷àå îíî óâå-
ëè÷èâàåòñÿ, òîãäà êàê â íåÿâíîì óìåíüøàåòñÿ.

Äàëåå, ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå ñäâèãà ïî âðåìåíè (4.117)
ñèìïëåêòè÷íî, òî ïîøàãîâîå îòîáðàæåíèå â ñîîòâåòñòâèè ñî ñõå-
ìîé

xn
h−→ xn+1, yn

h−→ yn+1 (4.123)

òàêæå äîëæíî áûòü ñèìïëåêòè÷åñêèì. Ïðîâåðèì íà ñèìïëåêòè÷-
íîñòü ñõåìû Ýéëåðà. Âû÷èñëèì ñêîáêè Ïóàññîíà

{xn+1, yn+1} =
∂xn+1

∂xn

∂yn+1

∂yn
− ∂xn+1

∂yn

∂yn+1

∂xn
. (4.124)

Òîãäà äëÿ ÿâíîãî è íåÿâíîãî ìåòîäîâ ïîëó÷àåì {xn+1, yn+1} =
= 1+ h2 è {xn+1, yn+1} = 1/(1 + h2) ñîîòâåòñòâåííî. Âìåñòå ñ òåì
èçâåñòíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå (4.123) ñèìïëåêòè÷íî, åñëè ñêîáêà
Ïóàññîíà ðàâíà åäèíèöå. Ñëåäîâàòåëüíî, ìåòîäû Ýéëåðà íå ñèì-
ïëåêòè÷íû.

Îáðàòèìîñòü ïî âðåìåíè (4.118) óðàâíåíèé (4.120) òðåáóåò,
÷òîáû ñõåìà èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè åå ïîñëåäîâàòåëüíîì èñïîëüçî-
âàíèè ñíà÷àëà ñ øàãîì h, à çàòåì ñ øàãîì −h äàâàëà èñõîäíûå
ðåçóëüòàòû. Îäíàêî, ñîãëàñíî ñõåìàì Ýéëåðà (4.122), áóäåì èìåòü
â ÿâíîì ñëó÷àå

xn
h−→ xn + hyn

−h−−→ (1 + h2)xn, yn
h−→ yn − hxn

−h−−→ (1 + h2)yn
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è â íåÿâíîì ñëó÷àå

xn
h−→ xn + hyn

1 + h2
−h−−→ xn

1 + h2
, yn

h−→ yn − hxn
1 + h2

−h−−→ yn
1 + h2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñõåìû Ýéëåðà íå îáðàòèìû ïî âðåìåíè.
Òàêèì îáðàçîì, ìåòîäû Ýéëåðà íå ãåîìåòðè÷åñêèå. Òåì íå ìå-

íåå îíè ìîãóò ñòàòü òàêîâûìè ïîñëå ââåäåíèÿ ðÿäà íåçíà÷èòåëü-
íûõ ìîäèôèêàöèé.

Ïðîñòûì ñïîñîáîì ñîõðàíåíèÿ èíòåãðàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ âîçâðàùåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êàæäîãî øàãà íà èíòå-
ãðàëüíóþ êðèâóþ, çàäàâàåìóþ óðàâíåíèåì g(x, y) = g0 = g(x0, y0).
Êàê âèäíî èç (4.121), èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèé ãàðìîíè÷å-
ñêîãî îñöèëëÿòîðà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæ-
íîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñàìè

r0 =
√

2g0 =
√
x20 + y20,

îïðåäåëÿåìûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ïåðåìåùåíèÿ ÷èñëåííûõ
ðåøåíèé ∆xn+1 è ∆yn+1 áóäåì îñóùåñòâëÿòü âäîëü íîðìàëè ê èí-
òåãðàëüíîé êðèâîé â òî÷êå (xn+1, yn+1), ò.å. âäîëü âåêòîðà ïîëîæå-
íèÿ ýòîé òî÷êè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà èç ãåîìåòðè÷åñêèõ
ñîîáðàæåíèé íåòðóäíî ïîëó÷èòü ïîïðàâêè ê ðåøåíèÿì:

∆xn+1 = −
rn+1 − r0
rn+1

xn+1, ∆yn+1 = −
rn+1 − r0
rn+1

yn+1, (4.125)

ãäå

rn+1 =
√

2gn+1 =
√
x2n+1 + y2n+1.

Èíòåðåñíî, ÷òî ïðîñòîé ôîðìàëüíîé çàìåíîé â ñõåìàõ (4.122)
ïåðâûõ (èëè âòîðûõ) ÷àñòåé äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé xn+1

(èëè yn+1) óäàåòñÿ ïîëó÷èòü äâå ÿâíûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ñõåìû
èíòåãðèðîâàíèÿ

yn+1 = yn − hxn, xn+1 = xn + hyn+1;

xn+1 = xn + hyn, yn+1 = yn − hxn+1.
(4.126)
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Ñèìïëåêòè÷íîñòü ìîäèôèöèðîâàííûõ ìåòîäîâ Ýéëåðà íåñëîæíî
ïðîâåðèòü, âû÷èñëèâ, êàê è ðàíåå, ñêîáêè Ïóàññîíà (4.124), êîòî-
ðûå îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè åäèíèöå â îáîèõ ñëó÷àÿõ.

Êîìáèíèðóÿ ñõåìû ìåòîäîâ Ýéëåðà, ìîæíî ïîëó÷èòü íîâóþ,
óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ îáðàòèìîñòè ïî âðåìåíè (4.118): ïðè-
ìåíèì ñíà÷àëà ÿâíóþ ñõåìó Ýéëåðà ñ øàãîì h/2, à çàòåì � íåÿâ-
íóþ ñ òåì æå øàãîì, â èòîãå áóäåì èìåòü ñõåìó ìåòîäà òðàïåöèé30

xn+1 = xn +
h

2
(yn + yn+1), yn+1 = yn −

h

2
(xn + xn+1).

Ïîñêîëüêó ìåòîä òðàïåöèé ñèììåòðè÷åí, îí áóäåò óäîâëåòâîðÿòü
óñëîâèþ îáðàòèìîñòè (4.118)31 (ñì. ïîäðàçä. 4.6.4).

4.6.3. Ïðîåêöèîííûé ìåòîä

Äëÿ ñîõðàíåíèÿ èíòåãðàëîâ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ÷àñòî ïðèìåíÿþò òàê íàçûâàåìûé ïðîåêöèîííûé ìåòîä, êîòî-
ðûé, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå ïðåäëîæèë Ï. Íàêîçè â 1971 ã. (Nacozy,
1971)32. Çàìåòèì, ÷òî èññëåäóåìàÿ ðàíåå ñèñòåìà (4.120) âìåñòå
ñ èíòåãðàëüíûì ñîîòíîøåíèåì (4.121) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷à-
åì äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé, êîòîðûå
èìåþò âèä

x′ = f(t,x), x(t0) = x0, g(x) = g(x0) = g0 = const,

ãäå â êà÷åñòâå àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îáû÷íî âûñòóïàþò èí-
òåãðàëû ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ëèáî íàëàãàåìûå
íà íåå ñâÿçè. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèîííûé ìåòîä íà ïðèìåðå ýòîé
ñèñòåìû.

Èäåÿ ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñëå êàæäîé ñòàíäàðòíîé
ïðîöåäóðû èíòåãðèðîâàíèÿ íà øàãå âíîñèòü â ÷èñëåííîå ðåøå-
íèå xn+1 ïîïðàâêè ∆xn+1 çà îòêëîíåíèå g(xn+1) îòíîñèòåëüíî g0,

30Âïðî÷åì, çäåñü îíà ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ñõåìîé ìåòîäà ñðåäíåé òî÷êè.
31Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî îí, êðîìå òîãî, ñîõðàíÿåò èíòåãðàë (4.121).
32Ìû óæå ðàññìàòðèâàëè ýòîò ìåòîä â ïîäðàçä. 3.3.5.
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÷òî ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ðàâíîñèëüíî ïðîåêöèè ðåøå-
íèÿ xn+1 â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íà ãèïåðïîâåðõíîñòü g(x) = g0,
ò.å. èñïðàâëåííîå ðåøåíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü àëãåáðàè÷åñêî-
ìó óðàâíåíèþ

g(xn+1 +∆xn+1) = g0.

Ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååì

g(xn+1) +
∂g

∂x
(xn+1) ·∆xn+1 = g0. (4.127)

×òîáû îáåñïå÷èòü íàèìåíüøóþ âåëè÷èíó ïîïðàâêè ∆xn+1 â ñîîò-
âåòñòâèè ñ (4.127), åå íàïðàâëÿþò âäîëü íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè
g(x) = g(xn+1) â òî÷êå xn+1, ïðåäñòàâëÿÿ, òàêèì îáðàçîì, â âèäå

∆xn+1 = α
∂g

∂x
(xn+1). (4.128)

Êîýôôèöèåíò α îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè (4.128) â (4.127).
Â èòîãå áóäåì èìåòü ïîïðàâêó

∆xn+1 = −∆g

[
∂g

∂x

(
∂g

∂x
· ∂g
∂x

)−1
]
(xn+1), ∆g = g(xn+1)− g0.

(4.129)
Ïîñêîëüêó (4.129) ïîëó÷àåòñÿ èç ïðèáëèæåííîãî ñîîòíîøåíèÿ

(4.127), òî èñïðàâëåííîå ðåøåíèå ìîæåò åùå íå óäîâëåòâîðÿòü
àëãåáðàè÷åñêîìó óðàâíåíèþ. Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò ïîâòîðÿòü
ïðîöåäóðó óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ (4.129) äî òåõ ïîð, ïîêà ïîïðàâ-
êà ∆xn+1 íå ñòàíåò äîñòàòî÷íî ìàëîé.

Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ìû âûïîëíèì â (4.125) ïðèáëè-
æåííóþ çàìåíó

rn+1 − r0 ≈
gn+1 − g0
rn+1

,

òî ïîëó÷èì êîððåêöèþ ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà (4.129) ïðèìåíè-
òåëüíî ê äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå ãàðìîíè÷å-
ñêîãî îñöèëëÿòîðà (4.120) è (4.121).
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4.6.4. Ñèìïëåêòè÷åñêèå è ñèììåòðè÷íûå ìåòîäû

Ïðîñòûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ìåòîäû. Ñèìïëåêòè÷åñêèå ñõåìû èí-
òåãðèðîâàíèÿ ñòðîÿòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îòîáðàæåíèå

xn
h−→ xn+1, yn

h−→ yn+1

áûëî êàíîíè÷åñêèì. Òîãäà äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ, íàïðèìåð, W = W (xn,yn+1) ëèáî W = W (xn+1,yn),
äëÿ êîòîðîé

xn+1 =
∂W

∂yn+1
, yn =

∂W

∂xn
; ëèáî xn =

∂W

∂yn
, yn+1 =

∂W

∂xn+1
.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå òàêèõ ôóíêöèé (Yoshida, 1993)

W (xn,yn+1) = xn · yn+1 + hg(xn,yn+1),

W (xn+1,yn) = xn+1 · yn − hg(xn+1,yn),

òîãäà ïîëó÷àåì ñèìïëåêòè÷åñêèå ñõåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà

xn+1 = xn + h
∂g

∂yn+1
, yn+1 = yn − h

∂g

∂xn
;

xn+1 = xn + h
∂g

∂yn
, yn+1 = yn − h

∂g

∂xn+1
, (4.130)

â êîòîðûõ áåç òðóäà óçíàåì ïåðâóþ è âòîðóþ ñèìïëåêòè÷åñêèå
ñõåìû Ýéëåðà (4.126) â ñëó÷àå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ãàðìî-
íè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, åñëè âìåñòî g ïîäñòàâèòü (4.121).

Äëÿ ìåòîäà âòîðîãî ïîðÿäêà âûáåðåì (Yoshida, 1993)

W (xn,yn+1) = xn · yn+1 + hg(xn,yn+1) +
h2

2

∂g

∂yn+1
· ∂g
∂xn

.

Òîãäà äàííîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåÿâ-
íûé ìåòîä

xn+1 = xn + h
∂g

∂yn+1
+
h2

2

[
∂2g

∂y2
n+1

∂g

∂xn
+

(
∂g

∂yn+1

)T ∂2g

∂yn+1∂xn

]
,

yn+1 = yn − h
∂g

∂xn
− h2

2

[
∂2g

∂yn+1∂xn

∂g

∂xn
+

(
∂g

∂yn+1

)T ∂2g

∂x2
n

]
.
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Ìåòîäû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ìîæíî êîíñòðóèðîâàòü ïî-
äîáíûì îáðàçîì. Îäíàêî î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé ïîäõîä íå ñòîëü
ýôôåêòèâåí, ïîñêîëüêó òðåáóåò ïîëó÷åíèÿ ôîðìóë äëÿ ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ îò ãàìèëüòîíèàíà ïî êàíîíè÷å-
ñêèì ïåðåìåííûì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âàæíûé äëÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ñëó-
÷àé, êîãäà g = y2/2 + U(x), ãäå x è y � âåêòîðû ïîëîæåíèÿ è
ñêîðîñòè ñîîòâåòñòâåííî. Ñèìïëåêòè÷åñêèå ñõåìû (4.130) òîãäà
ïðèìóò âèä

yn+1 = yn − h
∂U

∂x
(xn), xn+1 = xn + hyn+1;

xn+1 = xn + hyn, yn+1 = yn − h
∂U

∂x
(xn+1). (4.131)

Åñëè çà íåâîçìóùåííîå ïðèíÿòü ðåøåíèå çàäà÷è ïðè îòñóòñòâèè
ñèë (U = 0), òî ïðèìåíåíèå ïåðâîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñõåìû ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê êîððåêöèþ ñêîðîñòè çà âîçìóùåíèå ñ ïîñëå-
äóþùèì íàõîæäåíèåì òî÷íîãî ðåøåíèÿ äëÿ ïîëîæåíèÿ è ñêîðî-
ñòè íåâîçìóùåííîé çàäà÷è33. Âî âòîðîé ñõåìå, íàîáîðîò, ñíà÷àëà
íàõîäèòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè íåâîçìó-
ùåííîé çàäà÷è, à çàòåì êîððåêòèðóåòñÿ ñêîðîñòü çà âîçìóùåíèå.
Òàêîé âçãëÿä ïîçâîëÿåò ñêîíñòðóèðîâàòü áîëåå òî÷íûå ñèìïëåê-
òè÷åñêèå ñõåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.

Ðàññìîòðèì âîçìóùåííûé ãàìèëüòîíèàí g = y2/2 + UK(x) +
+ µU(x) ñ âîçìóùåíèåì µU(x) òàêîé, ÷òî äëÿ íåâîçìóùåííîãî
ãàìèëüòîíèàíà gK = y2/2 + UK(x) ñóùåñòâóåò òî÷íîå ðåøåíèå

x1 = x(t0+h) = Φh(x0,y0), y1 = y(t0+h) = Ψh(x0,y0); (4.132)

íàïðèìåð, ðåøåíèå çàäà÷è äâóõ òåë ñ êåïëåðîâñêîé ýíåðãèåé gK .
Çäåñü µ � ìàëûé ïàðàìåòð âîçìóùàþùèõ ñèë ñ ïîòåíöèàëüíîé
ôóíêöèåé µU(x). Òîãäà ñèìïëåêòè÷åñêèå ñõåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà,

33Ïîëîæåíèå â íåâîçìóùåííîé çàäà÷å ñî âðåìåíåì ìåíÿåòñÿ ëèíåéíî, à ñêî-
ðîñòü � ïîñòîÿííà.



4.6. Ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû 193

ïîäîáíûå (4.131), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

yn+1 = Ψh

(
xn,yn − µh

∂U

∂x
(xn)

)
,

xn+1 = Φh

(
xn,yn − µh

∂U

∂x
(xn)

)
;

xn+1 = Φh(xn,yn), yn+1 = Ψh(xn,yn)− µh
∂U

∂x
(xn+1).

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî äëÿ ýòèõ ñõåì âåëè÷èíà ëîêàëüíîé îøèáêè
áóäåò ïîðÿäêà µh2, ò.å. îíà ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå âîçìóùà-
þùèõ ñèë. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åì ñëàáåå âîçìóùåíèÿ, òåì ìåíüøå
ìåòîäè÷åñêàÿ îøèáêà.

Ïðîñòûå ñèììåòðè÷íûå ìåòîäû. Óñëîâèþ îáðàòèìîñòè (4.118)
îòâå÷àþò ñèììåòðè÷íûå ìåòîäû. Äëÿ èõ ïîñòðîåíèÿ ÷àñòî ïðè-
áåãàþò ê êîìáèíèðîâàíèþ îáû÷íûõ ìåòîäîâ Ðóíãå�Êóòòû ñ èõ
ñîïðÿæåííûìè ìåòîäàìè.

Ñîïðÿæåííûì ê èñõîäíîìó ìåòîäó Ðóíãå�Êóòòû (4.39) íàçû-
âàåòñÿ ìåòîä, ïîëó÷àåìûé â ðåçóëüòàòå çàìåíû â èñõîäíîì ìåòî-
äå (Hairer et al., 1993)

x0 ↔ x1, h↔ −h, t0 ↔ t0 + h. (4.133)

Î÷åâèäíî, ïîâòîðíàÿ çàìåíà äàåò èñõîäíûé ìåòîä, èíà÷å ãîâîðÿ,
ñîïðÿæåííûé ê ñîïðÿæåííîìó ìåòîäó ÿâëÿåòñÿ èñõîäíûì.

Ïðåäñòàâèì èñõîäíóþ ñõåìó èíòåãðèðîâàíèÿ êàê îòîáðàæåíèå
x1 = Φh(x0), à ñîïðÿæåííóþ � êàê x1 = Φ∗

h(x0). Ïîñëå çàìå-
íû (4.133) â èñõîäíîé ñõåìå áóäåì èìåòü x0 = Φ−h(x1). Îòñþ-
äà x1 = Φ−1

−h(x0). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîïðÿæåííûé ìåòîä ôàêòè÷å-
ñêè ïðåäñòàâëÿåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ñ îáðàòíûì øàãîì, ò.å.
Φ∗

h = Φ−1
−h. Îòñþäà Φ∗

−h ◦Φh = Φ−1
h ◦Φh = I, ãäå I � òîæäåñòâåí-

íîå ïðåîáðàçîâàíèå, è ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìîå è
îáðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå ñèììåòðè÷íûì ìåòîäîì (Φ∗

h = Φh) ñ
øàãîì ïðîèçâîëüíîé âåëè÷èíû h òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîæ-
äåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.
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Ñîïðÿæåííûé ìåòîä òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòû,
êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî a∗ij , b

∗
i è c

∗
i ñâÿçàíû ñ êîýôôèöèåíòàìè

èñõîäíîãî ìåòîäà aij , bi è ci êàê

a∗ij = bs+1−j−as+1−i,s+1−j , b∗i = bs+1−i, c∗i = 1−cs+1−i (4.134)

(i, j = 1, . . . , s). Äåéñòâèòåëüíî, âûïîëíèâ çàìåíó (4.133) â ìåòîäå
(4.39), ïðèâîäèì åãî ê ñîïðÿæåííîìó âèäó

x1 = x0 + h

s∑
j=1

bjkj ,

ki = f(t0 + h(1− ci),x0 + h

s∑
j=1

(bj − aij)kj) (i = 1, . . . , s).

×òîáû óïîðÿäî÷èòü â ôîðìóëå ki ïî âîçðàñòàíèþ êîýôôèöèåíòîâ
c∗i , íàì îñòàåòñÿ ïðîèçâåñòè çàìåíó èíäåêñîâ i → s + 1 − i è j →
s+ 1− j. Â èòîãå íàõîäèì ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè (4.134).

Êàêîâ æå ïîðÿäîê ñîïðÿæåííîãî ìåòîäà? ×òîáû âûÿñíèòü ýòî,
îöåíèì åãî ëîêàëüíóþ îøèáêó. Ïðèìåíèì èñõîäíóþ ñõåìó èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ x(t0), à ñîïðÿæåííóþ ñõåìó ñ îá-
ðàòíûì øàãîì � ê x(t1):

x1 = Φh(x(t0)), x∗
0 = Φ∗

−h(x(t1)).

Èñõîäíàÿ ñõåìà ïðåäñòàâëÿåò òî÷íîå ðåøåíèå x(t1) ñ îøèáêîé

e1 = x(t1)− x1 = C(t0)h
p+1 +O(hp+2).

Äàëåå, ïîñêîëüêó, êàê è äëÿ ëþáîãî ìåòîäà Ðóíãå�Êóòòû,

Φ∗
−h = I+O(h),

à Φ∗
−h = Φ−1

h , òî ñîïðÿæåííàÿ ñõåìà áóäåò ïðåäñòàâëÿòü òî÷íîå
ðåøåíèå x(t0) ñ îøèáêîé

e∗0 = x(t0)− x∗
0 = Φ∗

−h(x1)−Φ∗
−h(x(t1)) = −C(t0)h

p+1 +O(hp+2).
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Òîãäà äëÿ x∗
1 = Φ∗

h(x(t0)) èìååì (Hairer et al., 2002)

e∗1 = (−1)p+2C(t1)h
p+1 +O(hp+2) = (−1)pC(t0)h

p+1 +O(hp+2).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîïðÿæåííûé ìåòîä èìååò òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è
èñõîäíûé ìåòîä.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñîïðÿæåííûé ê ÿâíîìó ìåòîäó Ýéëå-
ðà áóäåò íåÿâíûé, è íàîáîðîò. Èíòåðåñíî, ÷òî è ñèìïëåêòè÷åñêèå
ìåòîäû Ýéëåðà (4.130) òàêæå âçàèìîñîïðÿæåííûå. Â òî æå âðåìÿ
ìåòîä ñðåäíåé òî÷êè

x1 = x0 + hf

(
t0 +

h

2
,
x0 + x1

2

)
è ìåòîä òðàïåöèé

x1 = x0 +
h

2
[f(t0,x0) + f(t1,x1)]

îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé (4.133). Òà-
êèå ìåòîäû, íàçûâàþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè (ñì. ïîäðàçä. 4.4.3).

Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ìåòîäà Φ∗
h = Φh, ïîýòîìó e∗1 = e1 è, â

÷àñòíîñòè, (−1)pC(t0) = C(t0), ÷òî èìååò ìåñòî ïðè ÷åòíîì p.
Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé ñèììåòðè÷íûé ìåòîä äîëæåí èìåòü ÷åò-
íûé ïîðÿäîê.

Ââåäåíèå ñîïðÿæåííûõ ìåòîäîâ ïîçâîëÿåò ïóòåì êîìáèíèðî-
âàíèÿ èõ ñ èñõîäíûìè î÷åíü ïðîñòî êîíñòðóèðîâàòü ñèììåòðè÷-
íûå ìåòîäû. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîå èñïîëüçîâàíèå íà
ïîëîâèíå øàãà ñíà÷àëà ñîïðÿæåííîãî ìåòîäà, à çàòåì èñõîäíîãî:
Φh/2 ◦ Φ∗

h/2, èëè íàîáîðîò: Φ∗
h/2 ◦ Φh/2, äàåò ñèììåòðè÷íûé ìå-

òîä. Ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íîñòè ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ðàññìîòðèì ïåðâûé ìåòîä x1 = Φh/2 ◦ Φ∗

h/2(x0). Âûïîëíèì ïðå-
îáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ (4.133) è ðàçðåøèì ñîïðÿæåííûé ìåòîä
îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ x1:

x0 = Φ−h/2 ◦Φ∗
−h/2(x1), òîãäà x1 = (Φ∗

−h/2)
−1 ◦Φ−1

−h/2(x0).
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Φ∗
−h/2 = Φ−1

h/2, ñíîâà ïîëó÷àåì ïåðâûé ñîñòàâíîé
ìåòîä. Ñëåäîâàòåëüíî, îí ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì. Òî æå ñàìîå
ñïðàâåäëèâî è äëÿ âòîðîãî ñîñòàâíîãî ìåòîäà.

Íàïðèìåð, åñëè ìû ïðèìåíèì íà ïîëøàãà ñíà÷àëà ÿâíûé ìå-
òîä Ýéëåðà, à çàòåì íåÿâíûé, òî ïîëó÷èì ìåòîä òðàïåöèé; åñëè â
îáðàòíîì ïîðÿäêå � ìåòîä ñðåäíåé òî÷êè. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî
ðåçóëüòèðóþùèå ìåòîäû èìåþò óæå âòîðîé ïîðÿäîê, òîãäà êàê
èõ ñîñòàâëÿþùèå � ïåðâûé. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ óæå ïîëó÷åííûì
âûøå ðåçóëüòàòîì, ÷òî ñèììåòðè÷íûå ìåòîäû äîëæíû èìåòü ÷åò-
íûé ïîðÿäîê. Åñëè ñîñòàâëÿþùèå ìåòîäû èìåþò ïåðâûé ïîðÿäîê,
òî ðåçóëüòèðóþùèå, êîíå÷íî æå, íå äîëæíû èìåòü ïîðÿäîê íèæå,
â òî âðåìÿ êàê ñëåäóþùèé (÷åòíûé) ïîðÿäîê � âòîðîé.

Ìåòîäû Øòåðìåðà�Âåðëå. Ñêîìïàíóåì äâå ñõåìû èíòåãðèðî-
âàíèÿ êàê

Φh/2 ◦Φ∗
h/2 è Φ∗

h/2 ◦Φh/2,

ãäå â êà÷åñòâå Φ âûáåðåì ïåðâóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñõåìó Ýéëåðà
(4.130). Òîãäà ñîñòàâíûå ñõåìû áóäóò

xn+1/2 = xn +
h

2

∂g

∂y
(xn+1/2,yn),

yn+1 = yn −
h

2

[
∂g

∂x
(xn+1/2,yn) +

∂g

∂x
(xn+1/2,yn+1)

]
,

xn+1 = xn+1/2 +
h

2

∂g

∂y
(xn+1/2,yn+1); (4.135)

yn+1/2 = yn −
h

2

∂g

∂x
(xn,yn+1/2),

xn+1 = xn +
h

2

[
∂g

∂y
(xn,yn+1/2) +

∂g

∂y
(xn+1,yn+1/2)

]
,

yn+1 = yn+1/2 −
h

2

∂g

∂x
(xn+1,yn+1/2). (4.136)

Ìåòîäû, îïðåäåëÿåìûå ñõåìàìè (4.135) è (4.136), íàçûâàþòñÿ ìå-
òîäàìè Øòåðìåðà�Âåðëå (Hairer et al., 2002).
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Äëÿ âàæíîãî â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñëó÷àÿ g = y2/2+U(x)
ñõåìû ïåðåïèøóòñÿ êàê

xn+1/2 = xn +
h

2
yn, yn+1 = yn − h

∂U

∂x
(xn+1/2),

xn+1 = xn+1/2 +
h

2
yn+1; (4.137)

yn+1/2 = yn −
h

2

∂U

∂x
(xn), xn+1 = xn + hyn+1/2,

yn+1 = yn+1/2 −
h

2

∂U

∂x
(xn+1). (4.138)

Èñïîëüçóÿ òðåòüþ ôîðìóëó ñ çàìåíîé n + 1 íà n â êàæäîé
ñõåìå äëÿ ïîäñòàíîâêè xn è yn â ïåðâóþ ôîðìóëó, ïîëó÷èì

xn+1/2 = xn−1/2 + hyn, yn+1 = yn − h
∂U

∂x
(xn+1/2);

yn+1/2 = yn−1/2 − h
∂U

∂x
(xn), xn+1 = xn + hyn+1/2.

Ñõåìû, çàïèñàííûå â òàêîé ôîðìå, íàçûâàþòñÿ ñõåìàìè ïðûãàþ-
ùèõ (äðóã ÷åðåç äðóãà) ëÿãóøåê ïî àíàëîãèè ñ ÷åõàðäîé, â êîòî-
ðóþ ¾èãðàþò¿ êàíîíè÷åñêèå âåêòîðû x è y (¾ëÿãóøêè¿), âû÷èñ-
ëÿåìûå ïîî÷åðåäíî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ÷åðåç êàæäûå ïîëøàãà.

Åñëè âòîðóþ ñõåìó (4.138) çàïèñàòü äëÿ äâóõ øàãîâ, òî óäà-
åòñÿ èñêëþ÷èòü ïåðåìåííûå y, è â ðåçóëüòàòå ìîæíî ïîëó÷èòü
ìíîãîøàãîâóþ ñõåìó

xn+1 − 2xn + xn−1 = −h2
∂U

∂x
(xn),

êîòîðàÿ ïðèìåíÿëàñü åùå È. Íüþòîíîì, É.Ô. Ýíêå è Æ.Ë. Äà-
ëàìáåðîì. Êñòàòè, ìåòîä, îñíîâàííûé íà ýòîé ñõåìå, èíîãäà íà-
çûâàþò ìåòîäîì Ýíêå (Hairer et al., 1993).

Ìåòîäû Øòåðìåðà�Âåðëå (4.137) è (4.138) êàê ñîñòàâíûå ðåà-
ëèçóþòñÿ íà êàæäîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ â òðè ýòàïà. Íàïðèìåð,
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â ïåðâîé ñõåìå (4.137) ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíèÿì ñ ãàìèëüòî-
íèàíîì g = y2/2 + U(x) ñíà÷àëà íàõîäèòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ
ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè íåâîçìóùåííîé çàäà÷è (U = 0) íà ñðåäíèé
ìîìåíò âðåìåíè; çàòåì êîððåêòèðóåòñÿ ñêîðîñòü çà âîçìóùåíèå;
è, íàêîíåö, íàõîäèòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè
íåâîçìóùåííîé çàäà÷è íà êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè. Òîãäà äëÿ
âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé ñ ãàìèëüòîíèàíîì g = y2/2 + UK(x) +
+ µU(x) è íåâîçìóùåííûìè ðåøåíèÿìè (4.132) ñèìïëåêòè÷åñêàÿ
ñõåìà, àíàëîãè÷íàÿ (4.137), ìîæåò áûòü ïðåäñòàâèìà â âèäå

xn+1/2 = Φh/2(xn,yn), yn+1/2 = Ψh/2(xn,yn)− µh
∂U

∂x
(xn+1/2),

xn+1 = Φh/2(xn+1/2,yn+1/2), yn+1 = Ψh/2(xn+1/2,yn+1/2).
(4.139)

Ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ñõåìå (4.139), âïåðâûå áûëè ïðåäëî-
æåíû Äæ. Óèçäîìîì è Ì. Õîëìàíîì (Wisdom, Holman, 1992).
Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêèå ìåòîäû Óèçäîìà�Õîëìàíà
èìåþò ëîêàëüíóþ îøèáêó ïîðÿäêà µh3. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè ìîãóò
áûòü âåñüìà ýôôåêòèâíû ïðè èíòåãðèðîâàíèè ñëàáîâîçìóùåííûõ
îðáèò, êîãäà ïàðàìåòð µ ñóùåñòâåííî ìàë.

Îòìåòèì âàæíûå ñâîéñòâà ìåòîäîâ Øòåðìåðà�Âåðëå: 1) ìåòî-
äû èìåþò âòîðîé ïîðÿäîê; 2) îíè ñèìïëåêòè÷åñêèå è ñèììåòðè÷-
íûå; 3) äëÿ ðàçäåëåííîãî ãàìèëüòîíèàíà g(x,y) = g1(x) + g2(y)
ìåòîäû ÿâíûå. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîäû Øòåðìåðà�Âåðëå ãåîìåò-
ðè÷åñêèå, îäíàêî äëÿ äîëãîñðî÷íîãî âûñîêîòî÷íîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ â çàäà÷àõ äèíàìè÷åñêîé àñòðîíîìèè îíè â îðèãèíàëüíîì âèäå
îêàçûâàþòñÿ íå âîñòðåáîâàíû, ïîñêîëüêó èìåþò íèçêèé ïîðÿäîê.
Òåì íå ìåíåå ýòè ìåòîäû ìîãóò áûòü âåñüìà ïîëåçíûìè äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ ñîñòàâíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.

Ñèìïëåêòè÷åñêèå è ñèììåòðè÷íûå ìåòîäû âûñîêèõ ïîðÿä-

êîâ. Ñîñòàâíûå ìåòîäû. Èíòåðåñíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñèìïëåê-
òè÷åñêèõ è ñèììåòðè÷íûõ ìåòîäîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ � ýòî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîå èñïîëüçîâàíèå íà øàãå ïðîñòûõ ñõåì èíòåãðèðî-
âàíèÿ. Ïîäîáíûì îáðàçîì ìû óæå ïîëó÷èëè ìåòîäû âòîðîãî ïî-
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ðÿäêà Øòåðìåðà�Âåðëå, à òàêæå ñèììåòðè÷íûå ìåòîäû ñðåäíåé
òî÷êè è òðàïåöèé, èñïîëüçóÿ ìåòîäû ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Âîçüìåì ñõåìó èíòåãðèðîâàíèÿ Φh ïîðÿäêà p è ñêîíñòðóèðóåì
íîâóþ Ψh íà îñíîâå ïîñëåäîâàòåëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

Ψh = Φdsh ◦ . . . ◦Φd1h, (4.140)

ãäå
d1 + . . .+ ds = 1. (4.141)

Ñîñòàâíàÿ ñõåìà (4.140) ïðåäïîëàãàåò ïîøàãîâîå èíòåãðèðîâàíèå
ñ ïåðåìåííûìè øàãàìè dnh, ïîýòîìó äëÿ îöåíêè åå îøèáêè ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííóþ âûøå ôîðìóëó (4.25), ãäå, îäíàêî,
ñëåäóåò ïîëîæèòü N = s è en = C(t0)(dnh)

p+1 +O(hp+2):

x(t0 + h)− x1 = x(t0 + h)−Φdsh ◦ . . . ◦Φd1h(x0) =

= C(t0)(d
p+1
1 + . . .+ dp+1

s )hp+1 +O(hp+2).

Åñëè æå òåïåðü ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

dp+1
1 + . . .+ dp+1

s = 0, (4.142)

òî ñîñòàâíàÿ ñõåìà áóäåò èìåòü, ïî êðàéíåé ìåðå, ïîðÿäîê p + 1.
Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå (4.142) âûïîëíèìî äëÿ ÷åòíûõ p. Îäíàêî
òîãäà, åñëè ñîñòàâíàÿ ñõåìà îêàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, îíà áóäåò
èìåòü ïîðÿäîê óæå p + 2. Ýòó îñîáåííîñòü ïîäìåòèë Õ. Éîøèäà
è îí ïðåäëîæèë îðèãèíàëüíûé ïîäõîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîñòàâíûõ
ñèììåòðè÷íûõ ìåòîäîâ âûñîêèõ (÷åòíûõ) ïîðÿäêîâ, êîòîðûå ê
òîìó æå ÿâëÿþòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèìè (Yoshida, 1990).

Ìåòîäû Éîøèäû ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ñîñòàâíîé ñõåìû âèäà

Ψh = Φd1h ◦Φd0h ◦Φd1h. (4.143)

Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ (4.141) è (4.142) ïåðåïèøóòñÿ êàê

d0 + 2d1 = 1, dp+1
0 + 2dp+1

1 = 0. (4.144)
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Òîãäà, åñëè ìåòîä Φh � ñèììåòðè÷íûé ÷åòíîãî ïîðÿäêà p = 2q, òî
ñîñòàâíîé ìåòîä Ψh áóäåò òàêæå ñèììåòðè÷íûì è èìåòü ïîðÿäîê
p = 2q + 2.

Òåïåðü äîïóñòèì, ìû èìååì ñèììåòðè÷íûé ìåòîä âòîðîãî ïî-
ðÿäêà Φ

(2)
h , ñêàæåì, Øòåðìåðà�Âåðëå. Òîãäà, ñîãëàñíî (4.143) è

(4.144), ïîëó÷àåì ìåòîä ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

Φ
(4)
h = Φ

(2)
d1h
◦Φ(2)

d0h
◦Φ(2)

d1h
,

ãäå

d0 = −
3
√
2

2− 3
√
2
, d1 =

1

2− 3
√
2
.

Ïðèìåíÿÿ (4.143) ê Φ
(4)
h , ïîëó÷àåì ìåòîä øåñòîãî ïîðÿäêà Φ

(6)
h

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè d0 è d1, è òàê äàëåå. Î÷å-
âèäíî, åñëè èñõîäíûé ìåòîäΦ

(2)
h ñèìïëåêòè÷åñêèé (íàïðèìåð, òîò

æå Øòåðìåðà�Âåðëå), òî è ñîñòàâíîé ìåòîä íà åãî îñíîâå òàêæå
áóäåò ñèìïëåêòè÷åñêèì.

Çàìåòèì, ÷òî î÷åðåäíîå ïîâûøåíèå ïîðÿäêà ïî ñõåìå (4.143)

óòðàèâàåò ïðèìåíåíèå èñõîäíîãî ìåòîäà Φ(2)
h , òàê ÷òî â ñîñòàâíîì

ìåòîäå ïîðÿäêà p = 2q ÷èñëî èñïîëüçîâàíèÿ èñõîäíîãî ìåòîäà áó-
äåò ðàâíî s = 3q−1. Íàïðèìåð, s = 27 óæå ïðè ïîðÿäêå p = 8.
Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ ìåòîäîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ âîçíèêàåò ïðîáëå-
ìà óìåíüøåíèÿ ÷èñëà s ïðè ñîõðàíåíèè ïîðÿäêà. Ðàçðåøàÿ ýòó
ïðîáëåìó, Ó. Êàõàíó è Ð. Ëè (Kahan, Li, 1997) óäàëîñü ïîëó÷èòü
ñîñòàâíîé ñèììåòðè÷íûé ìåòîä âîñüìîãî ïîðÿäêà (îòëè÷íûé îò
ìåòîäà Éîøèäû) ñ ÷èñëîì s = 17.

Îòìåòèì î÷åâèäíûå ñâîéñòâà ñîñòàâíûõ ìåòîäîâ âèäà

Ψh = Φd(s−1)/2h ◦ . . . ◦Φd1h ◦Φd0h ◦Φd1h ◦ . . . ◦Φd(s−1)/2h,

òàêèå, êàê: 1) ìåòîäó Ψh ïåðåäàþòñÿ ñâîéñòâà ñèììåòðè÷íîñòè
ëèáî ñèìïëåêòè÷íîñòè ìåòîäà Φh; 2) åñëè ìåòîä Φh ñîõðàíÿåò
êàêîé-ëèáî èíâàðèàíò ñèñòåìû óðàâíåíèé, òî è ñîñòàâíîé ìåòîä
Ψh òàêæå áóäåò ñîõðàíÿòü ýòîò èíâàðèàíò.
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Ìåòîäû Ãàóññà. Â 1988 ã. È.Ì. Ñàíö-Ñåðíà (Sanz-Serna, 1988) è
Ô.Ì. Ëàñàíè (Lasagni, 1988) îáíàðóæèëè, ÷òî åñëè êîýôôèöèåíòû
íåÿâíîãî ìåòîäà Ðóíãå�Êóòòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

biaij + bjaji − bibj = 0 (i, j = 1, . . . , s), (4.145)

òî ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî, ñî-
ãëàñíî (4.145), ñðåäè îäíîýòàïíûõ ìåòîäîâ Ðóíãå�Êóòòû ñèìïëåê-
òè÷åñêèì áóäåò òîëüêî ìåòîä ñðåäíåé òî÷êè ñ êîýôôèöèåíòàìè
a11 = 1/2 è b1 = 1. Â îáùåì ñëó÷àå óñëîâèÿì (4.145) îêàçûâàåòñÿ
óäîâëåòâîðÿþò ìåòîäû Ãàóññà íà ðàçáèåíèÿõ Ëåæàíäðà (ñì. ðàçä.
4.3.6), êîòîðûå, êðîìå òîãî, ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè (Hairer et
al., 2002).

Ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû. Ýôôåêòèâíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ìå-
òîäàìè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ñðåäè ìíîãîøàãîâûõ ÿâëÿþòñÿ ñèììåò-
ðè÷íûå ìåòîäû Êóèíëýíà�Òðåìåéíà (Quinlan, Tremaine, 1990),
êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ïî-
ðÿäêà x′′ = f(x) è èìåþò âèä

s∑
i=0

αixi = h2
s∑

i=0

βif(xi),

ãäå αi = αs−i è βi = βs−i (i = 0, . . . , s). Àâòîðû ïîëó÷èëè ìåòî-
äû âïëîòü äî 14-ãî ïîðÿäêà è ïðîäåìîíñòðèðîâàëè èõ âûñîêóþ
ýôôåêòèâíîñòü íà ïðèìåðå ïëàíåòíîé çàäà÷è.

Îñîáåííîñòè â èñïîëüçîâàíèè ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìåòîäîâ.Î÷å-
âèäíî, âäîëü òî÷íîãî ðåøåíèÿ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû åå ãàìèëü-
òîíèàí ñîõðàíÿåòñÿ, òîãäà êàê âäîëü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íåò.
Òåì íå ìåíåå â ñèëó ñèìïëåêòè÷íîñòè ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ îíè
áóäóò ñîõðàíÿòü äðóãîé, áëèçêèé ê îðèãèíàëüíîìó ãàìèëüòîíèàí.
Òàê, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìåòîäû Ýéëåðà (4.126) íå ñîõðàíÿþò
èíòåãðàë ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà (4.121), îäíàêî èõ ïðèáëè-
æåííûå ðåøåíèÿ íà êàæäîì øàãå óäîâëåòâîðÿþò äðóãèì èíòå-
ãðàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì

ḡ(x, y) = g(x, y)− h

2
xy = const è ḡ(x, y) = g(x, y) +

h

2
xy = const

(4.146)
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ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïåðâîé è âòîðîé ñõåì (4.126). Ôóíêöèè ḡ åùå
íàçûâàþò ìîäèôèöèðîâàííûìè ãàìèëüòîíèàíàìè (Hairer et al.,
2002). Ñîîòíîøåíèÿ (4.146) îïèñûâàþò ýëëèïñû, áîëüøèå ïîëó-
îñè êîòîðûõ íàïðàâëåíû âäîëü ïðÿìûõ y = x è y = −x. Òàêèì
îáðàçîì, ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ xn+1 è yn+1 (4.126), ñîãëàñíî
(4.146), áóäóò ëåæàòü íà çàìêíóòûõ è êîìïàêòíûõ (ïðè ìàëûõ h)
êðèâûõ, ïîýòîìó îøèáêà â g áóäåò îãðàíè÷åíà:

∆g = g(xn+1, yn+1)− g(x0, y0) = ±
h

2
(xn+1yn+1 − x0y0),

õîòÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè îáû÷íûõ (íåãåîìåòðè÷åñêèõ) ìåòîäîâ åå
âåëè÷èíà èìååò òåíäåíöèþ ê íåîãðàíè÷åííîìó ðîñòó.

Â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ Ýéëåðà (4.130) äëÿ èíòåãðèðî-
âàíèÿ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ïðîèçâîëüíûì ãàìèëüòîíèàíîì g
èçâåñòíî, ÷òî ìîäèôèöèðîâàííûé ãàìèëüòîíèàí áóäåò èìåòü âèä
(Yoshida, 1993)

ḡ = g +
∞∑
i=1

(∓h)igi = g +O(h), g1 =
1

2

∂g

∂x
· ∂g
∂y

, (4.147)

g2 =
1

12

[(
∂g

∂y

)T ∂2g

∂x2

(
∂g

∂y

)
+

(
∂g

∂x

)T ∂2g

∂y2

(
∂g

∂x

)]
, . . .

Â ñòåïåííîì ðÿäó (4.147) çíàê ìèíóñ ïðè h ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîé
ñõåìå Ýéëåðà (4.130), òîãäà êàê ïëþñ � âòîðîé. Åñëè èñïîëüçóþò-
ñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèå ìåòîäû p-ãî ïîðÿäêà, òî ìîäèôèöèðîâàííûé
ãàìèëüòîíèàí ôîðìàëüíî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

ḡ = g +O(hp).

Òàêèì îáðàçîì, ñèìïëåêòè÷åñêèé ìåòîä áóäåò ñîõðàíÿòü ìî-
äèôèöèðîâàííûé ãàìèëüòîíèàí ḡ, áëèçêèé ê îðèãèíàëüíîìó g,
ïðè÷åì áëèçîñòü ãàìèëüòîíèàíîâ îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî âåëè÷è-
íîé øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ h, íî è ïîðÿäêîì ìåòîäà p. Ýòî, â ñâîþ
î÷åðåäü, îáåñïå÷èâàåò îãðàíè÷åííîñòü îøèáêè ∆g.
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Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå ḡ = const
ÿâíî çàâèñèò îò h, ïîýòîìó îíî áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ òîëüêî ïðè ïî-
ñòîÿííîì øàãå. Åñëè øàã ïåðåìåííûé, òî ìîäèôèöèðîâàííûé ãà-
ìèëüòîíèàí óæå íå áóäåò èíòåãðàëîì è â ýòîì ñëó÷àå îãðàíè÷åí-
íîñòü îøèáêè ∆g íå ãàðàíòèðóåòñÿ. Òàê, ïðè ñèìïëåêòè÷åñêîì
èíòåãðèðîâàíèè îðáèòû çàäà÷è äâóõ òåë ñ ïåðåìåííûì øàãîì
ãàìèëüòîíèàí çàäà÷è (êåïëåðîâñêàÿ ýíåðãèÿ) íå ñîõðàíÿåòñÿ è
îøèáêà â èíòåãðàëüíîì ñîîòíîøåíèè íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò.
Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñèìïëåêòè÷å-
ñêèõ ìåòîäîâ íåîáõîäèìî âûïîëíÿòü èíòåãðèðîâàíèå ñ ïîñòîÿí-
íûì øàãîì.

Âïå÷àòëÿþùèìè îêàçûâàþòñÿ ðåçóëüòàòû ïðè èñïîëüçîâàíèè
ñèìïëåêòè÷åñêîé ñõåìû ñðåäíåé òî÷êè, êîòîðàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ñèììåòðè÷íîé. Ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíèÿì ãàðìîíè÷åñêîãî îñ-
öèëëÿòîðà îíà òî÷íî ñîõðàíÿåò ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû. Ñëåäó-
åò çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå ëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñõåìà ñðåäíåé òî÷êè ñîâïàäàåò ñ ñèììåòðè÷íîé ñõå-
ìîé òðàïåöèé, êîòîðàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñèìïëåêòè÷íà. Âìåñòå
ñ òåì âî ìíîãèõ ïîñëåäíèõ ðàáîòàõ ïî ãåîìåòðè÷åñêèì èíòåãðàòî-
ðàì (Hairer et al., 2002) ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñèììåòðè÷íûå ìåòîäû
òàê æå, êàê è ñèìïëåêòè÷åñêèå, ïîçâîëÿþò îãðàíè÷èòü îøèáêè â
ãàìèëüòîíèàíå ïðè èíòåãðèðîâàíèè êàíîíè÷åñêèõ ñèñòåì.

4.7. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ

Îá ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ãîâîðèòü ëèøü
â îòíîøåíèè ê êîíêðåòíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Åñòå-
ñòâåííî, íàñ èíòåðåñóþò óðàâíåíèÿ îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ, è â
äàííîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, íàñêîëüêî ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâà-
íèå ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíèÿì â ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ, êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå, êàê èçâåñòíî,
ÿâëÿþòñÿ äàëåêî íå ñàìîé ëó÷øåé ôîðìàëèçàöèåé îðáèò.
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4.7.1. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò

Ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ òåñòèðîâàëèñü ïðèìåíèòåëü-
íî ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ïëîñêîãî äâèæåíèÿ âèäà
(3.70):

d2x
dt2

= − x

|x|3
− µP

x− xP

|x− xP |3
− µP

xP

|xP |3
,

ãäå, íàïîìíèì, µP è xP � ñîîòâåòñòâåííî ãðàâèòàöèîííûé ïàðà-
ìåòð è âåêòîð ïîëîæåíèÿ âîçìóùàþùåãî òåëà, âû÷èñëÿåìûé ïî
ôîðìóëàì êðóãîâîãî äâèæåíèÿ ñ îðáèòàëüíûì ðàäèóñîì aP .

Ðàññìàòðèâàëèñü ïÿòü áåçðàçìåðíûõ çàäà÷: äâå íåâîçìóùåí-
íûå � êðóãîâàÿ è ýëëèïòè÷åñêàÿ ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e = 0.7,
è òðè âîçìóùåííûå, ãäå âîçìóùåíèÿ âûçûâàëèñü â îäíîé çàäà-
÷å ïðèòÿæåíèåì îò âíóòðåííåãî áûñòðîãî òåëà (P1: aP = 0.14,
µP = 1.7 · 10−7), â äâóõ äðóãèõ � îò âíåøíåãî (P2: aP = 2.08,
µP = 10−3), ïðè÷åì â ïåðâûõ äâóõ èíòåãðèðîâàëèñü ïî÷òè êðó-
ãîâûå îðáèòû, òîãäà êàê â ïîñëåäíåé (ñèëüíîâîçìóùåííîé) � ýë-
ëèïòè÷åñêàÿ (e ≈ 0.7), ãäå ðåãóëÿðíî èìåëè ìåñòî ñáëèæåíèÿ ñ
âîçìóùàþùèì òåëîì ïîðÿäêà 0.4. Â ñëàáîâîçìóùåííûõ çàäà÷àõ
ïàðàìåòðû áûëè ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû îíè ïðèáëèæåííî ñîîò-
âåòñòâîâàëè îðáèòàëüíîé äèíàìèêå àñòåðîèäà ãëàâíîãî ïîÿñà â
ðàìêàõ òðîéíûõ ñèñòåì àñòåðîèä�Ñîëíöå�Ìåðêóðèé è àñòåðîèä�
Ñîëíöå�Þïèòåð. Ïåðâàÿ èç âîçìóùåííûõ çàäà÷ êîðîòêîïåðèîäè-
÷åñêàÿ, ãäå ÷àñòîòû èññëåäóåìîãî è âîçìóùàåìîãî òåë îòíîñÿòñÿ
êàê n/nP ≈ 1/20, òîãäà êàê äðóãèå � ðåçîíàíñíûå ñ ñîîòíîøåíèåì
òåõ æå ÷àñòîò n/nP = 3/1, ÷òî, êñòàòè, è ïðèâîäèò ê ðåãóëÿðíûì
ñáëèæåíèÿì. Êîíôèãóðàöèÿ îðáèò, à òàêæå íà÷àëüíûå ïîëîæåíèÿ
èññëåäóåìîãî (òî÷êè) è âîçìóùàþùèõ òåë (êðóæî÷êè) ïîêàçàíû
íà ðèñ. 4.3.

Òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ |∆x| îöåíèâàëàñü íà êîíöå âðåìåí-
íîãî èíòåðâàëà, çà êîòîðûé îáúåêò âûïîëíÿåò 1000 îá., ïóòåì
ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè â íå-
âîçìóùåííîé çàäà÷å34 è ñ ðåçóëüòàòàìè âûñîêîòî÷íîãî èíòåãðè-

34Çäåñü ó÷èòûâàåòñÿ ñâîéñòâî ïåðèîäè÷íîñòè êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ.
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Ðèñ. 4.3. Êîíôèãóðàöèÿ îðáèò

ðîâàíèÿ, ïîëó÷åííûìè ïðè èñïîëüçîâàíèè èíòåãðàòîðà Ãàóññà�
Ýâåðõàðòà 15-ãî ïîðÿäêà, â âîçìóùåííûõ çàäà÷àõ. Â êà÷åñòâå ïî-
êàçàòåëÿ áûñòðîäåéñòâèÿ âçÿòî êîëè÷åñòâî îáðàùåíèé ê ïðîöåäó-
ðå ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé NF . Âñå âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿëèñü â
àðèôìåòèêå ñ äâîéíîé òî÷íîñòüþ.

4.7.2. Âûáðàííûå ìåòîäû

Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ âûáåðåì íàèáîëåå ÿðêèõ ïðåäñòàâèòåëåé èç ñå-
ìåéñòâ ìåòîäîâ 8-ãî ïîðÿäêà (òàáë. 4.2): âëîæåííûé ìåòîä Äîðìà-
íà�Ïðèíñà 8(7); ìåòîä Ãàóññà�Ýâåðõàðòà (íåÿâíûé êîëëîêàöèîí-
íûé ìåòîä Ðóíãå�Êóòòû òèïà Áóò÷åðà íà ðàçáèåíèè Ãàóññà�Ëî-
áàòòî); ýêñòðàïîëÿöèîííûé ìåòîä Ãðýããà; ìíîãîøàãîâûé íåÿâíûé
ìåòîä Àäàìñà�Ìóëüòîíà ñ ïðåäèêòîðíîé ÿâíîé ñõåìîé Àäàìñà�
Áàøôîðòà 7-ãî ïîðÿäêà; ñîñòàâíîé ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä Êàõàíà�
Ëè è ìíîãîøàãîâûé ÿâíûé ñèììåòðè÷íûé ìåòîä Êóèíëýíà�Òðå-
ìåéíà äëÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Â òàáë. 4.2 äàþòñÿ ññûëêè
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Òàáëèöà 4.2. Ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ 8-ãî ïîðÿäêà

Ìåòîä Sn Ñòð. Èñòî÷íèê

Äîðìàíà�Ïðèíñà DP 142 (Hairer et al., 1993)

Ãàóññà�Ýâåðõàðòà GE 152 (Àâäþøåâ, 2010b)

Ãðýããà GBS 169 (Hairer et al., 1993)

Àäàìñà�Ìóëüòîíà AM 180 (Õîëë, Óàòò, 1979)

Êàõàíà�Ëè KL 200 (Hairer et al., 2002)

Êóèíëýíà�Òðåìåéíà QT 201 (Quinlan, Tremaine, 1990)

íà ñòðàíèöû â ãëàâå è ëèòåðàòóðó, ãäå îïèñàíû òåîðèè è àëãîðèò-
ìû ìåòîäîâ.

Îòìåòèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè â êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè
ìåòîäîâ. Â íåÿâíûõ ìåòîäàõ Ãàóññà�Ýâåðõàðòà è Àäàìñà�Ìóëü-
òîíà äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé çàäàâàëîñü
òîëüêî äâå èòåðàöèè, ÷òî áûëî âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ ñõîäèìî-
ñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Ìíîãîøàãîâîå èíòåãðèðîâàíèå ìåòî-
äîì Êóèíëýíà�Òðåìåéíà âûïîëíÿëîñü ñ ïîñòîÿííûì øàãîì: ââè-
äó ñïåöèôèêè ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàíèå ïåðåìåííîãî
øàãà ïðîñòî íåâîçìîæíî. Ìåæäó òåì ñòàðòîâûå ðåøåíèÿ â ìå-
òîäå Êóèíëýíà�Òðåìåéíà âû÷èñëÿëèñü ïóòåì ÷èñëåííîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòû (4.19) ñ óìåíü-
øåííûì íà ïîðÿäîê øàãîì, òîãäà êàê â ìåòîäå Àäàìñà�Ìóëü-
òîíà � â ñîîòâåòñòâèè ñ ñàìîñòàðòóþùåé ñõåìîé (4.113) è (4.114).
Â ìåòîäå Êàõàíà�Ëè â êà÷åñòâå îïîðíîãî Φ áûë âçÿò ïåðâûé ìå-
òîä Øòåðìåðà�Âåðëå (4.135), à øàã âûáèðàëñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî
ðàäèóñ-âåêòîðó.

4.7.3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Íà ðèñ. 4.4�4.8 ïðåäñòàâëåíû õàðàêòåðèñòèêè ýôôåêòèâíîñòè ìå-
òîäîâ, òî÷íîñòü�áûñòðîäåéñòâèå. Êàæäàÿ èç íèõ ïîëó÷åíà ïó-
òåì ìíîãîêðàòíîãî ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ñîîò-
âåòñòâóþùèì ìåòîäîì ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ çàäàâàåìîé ëî-
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êàëüíîé òî÷íîñòè (è ïðè ðàçëè÷íûõ âåëè÷èíàõ ïîñòîÿííîãî øàãà
äëÿ ìåòîäà Êóèíëýíà�Òðåìåéíà).

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè êðóãîâîé (ðèñ. 4.4) è ïî÷òè êðóãîâûõ
(ðèñ. 4.6 è 4.7) îðáèò âïå÷àòëÿþùóþ ýôôåêòèâíîñòü ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ñîîòíîøåíèÿ òî÷íîñòè è áûñòðîäåéñòâèÿ äåìîíñòðèðóåò ìíî-
ãîøàãîâûé ìåòîä Êóèíëýíà�Òðåìåéíà (QT). Â äàííîì ñëó÷àå åãî
âûñîêàÿ ýôôåêòèâíîñòü äîñòèãàåòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì çà ñ÷åò òî-
ãî, ÷òî ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì è, êðîìå òîãî, òðåáóåò âñå-
ãî îäíîãî âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé íà øà-
ãå, ïîñêîëüêó ìåòîä ÿâíûé. Íåÿâíûé æå ìåòîä Àäàìñà�Ìóëüòîíà
(AM) òðåáóåò äâóõ âû÷èñëåíèé ôóíêöèè ïðàâûõ ÷àñòåé, è îí
íå ãåîìåòðè÷åñêèé, ïîýòîìó åãî ýôôåêòèâíîñòü çàìåòíî íèæå.
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìåòîä Êàõàíà�Ëè (KL) ãåîìåòðè÷åñêèé (ñèì-
ìåòðè÷íûé è ñèìïëåêòè÷åñêèé), îí äàåò ðåçóëüòàòû, áëèçêèå ê
ðåçóëüòàòàì ìåòîäà Àäàìñà�Ìóëüòîíà. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî ïðåæäå
âñåãî òåì, ÷òî ñîñòàâíîé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ 17-ýòàïíûì, è ýòî, êî-
íå÷íî, ñóùåñòâåííî ñêàçûâàåòñÿ íà åãî áûñòðîäåéñòâèè. Çàìåòíî
íèæå ýôôåêòèâíîñòü ó ìåòîäîâ Ãàóññà�Ýâåðõàðòà (GE), Ãðýããà�
Áóëèðøà�Øòåðà (GBS) è Äîðìàíà�Ïðèíñà (DP). Ïðè÷åì ïî-
ñëåäíèé äåìîíñòðèðóåò íàèíèçøóþ ýôôåêòèâíîñòü âî âñåõ çàäà-
÷àõ. Òåì íå ìåíåå íåëüçÿ íå çàìåòèòü, ÷òî ïðåäåëüíî âûñîêàÿ òî÷-
íîñòü äëÿ ýòèõ ìåòîäîâ çíà÷èòåëüíî âûøå, íåæåëè äëÿ äðóãèõ, íà
1�3 ïîðÿäêà. Ïî-âèäèìîìó, ñïåöèôèêà ìíîãîøàãîâûõ è ñîñòàâíûõ
ìåòîäîâ òàêîâà, ÷òî îøèáêè îêðóãëåíèÿ äëÿ íèõ íàêàïëèâàþòñÿ
ñóùåñòâåííî èíòåíñèâíåå.

Â ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå (ðèñ. 4.5 è 4.8) êàðòèíà ðåçêî ìåíÿ-
åòñÿ. Ïðåæäå âñåãî èç-çà ðåãóëÿðíûõ ñáëèæåíèé ñ öåíòðàëüíûì
òåëîì ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäîâ ñóùåñòâåííî ïàäàåò. Ïðè÷åì àá-
ñîëþòíî òåðÿþòñÿ ÿâíûå ïðåèìóùåñòâà ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ:
èõ ýôôåêòèâíîñòü ñòàíîâèòñÿ äàæå íèæå, ÷åì ó ìåòîäà Ãàóññà�
Ýâåðõàðòà (GE).

Õîòåëîñü áû îáðàòèòü âíèìàíèå íà ïîëîãîå ïîâåäåíèå õàðàêòå-
ðèñòèê äëÿ ìåòîäà Ãðýããà�Áóëèðøà�Øòåðà (GBS) ïðè áîëüøèõ
NF (ò.å. ïðè ìàëûõ h). Îíî âûçâàíî òåì, ÷òî êîìïüþòåðíàÿ ðå-
àëèçàöèÿ ìåòîäà (Hairer et al., 1993) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîé âåëè-
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Ðèñ. 4.4. Êðóãîâàÿ çàäà÷à
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Ðèñ. 4.5. Ýëëèïòè÷åñêàÿ çàäà÷à (e = 0.7)
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Ðèñ. 4.6. Ðåçîíàíñíàÿ âîçìóùåííàÿ çàäà÷à (n/nP = 3/1)
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Ðèñ. 4.7. Êîðîòêîïåðèîäè÷åñêàÿ âîçìóùåííàÿ çàäà÷à (n/nP ≈ 1/20)
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Ðèñ. 4.8. Ðåçîíàíñíàÿ ñèëüíîâîçìóùåííàÿ çàäà÷à (n/nP = 3/1)

÷èíå øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ äàåò ðåøåíèå áîëåå íèçêîãî (÷åòíîãî)
ïîðÿäêà îò âòîðîãî äî øåñòîãî, ò.å. òàáëèöà ïðèáëèæåííûõ ðå-
øåíèé âû÷èñëÿåòñÿ íå äî âîñüìîãî ïîðÿäêà. Îñîáåííîñòü òàêîé
ðåàëèçàöèè, ïî ìíåíèþ àâòîðà, äîëæíà îïòèìèçèðîâàòü ÷èñëåí-
íûé ïðîöåññ, íî, êàê ìû âèäèì, â äàííîì ñëó÷àå ýòî íå òàê.

Ñëàáûå ðåçîíàíñíûå âîçìóùåíèÿ, êîãäà èíòåãðèðóåòñÿ ïî÷òè
êðóãîâàÿ îðáèòà, íå ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà ýôôåêòèâíîñòü ìåòî-
äîâ (ðèñ. 4.6). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ âîç-
ìóùåíèÿõ õàðàêòåðèñòèêè ñòàíîâÿòñÿ çàìåòíî òåñíåå (ðèñ. 4.7).
Âïðî÷åì, â äàííîì ñëó÷àå ïîêàçàòåëü êîðîòêîïåðèîäè÷íîñòè (3.73)
äëÿ âîñüìîãî ïîðÿäêà íå ñòîëü áîëüøîé, ÷òîáû íèâåëèðîâàòü ýô-
ôåêòèâíîñòü ìåòîäîâ, è ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó ν ≈ 2.7.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âûñîêîòî÷íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ñëîæíî-
ãî) îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ, áåçóñëîâíî, ñëåäóåò ðåêîìåíäîâàòü
íåÿâíûå ìåòîäû Ðóíãå�Êóòòû òèïà Áóò÷åðà, â ÷àñòíîñòè èíòå-
ãðàòîð Ãàóññà�Ýâåðõàðòà (GE), êîòîðûé ìû, êñòàòè, èñïîëüçîâà-
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ëè äëÿ ïîëó÷åíèÿ âñåõ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ
â äðóãèõ ãëàâàõ. Ïðè íåâûñîêèõ òðåáîâàíèÿõ ê òî÷íîñòè, â îñî-
áåííîñòè, êîãäà ìîäåëèðóåòñÿ ïî÷òè êðóãîâàÿ îðáèòà, åñòåñòâåííî
ñëåäóåò îáðàùàòüñÿ ëèáî ê ñèììåòðè÷íîìó ìíîãîøàãîâîìó ìå-
òîäó Êóèíëýíà�Òðåìåéíà (QT), åñëè èíòåãðèðóþòñÿ äèíàìè÷å-
ñêèå óðàâíåíèÿ òîëüêî âòîðîãî ïîðÿäêà, ëèáî ê ìåòîäó Àäàìñà�
Ìóëüòîíà (AM), êîãäà óðàâíåíèÿ íå äîïóñêàþò ïðèâåäåíèÿ êî
âòîðîìó ïîðÿäêó.

Íàêîíåö, ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäîâ áûëà òàêæå èññëåäîâàíà ïðè-
ìåíèòåëüíî ê ìîäåëèðîâàíèþ äâèæåíèÿ îãðàíè÷åííîé çàäà÷è òðåõ
òåë, ñôîðìóëèðîâàííîé íà ñ. 52 (ñì. ðèñ. 3.5). Õàðàêòåðèñòèêè
òî÷íîñòü�áûñòðîäåéñòâèå, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 4.9, âûÿâëÿ-
þò äâóõ áåçóñëîâíûõ ôàâîðèòîâ: ýòî � íåÿâíûå ìåòîäû Ðóíãå�
Êóòòû (GE) è Àäàìñà�Ìóëüòîíà (AM). Äðóãèå ìåòîäû îêàçûâà-
þòñÿ áîëåå ìåäëåííûìè: ìåòîä Ãðýããà�Áóëèðøà�Øòåðà (GBS) �
â äâà ðàçà; ìåòîäû Äîðìàíà�Ïðèíñà (DP) è Êàõàíà�Ëè (KL) �
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ïî÷òè â ÷åòûðå ðàçà. Íàèìåíåå ýôôåêòèâåí ìíîãîøàãîâûé ìå-
òîä Êóèíëýíà�Òðåìåéíà (QT), ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòüþ
âûïîëíÿòü èíòåãðèðîâàíèå ñ ïåðåìåííûì øàãîì. Ñëåäóåò îòìå-
òèòü, ÷òî â ìåòîäå Êàõàíà�Ëè (KL) øàã èíòåãðèðîâàíèÿ âûáè-
ðàëñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî âåëè÷èíå f = (ẋ2+ ẍ2)−3/8, ò.å. òàê ÷òîáû
ñîîòâåòñòâóþùåå ôèêòèâíîå âðåìÿ (ñì. ðàçä. 3.2) ìåíÿëîñü ïðè-
áëèçèòåëüíî ðàâíîìåðíî.



Âûäàâèòü ïàñòó èç òþáèêà � ýòî ïðÿìàÿ çàäà÷à,
à çàãíàòü åå çàòåì ñíîâà â òþáèê � îáðàòíàÿ.

À.Ì. ×åðåïàùóê

Ãëàâà 5. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÎÐÁÈÒ

ÈÇ ÍÀÁËÞÄÅÍÈÉ

Îäíèì èç îñíîâíûõ è âàæíûõ ýòàïîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ
îïðåäåëåíèå îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ (èëè ïðîñòî îïðåäåëåíèå
îðáèòû), ò.å. ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è. Äåéñòâèòåëüíî, âåäü åñëè
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ íåèçâåñòíû, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñ ïðàê-
òè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñòàíîâèòñÿ íå áîëåå ÷åì áåñïîëåçíîé ãðó-
äîé ôîðìóë. Îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþòñÿ èç íàáëþäå-
íèé íåáåñíîãî òåëà, êàê ïðàâèëî, â ðàìêàõ çàäà÷è íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò èç ñåìåéñòâà îðáèò, îïèñûâàåìûõ ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ, âûäåëèòü åäèíñòâåííóþ, êîòîðàÿ íàèëó÷-
øèì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíîìó äâèæåíèþ èññëåäóåìîãî
îáúåêòà, ïî êðàéíåé ìåðå, ïðåäñòàâëÿåìîìó åãî íàáëþäåíèÿìè.

Â äàííîé ãëàâå ôîðìóëèðóåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à îðáèòàëüíîé
äèíàìèêè, à òàêæå èçëàãàþòñÿ øèðîêîèñïîëüçóåìûå íà ïðàêòè-
êå ÷èñëåííûå ìåòîäû åå ðåøåíèÿ è ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ñðàâ-
íèòåëüíîãî àíàëèçà èõ ýôôåêòèâíîñòè ïðèìåíèòåëüíî ê îïðåäå-
ëåíèþ îðáèò áëèçêèõ ñïóòíèêîâ. Â ñèëó íåëèíåéíîñòè îáðàòíîé
çàäà÷è ôîðìàëüíî åå ðåøåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì. Â êîíöå ãëàâû ýòà ïðîáëåìà èññëåäóåòñÿ íà ïðèìåðå
îïðåäåëåíèÿ ñïóòíèêîâûõ îðáèò.

5.1. Îáðàòíàÿ çàäà÷à îðáèòàëüíîé äèíàìèêè

Îáðàòíàÿ çàäà÷à îðáèòàëüíîé äèíàìèêè ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè
îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ èç àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé â ðàì-
êàõ âûáðàííîé ìîäåëè. Ïóñòü èìååì J íàáëþäåííûõ ïîëîæåíèé
pO
i â L-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íà ìîìåíòû âðåìåíè ti (i = 1, . . . , J).
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Òðåáóåòñÿ ïî íàáëþäåíèÿì pO
i îïðåäåëèòü K îðáèòàëüíûõ ïàðà-

ìåòðîâ q ìîäåëè pC = pC(t,q).
Îáû÷íî îïðåäåëåíèå q ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ñóììû êâàä-

ðàòîâ íåâÿçîê, ò.å. öåëåâîé ôóíêöèè

S(q) =
∑J

i=1
∥pO

i − pC
i ∥2, (5.1)

ãäå pC
i = pC(ti,q). Ïîñêîëüêó íîðìà â (5.1) åâêëèäîâà, òî öåëåâóþ

ôóíêöèþ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

S(q) = ∥pO − pC∥2, (5.2)

ãäå pO = (pO
1 , . . . ,p

O
J )

T è pC = (pC
1 , . . . ,p

C
J )

T � N -ìåðíûå âåêòî-
ðû èçìåðåíèé è èõ ìîäåëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé; N = JL.

Åñëè íàáëþäåíèÿ ðàçíîðîäíû èëè íåðàâíîòî÷íû, òî öåëåñî-
îáðàçíî ââåñòè âåñîâóþ ñèììåòðè÷íóþ (êàê ïðàâèëî, äèàãîíàëü-
íóþ) ìàòðèöó W ðàçìåðà N × N . Òîãäà öåëåâóþ ôóíêöèþ (5.2)
ôîðìàëüíî ìîæíî çàïèñàòü êàê

S(q) = ∥(W1/2)T (pO − pC)∥2, (5.3)

ãäå W1/2 � òàêàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà N × N (ñêàæåì, ìàòðèöà-
ìíîæèòåëü ðàçëîæåíèÿ Õîëåöêîãî), äëÿ êîòîðîé W1/2(W1/2)T =
= W. Ôàêòè÷åñêè âåñîâàÿ ìàòðèöà ïîäáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû ëèíåéíî ïðåîáðàçîâàííûå íàáëþäåíèÿ (W1/2)TpO ñòàíî-
âèëèñü ðàâíîòî÷íûìè (ñì. òàêæå ðàçä. 6.4). Íàïðèìåð, ïðè îáðà-
áîòêå àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé (L = 2) â ñôåðè÷åñêèõ êîîð-
äèíàòàõ αO (ïðÿìîå âîñõîæäåíèå) è δO (ñêëîíåíèå), ïîëó÷åííûõ
ñ ðàâíîòî÷íûõ òåëåñêîïîâ, îáû÷íî èñïîëüçóþò âåñîâóþ ìàòðèöó
W = diag(w1, ..., w2J), ãäå w2i−1 = cos2 δOi è w2i = 1 (i = 1, . . . , J):
èçâåñòíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ñêëîíåíèÿ δO äèñïåðñèÿ îøèáîê èç-
ìåðåíèÿ äëÿ αO îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà cos2 δO, äëÿ ÷åãî è ââî-
äÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïåíñèðóþùèå âåñà.

Ìèíèìóì ôóíêöèè (5.3) íàõîäèòñÿ èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ
ýêñòðåìóìà:

∂S

∂q
= −2(pO − pC)TW

∂pC

∂q
= 0. (5.4)
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.4) íåëèíåéíà, è ïîýòîìó íà ïðàêòèêå äëÿ
åå ðåøåíèÿ ïðèáåãàþò ê èòåðàöèîííûì ìåòîäàì, êîòîðûå áóäóò
èçëîæåíû íèæå. Ðåøåíèå ñèñòåìû (5.4), ìèíèìèçèðóþùåå òàêæå
öåëåâóþ ôóíêöèþ, áóäåì îáîçíà÷àòü q̂.

Ñïðàâåäëèâîñòè ðàäè õîòåëîñü áû óïîìÿíóòü åùå îäèí ïðèí-
öèïèàëüíî èíîé, õîòÿ è íå òàê ÷àñòî èñïîëüçóåìûé ñïîñîá îïðåäå-
ëåíèÿ îðáèò, à èìåííî îñíîâàííûé íà ïðèíöèïå íàèìåíüøèõ ìî-
äóëåé. Ïðèìå÷àòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ýòîãî ñïîñîáà ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî åñëè îøèáêè íàáëþäåíèé ðàñïðåäåëåíû çàìåòíî íå ïî íîð-
ìàëüíîìó çàêîíó, òî îöåíêè q̂ â ðàìêàõ çàäà÷è íàèìåíüøèõ ìî-
äóëåé ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíåå îöåíîê çàäà÷è íàèìåíüøèõ êâàä-
ðàòîâ (Ìóäðîâ, Êóøêî, 1971), ò.å. ìîæíî îæèäàòü áîëåå âûñîêóþ
òî÷íîñòü îïðåäåëÿåìûõ îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ.

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è íàèìåíüøèõ ìîäóëåé èìååò âèä

S(q) =

N∑
i=1

|pOi − pCi |.

Â òî æå âðåìÿ íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôîðìàëüíî åå ìîæíî ïðèâå-
ñòè ê öåëåâîé ôóíêöèè âçâåøåííîé çàäà÷è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
(5.3) ñ äèàãîíàëüíîé âåñîâîé ìàòðèöåé W, ãäå â êà÷åñòâå âåñîâ
áóäóò âûñòóïàòü îáðàòíûå âåëè÷èíû íåâÿçîê wi = 1/|pOi − pCi |.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íàèìåíüøèõ
ìîäóëåé ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ òå æå èòåðàöèîííûå ìåòîäû, ÷òî è
äëÿ çàäà÷è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Îäíàêî ââèäó çàâèñèìîñòè
âåñîâ îò ïàðàìåòðîâ q çàäà÷à íàèìåíüøèõ ìîäóëåé ðåøàåòñÿ ïî-
ýòàïíî (Ìóäðîâ, Êóøêî, 1971), à èìåííî íà êàæäîì ñëåäóþùåì
ýòàïå èñïîëüçóåòñÿ âåñîâàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëÿåìàÿ ïî îöåíêàì ïà-
ðàìåòðîâ (òî÷íåå, ïî íåâÿçêàì) ïðåäûäóùåãî ýòàïà, êîòîðûå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ êàê ïîñòîÿííûå, à î÷åðåäíûå ïðèáëèæåííûå îöåí-
êè íàõîäÿòñÿ â ðåçóëüòàòå èòåðàöèîííîãî ðåøåíèÿ âçâåøåííîé çà-
äà÷è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, è òàê äî ñõîäèìîñòè îöåíîê ïî äî-
ñòèæåíèè òðåáóåìîé òî÷íîñòè. Ïðè ýòîì íà ïåðâîì ýòàïå ïðèíè-
ìàåòñÿ åäèíè÷íàÿ âåñîâàÿ ìàòðèöà. Î÷åâèäíî, ðåàëèçàöèÿ òàêîãî
ïîäõîäà ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî áîëåå òðóäîåìêîé, íåæåëè â ñëó-
÷àå îïðåäåëåíèÿ îðáèò â ðàìêàõ çàäà÷è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
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5.2. Ìîäåëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ íàáëþäåíèé

Íàáëþäåíèÿ íåáåñíûõ òåë ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ñàìûõ ðàç-
íîîáðàçíûõ âåëè÷èíàõ. Îäíàêî íàèáîëåå ÷àñòî íàáëþäàþòñÿ óã-
ëîâûå êîîðäèíàòû îáúåêòà (ïðÿìîå âîñõîæäåíèå α è ñêëîíåíèå δ)
íà íåáåñíîé ñôåðå, îòíåñåííîé ê íàçåìíîìó íàáëþäàòåëþ (òîïî-
öåíòðó). Ïðèâåäåì îñíîâíûå ôîðìóëû äëÿ ìîäåëüíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ýòèõ íàáëþäåíèé.

Êîîðäèíàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå T (1.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé

T = Tα,δ ◦Ttop ◦Tgeo, (5.5)

ãäå Tgeo è Ttop � ïåðåõîäû ñîîòâåòñòâåííî îò êîîðäèíàòíîé ñè-
ñòåìû x ê ãåîöåíòðè÷åñêîé, îòíåñåííîé íà ñòàíäàðòíóþ ýïîõó,
ñêàæåì, J2000.0, è îò ãåî- ê òîïîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå; Tα,δ �
ïîëó÷åíèå óãëîâûõ êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëÿ. Ïðåîá-
ðàçîâàíèå ïåðåõîäà ê òîïîöåíòðó Ttop ◦ Tgeo ôîðìàëüíî ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

Ttop ◦Tgeo(x) = x− xEO − xTE = xT , (5.6)

ãäå xEO � ïîëîæåíèå Çåìëè â ïðîñòðàíñòâå x; xTE � ãåîöåíòðè-
÷åñêîå ïîëîæåíèå íàáëþäàòåëÿ, âû÷èñëÿåìîå ïî åãî ñôåðè÷åñêèì
êîîðäèíàòàì: ãåîöåíòðè÷åñêîìó ðàññòîÿíèþ b, øèðîòå φ è ìåñò-
íîìó çâåçäíîìó âðåìåíè s, êàê

xTE1 = b cosφ cos s, xTE2 = b cosφ sin s, xTE3 = b sinφ,

s = λ+ 2πUT1+ 2π(24110s.54841 +

+ 8640184s.812866T + 0s.093104T 2 − 6s.2 · 10−6T 3)/86400s. (5.7)

Çäåñü λ � äîëãîòà íàáëþäàòåëÿ; T � þëèàíñêèå ñòîëåòèÿ îò ñòàí-
äàðòíîé ýïîõè J2000.0: T = (UT1−2451545)/36525, UT1 � ñðåäíåå
ñîëíå÷íîå âðåìÿ â ñóòêàõ. Íàêîíåö, óãëîâûå êîîðäèíàòû ïîëó÷à-
þòñÿ ïî ôîðìóëàì

αC = arctg
xT2

xT1
, δC = arcsin

xT3

|xT |
.
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Íàçåìíûå íàáëþäåíèÿ pO
i = (αO

i , δ
O
i )

T , êàê ïðàâèëî, îòíåñå-
íû ê ìîìåíòàì tOi âñåìèðíîãî êîîðäèíèðîâàííîãî âðåìåíè (àï-
ïðîêñèìàöèÿ UT1), ïîýòîìó ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷èñëåííîé ìîäåëè
(1.1) òðåáóåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûé ïåðåõîä ê ýôåìåðèäíîìó âðåìå-
íè t∗i . Êðîìå òîãî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ âèäèìûõ ïîëîæåíèé íåáåñíîãî
òåëà pC

i = (αC
i , δ

C
i )

T îòíîñèòåëüíî çåìíîãî íàáëþäàòåëÿ íåîáõî-
äèìî òàêæå ó÷èòûâàòü ýôôåêò çàïàçäûâàíèÿ ñâåòà, êîòîðûé âû-
ðàæàåòñÿ ïîñðåäñòâîì óðàâíåíèÿ

ti = t∗i − |xTO(t
∗
i )− x(ti)|/c, (5.8)

ãäå xTO(t
∗
i ) � ïîëîæåíèå òîïîöåíòðà â ïðîñòðàíñòâå x íà ìîìåíò

ýôåìåðèäíîãî âðåìåíè t∗i ; c � ñêîðîñòü ñâåòà. Óðàâíåíèå (5.8) ðå-
øàåòñÿ ìåòîäîì ïðîñòûõ èòåðàöèé, ÷òî ïðåäïîëàãàåò ìíîãîêðàò-
íîå ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå îðáèòû (îáû÷íî 2�3 èòåðàöèè) äëÿ
ïîëó÷åíèÿ x(ti) íà êàæäîå íîâîå ïðèáëèæåíèå ýôåìåðèäíîãî âðå-
ìåíè. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âûáèðàåòñÿ ti = t∗i .
Êñòàòè, èìåííî ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ âåê-
òîð ïîëîæåíèÿ x äîëæåí èñïîëüçîâàòüñÿ â (5.6).

5.3. Ïðåäâàðèòåëüíîå îïðåäåëåíèå îðáèòû

Ïîñêîëüêó íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ (5.4) ðåøàþòñÿ èòåðàöèîííû-
ìè ìåòîäàìè, íåîáõîäèìî èìåòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå q0. Ýòàï
åãî íàõîæäåíèÿ ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è â òåîðåòè÷åñêîé
àñòðîíîìèè íàçûâàåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûì îïðåäåëåíèåì îðáèòû.

Íà÷àëüíûå ïàðàìåòðû (ñîñòàâëÿþùèå âåêòîð äèíàìè÷åñêîãî
ñîñòîÿíèÿ) îïðåäåëÿþòñÿ, êàê ïðàâèëî, ïî òðåì óãëîâûì íàáëþ-
äåíèÿì (N = 6) â ðàìêàõ ìîäåëè êåïëåðîâîãî äâèæåíèÿ ëèáî
ìåòîäîì Ãàóññà, ëèáî Ëàïëàñà (Escobal, 1965). Ýòî ðàâíîçíà÷íî
èíòåðïîëèðîâàíèþ íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ ôîðìóëàìè çàäà÷è
äâóõ òåë, ÷òî ôàêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé (5.4)
ïðè N = K = 6, ãäå, îäíàêî, pC = pC(t,q) � óæå êåïëåðîâà
ìîäåëü îðáèòû35.

35Âïðî÷åì, íåêîòîðûå àâòîðû (Íóìåðîâ, 1923; Herrick, 1952; Øåôåð, 2010)
ïðåäëàãàþò áîëåå òî÷íûå ìîäåëè, ïðåäñòàâëÿþùèå âîçìóùåííóþ îðáèòó.
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Ïðè ÷èñëåííîì îïðåäåëåíèè ñëîæíûõ îðáèò ìåòîä Ëàïëàñà
ïðåäïî÷òèòåëüíåå, ïîñêîëüêó îí, â îòëè÷èå îò ìåòîäà Ãàóññà, íåïî-
ñðåäñòâåííî îñíîâàí íà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ îðáèòàëü-
íîãî äâèæåíèÿ, è ïîýòîìó ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü ïîèñê íà÷àëüíûõ
ïàðàìåòðîâ âíå ñåìåéñòâà êåïëåðîâñêèõ îðáèò. Ýòî, íàïðèìåð,
îñîáåííî âàæíî, êîãäà îïðåäåëÿåòñÿ ñèëüíîâîçìóùåííàÿ îðáèòà
àñòåðîèäà ïî íàáëþäåíèÿì, âûïîëíåííûì âî âðåìÿ òåñíîãî ñáëè-
æåíèÿ îáúåêòà ñ Çåìëåé (èëè ñ êàêîé-ëèáî äðóãîé ïëàíåòîé).

Êðîìå òîãî, â ìåòîäå Ëàïëàñà ôàêòè÷åñêè ñíèìàþòñÿ îãðàíè-
÷åíèÿ íà êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìûõ íàáëþäåíèé: èõ ìîæåò áûòü è
áîëüøå òðåõ. Èíòåðïîëÿöèÿ âåëè÷èí, ñâÿçàííûõ ñ óãëîâûìè èçìå-
ðåíèÿìè, â îðèãèíàëüíîì ìåòîäå Ëàïëàñà íà òðè ìîìåíòà âðåìåíè
äàåò âîçìîæíîñòü âû÷èñëèòü íåîáõîäèìûå èõ ñêîðîñòü è óñêîðå-
íèå íà îðáèòàëüíîé äóãå. Îäíàêî äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû ìîæíî
âû÷èñëÿòü òî÷íåå, åñëè èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíûå íàáëþäå-
íèÿ, ïîêðûâàþùèå òó æå äóãó îðáèòû. Â ýòîì ñëó÷àå äâèæåíèå
îáúåêòà íà íåáåñíîé ñôåðå ïðåäñòàâëÿåòñÿ óæå íå èíòåðïîëÿöè-
åé, à ïîëèíîìèàëüíîé (êâàäðàòè÷íîé) àïïðîêñèìàöèåé, ïîëó÷à-
åìîé ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïðè÷åì ïðèâëåêàþòñÿ òå
íàáëþäåíèÿ, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò õîðîøåå ñîãëàñèå ñ èõ ïðåä-
ñòàâëåíèÿìè ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèåé. Ðàññìîòðèì îáîá-
ùåííûé ìåòîä Ëàïëàñà ïîäðîáíåå36.

Âåêòîð ïîëîæåíèÿ íàáëþäàåìîãî íåáåñíîãî òåëà îòíîñèòåëü-
íî íàçåìíîãî íàáëþäàòåëÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê xT = ρl, ãäå
ρ = |xT | � ðàññòîÿíèå îò íàáëþäàòåëÿ äî îáúåêòà, à l = xT /ρ �
åäèíè÷íûé âåêòîð:

l1 = cosα cos δ, l2 = sinα cos δ, l3 = sin δ.

Òîãäà, ñîãëàñíî (5.6),

x = ρl+ xEO + xTE , (5.9)

ẋ = ρ̇l+ ρl̇+ ẋEO + ẋTE , (5.10)

ẍ = ρ̈l+ 2ρ̇l̇+ ρ̈l+ ẍEO + ẍTE = P(t,x, ẋ). (5.11)

36Îðèãèíàëüíûé ìåòîä Ëàïëàñà ïðåäñòàâëåí â Ïðèëîæåíèè.
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Ïðè íàáëþäåíèÿõ íà êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ti áóäåì èìåòü
ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð li. Ïîñòðîèì äëÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà l
êâàäðàòè÷íóþ àïïðîêñèìèðóþùóþ ôóíêöèþ

g(t) = g0 + g1(t− t0) + g2(t− t0)2 (5.12)

ïî òåì âåêòîðàì li, äëÿ êîòîðûõ áû ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà
íå ïðåâûøàëà çàäàííóþ ïðåäåëüíóþ âåëè÷èíó, ñîîòâåòñòâóþùóþ,
íàïðèìåð, äèñïåðñèè îøèáîê àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé. Òà-
êîé íàáîð åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ îáÿçàòåëüíî íàéäåòüñÿ, ïî êðàé-
íåé ìåðå, ïîòîìó, ÷òî óæå ëþáûå òðè âçÿòûõ âåêòîðà îáåñïå÷èâà-
þò íóëåâóþ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó, êîãäà àïïðîêñèìàöèÿ
ñòàíîâèòñÿ èíòåðïîëÿöèåé êàê â îðèãèíàëüíîì ìåòîäå Ëàïëàñà.
Çäåñü â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé ýïîõè t0 âûáèðàåòñÿ ìîìåíò â ñåðå-
äèíå âðåìåííîãî èíòåðâàëà àïïðîêñèìàöèè. Àïïðîêñèìèðóþùàÿ
ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç ïðèíöèïà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ñî-
ãëàñíî êîòîðîìó êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà g äîëæíû óäîâëåòâî-
ðÿòü íîðìàëüíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

g0
∑

i1 + g1
∑

i∆ti + g2
∑

i∆t
2
i =

∑
ili

g0
∑

i∆ti + g1
∑

i∆t
2
i + g2

∑
i∆t

3
i =

∑
ili∆ti

g0
∑

i∆t
2
i + g1

∑
i∆t

3
i + g2

∑
i∆t

4
i =

∑
ili∆t

2
i

ãäå ∆ti = ti−t0, à èíäåêñ i ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå
âûáðàííûì äëÿ àïïðîêñèìàöèè ìîìåíòàì âðåìåíè. Ýòà ñèñòåìà
ìîæåò áûòü ðåøåíà ìåòîäîì Êðàìåðà, ê êîòîðîìó ìû òàêæå îá-
ðàòèìñÿ íèæå ïðèìåíèòåëüíî ê äðóãîé ñèñòåìå.

Äëÿ ìîìåíòà t0 ïðåäñòàâèì ñîîòíîøåíèå (5.11) â âèäå

ρ̈0l0 + 2ρ̇0l̇0 + ρ0l̈0 = P(t0,x0, ẋ0)− (ẍEO)0 − (ẍTE)0 ≡ a0, (5.13)

ïîìå÷àÿ íóëåì íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí. Çäåñü â êà÷åñòâå
åäèíè÷íîãî âåêòîðà è åãî ïðîèçâîäíûõ ïðèíèìàþòñÿ èõ ïðèáëè-
æåííûå àíàëîãè: l0 = g0, l̇0 = g1, l̈0 = 2g2. Âòîðûå ïðîèçâîäíûå
(ẍEO)0 è (ẍTE)0, âïðî÷åì, êàê è ïåðâûå (ẋEO)0 è (ẋTE)0, êîòîðûå
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ïîíàäîáÿòñÿ ïîçæå, ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (âîç-
ìîæíî äàæå ÷èñëåííî) àíàëèòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé xEO (íàïðè-
ìåð, ýôåìåðèäû DE405) è xTE (5.7).

Äàëåå, ðàññìàòðèâàÿ (5.13) êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî ρ̈0, ρ̇0 è ρ0, íàéäåì åå ðåøåíèå ìåòîäîì Êðàìåðà.
Äëÿ ρ0 è ρ̇0 áóäåì èìåòü

ρ0 =
|ll̇a|0
|ll̇̈l|0

, ρ̇0 =
|läl|0
2|ll̇̈l|0

. (5.14)

Çäåñü çàïèñü òèïà |abc| îçíà÷àåò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ñîñòàâ-
ëåííîé èç âåêòîðîâ a, b è c. Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå ïîêà ïîëó÷å-
íû òîëüêî íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèÿ è åå ïðîèçâîä-
íîé, ïîñêîëüêó a = a(ρ, ρ̇). Âïðî÷åì, â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ ó÷èòûâàåìûå ñèëû P ëèáî íå çàâèñÿò îò ñêîðîñòåé, ëè-
áî, åñëè äàæå êàêèå-íèáóäü è çàâèñÿò, òî íàñòîëüêî ñëàáû, ÷òî íà
ýòàïå ïðåäâàðèòåëüíîãî îïðåäåëåíèÿ îðáèòû âïîëíå ìîãóò áûòü
îòáðîøåíû, ïîýòîìó a = a(ρ). Òîãäà îñòàåòñÿ ëèøü îäíî íåëèíåé-
íîå óðàâíåíèå äëÿ ρ0. Ðåøàÿ åãî êàêèì-ëèáî ÷èñëåííûì ìåòîäîì,
íàéäåì ρ0, à çàòåì � ρ̇0 èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (5.14), èñïîëüçóÿ
óæå âû÷èñëåííîå çíà÷åíèå a0. Åñëè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ýô-
ôåêò çàïàçäûâàíèÿ ñâåòà, òî ñèëû P ñëåäóåò âû÷èñëÿòü äëÿ îïå-
ðåæàþùåãî ïîëîæåíèÿ îáúåêòà íà ìîìåíò t0 −∆t, ãäå ∆t = ρ0/c,
ò.å. P(t0 − ∆t,x0). Çàìåòèì, ÷òî ïîëîæåíèå x0 çäåñü, êàê è ñêî-
ðîñòü ẋ0, îïðåäåëÿåìûå ïî (5.9) è (5.10), óæå àâòîìàòè÷åñêè îò-
íåñåíû íà ýïîõó t0−∆t, à íå íà t0. Â ðåçóëüòàòå íàõîæäåíèÿ ρ0 è
ρ̇0 áóäåì èìåòü òàêæå è ïàðàìåòðû x0 è ẋ0, èç êîòîðûõ ïîëó÷àåì
íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå âåêòîðà äèíàìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ q0.

5.4. Èçîõðîííûå ïðîèçâîäíûå

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (5.4) ïðåäïîëàãàåò âû÷èñëåíèå òàê íàçûâàå-
ìûõ èçîõðîííûõ ïðîèçâîäíûõ ∂pC/∂q. Ñîãëàñíî (1.1), äëÿ êàæ-
äîãî ìîìåíòà âðåìåíè ti èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

∂pC

∂q

∣∣∣∣
ti

=
∂T

∂x

∣∣∣∣
ti

∂x

∂q

∣∣∣∣
ti

. (5.15)
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Çäåñü ðàçìåðû ìàòðèö â ëåâîé ÷àñòè L × K, à â ïðàâîé L × 3 è
3 × K ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè îáðàáîòêå àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþ-
äåíèé (L = 2) ïðîèçâîäíûå ∂T/∂x â äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè (1.1)
îïðåäåëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêè èç äèôôåðåíöèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé

ρCdαC cos δC = −dx1 sinαC + dx2 cosα
C ,

ρCdδC = −dx1 cosαC sin δC − dx2 sinαC sin δC + dx3 cos δ
C ,

òîãäà êàê ïðîèçâîäíûå ∂x/∂q â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.3) íàõîäÿòñÿ
÷èñëåííî èç äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ

d2

dt2
∂x

∂q
=
∂P
∂x

∂x

∂q
+
∂P
∂ẋ

∂ẋ

∂q
(5.16)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè(
∂x

∂x0

)
0

= E,

(
∂x

∂ẋ0

)
0

= 0,
d
dt

(
∂x

∂x0

)
0

= 0,
d
dt

(
∂x

∂ẋ0

)
0

= E.

Çäåñü T = (αC , δC)T , ρC = |xT | � òîïîöåíòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå
êîñìè÷åñêîãî îáúåêòà; E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 3 × 3.
Óðàâíåíèÿ (5.16) èíòåãðèðóþòñÿ ÷èñëåííî ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíè-
ÿìè äâèæåíèÿ (1.3). Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìîäåëèðîâàíèè èíòåãðè-
ðóåòñÿ ñèñòåìà 42-ãî ïîðÿäêà.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.16) òðåáóþòñÿ ïðîèçâîä-
íûå ∂P/∂x è ∂P/∂ẋ. Â îáùåì ñëó÷àå îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
âåñüìà ñëîæíûå âûðàæåíèÿ. Îäíàêî îáû÷íî äëÿ ìèíèìèçàöèè
öåëåâîé ôóíêöèè äîñòàòî÷íî çíàòü ëèøü ïðîèçâîäíûå îò îñíîâ-
íûõ ñèëîâûõ ôàêòîðîâ, à èìåííî îò ãðàâèòàöèîííîé ñèëû ïðîòÿ-
æåííîãî (öåíòðàëüíîãî) òåëà ñ òî÷íîñòüþ äî çîíàëüíûõ ãàðìîíèê
íèçêîãî ïîðÿäêà (2.5) è îò ñèëû ïðèòÿæåíèÿ òî÷å÷íîé ìàññû (2.7).

Ïðîèçâîäíûå îò ãðàâèòàöèîííîé ñèëû ïðîòÿæåííîãî òåëà �
ýòî âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò ïîòåíöèàëà V (2.1), è îíè âû÷èñëÿþò-
ñÿ ïî ôîðìóëàì

∂PV

∂x
=
∂2V

∂x2
= −µ

∑
n

C0
nb

n ∂2

∂x2

Ln(sinφ)

|x|n+1
,
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ãäå

∂2

∂x2

Ln(sinφ)

|x|n+1
=

=
1

|x|n+1

[
L′′
n(sinφ)

(
∂

∂x
sinφ

)T ∂

∂x
sinφ+ L′

n(sinφ)
∂2

∂x2
sinφ

]
−

− n+ 1

|x|n+3

[
L′
n(sinφ)

((
∂

∂x
sinφ

)T

xT + x
∂

∂x
sinφ

)
+

+ Ln(sinφ)

(
E− (n+ 3)

xxT

|x|2

)]
,

∂2

∂x2
sinφ = − 1

|x|2

[
axT + xaT

|x|
+ sinφ

(
E− 3xxT

|x|2

)]
.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ãðàâèòàöèîííîé ñèëû òî÷å÷íîé ìàññû ïî
êîîðäèíàòàì äàåò

∂PP

∂x
= −µP

1

|xP − x|3

[
E− 3

(xP − x)(xP − x)T

|xP − x|2

]
,

ãäå µP è xP � ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð è âåêòîð ïîëîæåíèÿ
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü çàïèñü òèïà abT ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåí-
çîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, â îòëè÷èå îò ñêàëÿðíîãî aTb =
= a · b.

Åñëè æå âçÿòèå ïðîèçâîäíûõ îò ñèëû P ïî x è ẋ â (5.16) ïðî-
áëåìàòè÷íî, òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ÷èñëåííûì äèôôåðåíöè-
ðîâàíèåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ∂x/∂q. Äëÿ ýòîãî, êàê
ïðàâèëî, ïðèáåãàþò ê ðàçäåëåííûì ðàçíîñòÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà:

∂x

∂q
≈
(
∆x

∆q1
, . . . ,

∆x

∆qK

)
,

ãäå

∆x

∆qi
≡ x(t, q1, . . . , qi +∆qi, . . . , qK)− x(t, q1, . . . , qi, . . . , qK)

∆qi
.

(5.17)
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Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìàòðèöó ïðîèçâîäíûõ ∂x/∂q íà
çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè, íåîáõîäèìî K + 1 ðàç ÷èñëåííî ïðî-
èíòåãðèðîâàòü îðáèòó ñ ðàçëè÷íûìè íàáîðàìè ïàðàìåòðîâ: îäèí
íàáîð ñ èñõîäíûìè ïàðàìåòðàìè è K ñ ïðîâàðüèðîâàííûìè.

Ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè (5.17) ïðåäñòàâëÿþò ïðîèçâîäíûå ñ ìå-
òîäè÷åñêîé îøèáêîé O(∆qi). Îäíàêî òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ìîæíî ïîâûñèòü äî ïîðÿäêà O(∆q2i ), åñëè èñïîëü-
çîâàòü ðàçäåëåííóþ ðàçíîñòü âèäà

∆x

∆qi
≡ x(t, q1, . . . , qi +∆qi, . . . , qK)− x(t, q1, . . . , qi −∆qi, . . . , qK)

2∆qi
.

(5.18)
Êàê âèäíî, â îòëè÷èå îò (5.17), ôîðìóëà (5.18) ïðåäïîëàãàåò ÷èñ-
ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå îðáèòû á�îëüøåå ÷èñëî ðàç, à èìåííî 2K
(îðáèòà ñ èñõîäíûìè ïàðàìåòðàìè íå òðåáóåòñÿ).

Î÷åâèäíûé íåäîñòàòîê ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ
âû÷èñëåíèÿ èçîõðîííûõ ïðîèçâîäíûõ � ýòî ìíîãîêðàòíîå ÷èñ-
ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå îðáèòû. Êðîìå òîãî, ñëåäóåò çàìåòèòü,
÷òî êàæäàÿ âàðèàöèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïàðàìåòðà äîëæíà
âûáèðàòüñÿ èíäèâèäóàëüíî ïóòåì åå ïîäáîðà ïî äîñòèæåíèè íàè-
âûñøåé òî÷íîñòè ðàçäåëåííîé ðàçíîñòè, ò.å. êîãäà ìåòîäè÷åñêèå
è âû÷èñëèòåëüíûå îøèáêè ñòàíóò ñîèçìåðèìû.

5.5. Ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è

×èñëåííûé ìåòîä Ãàóññà�Íüþòîíà (èëè ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî èñïðàâëåíèÿ îðáèòû) � íàèáîëåå èñïîëüçóåìûé äëÿ ðåøåíèÿ
îáðàòíûõ çàäà÷ â íåáåñíîé ìåõàíèêå, ïîñêîëüêó â áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ, êîãäà íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ äîñòàòî÷íî õîðîøèå, îí
ïðåêðàñíî ðàáîòàåò è ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ðåøåíèå çà íåñêîëüêî
èòåðàöèé. Ìåæäó òåì ïðè ãðóáûõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèÿõ ìå-
òîä ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ, è òîãäà âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïðèáå-
ãàòü ê ïîìîùè äðóãèõ àëüòåðíàòèâíûõ ìåòîäîâ.

Òàê êàê öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (5.3) ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ìåðîé îï-
òèìàëüíîñòè, ôàêòè÷åñêè ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ (îïðå-
äåëåíèÿ îðáèò), ìèíèìèçèðóþùèå öåëåâóþ ôóíêöèþ, � ýòî õî-



224 5. Îïðåäåëåíèå îðáèò èç íàáëþäåíèé

ðîøî èçâåñòíûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè (Àòòåòêîâ è äð., 2001), êî-
òîðûå óñïåøíî ðàçâèâàþòñÿ âíå çàâèñèìîñòè îò íåáåñíîé ìåõàíè-
êè. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ ìåòîäîâ, îäíàêî
ìû ðàññìîòðèì òîëüêî âåñüìà îãðàíè÷åííûé íàáîð èç íèõ, êîòî-
ðûé, íà íàø âçãëÿä, ðåàëüíî ìîæåò áûòü âîñòðåáîâàí íà ïðàêòèêå
èìåííî äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ îðáèòàëüíîé äè-
íàìèêè.

5.5.1. Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà

Äîñòàòî÷íî ïðîñòóþ, íî íå ëó÷øóþ èòåðàöèîííóþ ñõåìó äëÿ ìè-
íèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè (5.3) äàåò ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñ-
êà èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ìåòîä ïðîñòûõ èòåðöèé ïî îòíîøåíèþ ê
ñèñòåìå (5.4). Ñîãëàñíî ýòîé ñõåìå, ïîïðàâêà ê êàæäîìó ïðèáëè-
æåíèþ q âû÷èñëÿåòñÿ êàê

∆q = −h
(
∂S

∂q

)T

. (5.19)

Çäåñü h � íåîïðåäåëåííûé ïàðàìåòð, øàã ñïóñêà. Îí îáû÷íî âû-
áèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü öåëåâóþ ôóíêöèþ âäîëü
ãðàäèåíòà ∂S/∂q (ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà), ÷òî
îáåñïå÷èâàåò ðåëàêñàöèîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé,
ò.å. êîãäà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ñ êàæäûì ñëåäóþùèì ïðèáëèæåíèåì
óáûâàåò. Îäíàêî äàæå ïðè îïòèìàëüíîì âûáîðå øàãà ìåòîä íà
ïðàêòèêå î÷åíü ìåäëåííî ñõîäèòñÿ, â îñîáåííîñòè êîãäà ïîâåäå-
íèå öåëåâîé ôóíêöèè äîñòàòî÷íî ñëîæíîå îòíîñèòåëüíî îïðåäå-
ëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ q (íàïðèìåð, â îâðàæíûõ çàäà÷àõ).

5.5.2. Ìåòîä Íüþòîíà

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.4) ÷àùå âñåãî ïðèáåãàþò ê
èòåðàöèîííûì ìåòîäàì òèïà Íüþòîíà (Ãèëë è äð., 1985), ãäå ïðè-
âëåêàþòñÿ âòîðûå ïðîèçâîäíûå ∂2S/∂q2 èëè èõ ïðèáëèæåíèÿ â
êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè, óòî÷íÿþùåé ëîêàëüíîå ïî-
âåäåíèå öåëåâîé ôóíêöèè. Ñîãëàñíî èòåðàöèîííîé ñõåìå Íüþòî-
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íà, ïîïðàâêà ê òåêóùåìó ïðèáëèæåíèþ q îïðåäåëÿåòñÿ êàê

∆q = −
(
∂2S

∂q2

)−1(
∂S

∂q

)T

, (5.20)

ãäå ∂2S/∂q2 � ìàòðèöà Ãåññå:

∂2S

∂q2
= 2

(
∂pC

∂q

)T

W
∂pC

∂q
− 2(pO − pC)TW

∂2pC

∂q2
. (5.21)

5.5.3. Ìåòîä Ãàóññà�Íüþòîíà

Ââèäó ïðîáëåìàòè÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ â (5.21)
íà ïðàêòèêå èõ îïóñêàþò è, òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóþò óïðîùåí-
íóþ ñõåìó òàê íàçûâàåìîãî ìåòîäà Ãàóññà�Íüþòîíà, êîòîðûé îò-
íîñèòñÿ ê øèðîêîìó êëàññó êâàçèíüþòîíîâñêèõ ìåòîäîâ.

Ââåäåì ìàòðèöû

AN×K = (W1/2)T
∂pC

∂q
è BN×1 = (W1/2)T (pO − pC). (5.22)

Òîãäà ïîïðàâêó (5.20) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

∆q = −Q−1G, (5.23)

ãäå Q = ATA � íîðìàëüíàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ â ìèíèìóìå öå-
ëåâîé ôóíêöèè S(q) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ íåâÿçêàõ B áëèçêà ê
äåëåííîé íà äâà ìàòðèöå Ãåññå, à G = −ATB � äåëåííûé íà äâà
ãðàäèåíò ôóíêöèè S ïî q.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìåòîä Ãàóññà�Íüþòîíà ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëûõ íåâÿçêàõ îáåñïå÷èâàåò áûñòðóþ ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííî-
ãî ïðîöåññà âáëèçè ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè, òåì íå ìåíåå îá-
ëàñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà â íåëèíåéíûõ îáðàòíûõ çàäà÷àõ ïîðîé
÷ðåçâû÷àéíî ìàëà. Äëÿ ðàçðåøåíèÿ ýòîé òðóäíîñòè íà ïðàêòè-
êå, êàê ïðàâèëî, ïðèáåãàþò ëèáî ê ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäàì
Ãàóññà�Íüþòîíà (Ortega, Reinboldt, 2000), ëèáî ê ñîñòàâíûì ìå-
òîäàì.
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5.5.4. Äåìïôèðîâàííûé ìåòîä Ãàóññà�Íüþòîíà

Äåìïôèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ìîäèôèêàöèé ìåòîäà Ãàóññà�
Íüþòîíà, êîòîðàÿ ñîñòîèò â óìåíüøåíèè ïîïðàâêè (5.23) ïóòåì
ââåäåíèÿ òàê íàçûâàåìîãî äåìïôèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ h:

∆q = −hQ−1G, ãäå 0 < h < 1. (5.24)

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîì âûáîðå h ñõîäèìîñòü èòå-
ðàöèîííîãî ïðîöåññà ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà ïðàêòè÷åñêè âñå-
ãäà (Ortega, Reinboldt, 2000). Îäíàêî î÷åâèäíûé íåäîñòàòîê òàêî-
ãî ïîäõîäà � ýòî çíà÷èòåëüíîå ïîíèæåíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè,
â îñîáåííîñòè êîãäà íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äîñòàòî÷íî äàëåêî
îò ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè. Êðîìå òîãî, ñëåäóåò çàìåòèòü,
÷òî ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà íåïîñðåäñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, íà-
ñêîëüêî óäà÷íî áóäóò âûáèðàòüñÿ ìíîæèòåëè h íà êàæäîì øàãå
èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.

5.5.5. Ìåòîä Ëåâåíáåðãà�Ìàðêâàðäòà

Àëüòåðíàòèâíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà Ãàóññà�Íüþòîíà ðåàëèçî-
âàíà â ìåòîäå Ëåâåíáåðãà�Ìàðêâàðäòà, êîòîðûé â ñèëó ñïåöè-
ôèêè åãî èòåðàöèîííîé ñõåìû íàñëåäóåò âçàèìîäîïîëíÿþùèå äî-
ñòîèíñòâà ìåòîäîâ ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà (5.19) è Ãàóññà�Íüþòîíà
(5.23): ïåðâûé, â îòëè÷èå îò âòîðîãî, ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíûì â
îáëàñòè, äàëåêîé îò ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè, òîãäà êàê ïðå-
èìóùåñòâî âòîðîãî íàä ïåðâûì ïðîÿâëÿåòñÿ èìåííî â îêðåñòíîñòè
ìèíèìóìà. Ó÷èòûâàÿ ýòè îñîáåííîñòè, Ê. Ëåâåíáåðã (Levenberg,
1944) ïðåäëîæèë ñëåäóþùóþ èòåðàöèîííóþ ñõåìó:

∆q = −(Q+ hE)−1G, ãäå 0 < h <∞, (5.25)

à E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Êàê âèäíî, ïðè h→ 0 ìåòîä Ëåâåíáåð-
ãà âûðîæäàåòñÿ â ìåòîä Ãàóññà�Íüþòîíà, òîãäà êàê ïðè h→∞ �
â ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ñ øàãîì 1/h. Òàêèì îáðàçîì, èòå-
ðàöèîííûé ïðîöåññ ïî ñõåìå (5.25) ðåàëèçóåòñÿ ñ âûáîðîì h îò
áåñêîíå÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé äî íóëÿ.
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×òîáû óëó÷øèòü ñâîéñòâà ñõåìû (5.25), Ä. Ìàðêâàðäò (Marq-
uardt, 1963) ïðåäëîæèë âìåñòî åäèíè÷íîé ìàòðèöû èñïîëüçîâàòü
äèàãîíàëüíóþ Q∗, ñîñòàâëåííóþ èç äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàò-
ðèöû Q:

∆q = −(Q+ hQ∗)−1G. (5.26)

Ê ñîæàëåíèþ, êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, ìåòîä Ëåâåíáåðãà�
Ìàðêâàðäòà ÷àñòî íå ñõîäèòñÿ (Äåìèäåíêî, 1989)37. Ïðè÷èíà ýòî-
ìó � ïîñòîÿíñòâî äëèíû øàãà. Ïîýòîìó, êàê ïðàâèëî, íà ïðàêòè-
êå èñïîëüçóþò òàê íàçûâàåìûé ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Ëåâåí-
áåðãà�Ìàðêâàðäòà38 (Bard, 1974) ñî ñõåìîé

∆q = −h(Q+ h∗Q∗)−1G, ãäå 0 < h ≤ 1, 0 < h∗ <∞. (5.27)

Î÷åâèäíî, êàê è â äåìïôèðîâàííîì ìåòîäå Ãàóññà�Íüþòîíà, ãëàâ-
íûì íåäîñòàòêîì ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ íåÿñíàÿ ñòðàòåãèÿ âûáî-
ðà ïàðàìåòðîâ h è h∗, õîòÿ ïðè åå óäà÷íîé âûðàáîòêå â íåêîòî-
ðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî äîáèòüñÿ âåñüìà âûñîêîé ñêîðîñòè ñõîäèìî-
ñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.

5.5.6. Îâðàæíûå ìåòîäû

Ñðåäè âñåõ îáðàòíûõ çàäà÷ îñîáîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâàþò îâðàæ-
íûå çàäà÷è. Ôîðìàëüíî îâðàæíîñòü îáíàðóæèâàåòñÿ â çíà÷åíèÿõ
(íåîòðèöàòåëüíûõ) ñîáñòâåííûõ ÷èñåë íîðìàëüíîé ìàòðèöû Q,
õàðàêòåðèçóþùåé ëîêàëüíîå ïîâåäåíèå öåëåâîé ôóíêöèè îêîëî
ðåøåíèÿ q̂:

S(q) ≈ S(q̂) + (q− q̂)TQ(q̂)(q− q̂), (5.28)

ãäå, î÷åâèäíî, â êâàäðàòè÷íîé ôîðìå ëèíåéíûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ,
ïîñêîëüêó G(q̂) = 0. Èç (5.28), â ÷àñòíîñòè, âèäíî, ÷òî öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè ìèíèìóìà âåäåò ñåáÿ êàê ìíîãîìåðíûé ýë-
ëèïòè÷åñêèé ïàðàáàëîèä, à åå ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèé

37Ìû òàêæå ñòîëêíóëèñü ñ ýòîé ïðîáëåìîé, î ÷åì áóäåò ñêàçàíî íèæå.
38Â (Ortega, Reinboldt, 2000) åãî íàçûâàþò ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì

Ãàóññà�Íüþòîíà.
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áëèçêè ê ýëëèïñîèäàì. ×èñëî îáóñëîâëåííîñòè condQ êàê îòíî-
øåíèå ìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ê ìèíèìàëüíîìó îïðå-
äåëÿåò ñòåïåíü îâðàæíîñòè öåëåâîé ôóíêöèè. Áîëüøîå ÷èñëî îáó-
ñëîâëåííîñòè ñèãíàëèçèðóåò î ñèëüíîé îâðàæíîñòè. Ôàêòè÷åñêè,
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå íàïðàâëåíèÿ â ïàðàìåòðè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, âäîëü êîòîðûõ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ìåíÿåòñÿ
÷ðåçâû÷àéíî ìåäëåííî. Â äàííîì ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî àíàëè-
çèðîâàòü íàïðàâëåíèÿ, çàäàâàåìûå ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè Q,
êîòîðûå îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó ââèäó ñèììåòðè÷íîñòè íîð-
ìàëüíîé ìàòðèöû. ×èñëî íàïðàâëåíèé ìåäëåííîãî èçìåíåíèÿ öå-
ëåâîé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ îâðàãà (Ãåëüôàíä, Öåò-
ëèí, 1962). Åñòåñòâåííî, ÷òî îíî ôîðìàëüíî äîëæíî îïðåäåëÿòüñÿ
êîëè÷åñòâîì ñóùåñòâåííî ìàëûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë íîðìàëüíîé
ìàòðèöû â ñðàâíåíèèè ñ äðóãèìè åå ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè.

Íàïðàâëåíèÿ ìåäëåííîãî èçìåíåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè çàäàþò
òàê íàçûâàåìûé õðåáåò îâðàãà. Åñëè õðåáåò íå ïëîñêèé, ò.å. åãî
íåëüçÿ íàòÿíóòü íà íåêîòîðóþ ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäè-
íàò, ïî êðàéíåé ìåðå, â îêðåñòíîñòè ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè,
òî âîçíèêàþò ñåðüåçíûå ñëîæíîñòè â èòåðàöèîííîì ïîèñêå ðåøå-
íèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, îñîáåííî â îêðåñòíîñòè õðåáòà, êîòîðîìó,
êñòàòè, ïðèíàäëåæèò è ñàìî ðåøåíèå.

Ìîæíî âûäåëèòü äâå òèïè÷íûå îâðàæíûå îáðàòíûå çàäà÷è,
äîâîëüíî ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ â íåáåñíîé ìåõàíèêå. Ïåðâàÿ çà-
äà÷à (åäèíè÷íîé ðàçìåðíîñòè) âîçíèêàåò ïðè îáðàáîòêå àñòðîìåò-
ðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé, ðàñïðåäåëåííûõ íà î÷åíü êîðîòêîé îðáè-
òàëüíîé äóãå. Â äàííîì ñëó÷àå íàïðàâëåíèå îäíîìåðíîãî õðåá-
òà îâðàãà â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ ãëàâíûì
îáðàçîì òîïîöåíòðè÷åñêèì âåêòîðîì ïîëîæåíèÿ, âäîëü êîòîðîãî
îòñóòñòâóåò èíôîðìàöèÿ î äâèæåíèè íàáëþäàåìîãî îáúåêòà. Íà
ïðàêòèêå òàêèå çàäà÷è îáû÷íî ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ äåìïôèðî-
âàíîé ñõåìû Ãàóññà�Íüþòîíà (5.24). Îñíîâíûå çàòðàòû êîìïüþ-
òåðíîãî âðåìåíè â ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è ïðèõîäÿòñÿ íà èíòå-
ãðèðîâàíèå îðáèòû, íåîáõîäèìîå äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ íàáëþäåíèé.
Îäíàêî, ïîñêîëüêó îðáèòà èíòåãðèðóåòñÿ íà î÷åíü êîðîòêîì èí-
òåðâàëå âðåìåíè, âåñü âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ âûïîëíÿåòñÿ äî-
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ñòàòî÷íî áûñòðî, äàæå åñëè ìèíèìèçàöèÿ öåëåâîé ôóíêöèè ïðåä-
ïîëàãàåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé (100 è áîëåå).

Ñåðüåçíûå òðóäíîñòè âîçíèêàþò â çàäà÷àõ âòîðîãî òèïà, à
èìåííî ïðè îïðåäåëåíèè îðáèò âíóòðåííèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò èç
àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé, ðàññðåäîòî÷åííûõ íà äëèòåëüíîì
èíòåðâàëå âðåìåíè. Ðàçìåðíîñòü îâðàãîâ â òàêèõ îáðàòíûõ çàäà-
÷àõ, êàê ïðàâèëî, íà åäèíèöó ìåíüøå ÷èñëà îïðåäåëÿåìûõ îðáè-
òàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, ò.å. ðàâíà 5, à öåëåâàÿ ôóíêöèÿ î÷åíü ÷óâ-
ñòâèòåëüíà âäîëü íàïðàâëåíèÿ, çàäàâàåìîãî ÷àñòîòíîé ïåðåìåí-
íîé òèïà ñðåäíåãî äâèæåíèÿ, è ÷åì áîëüøå ïåðèîä íàáëþäåíèé,
òåì âûøå ÷óâñòâèòåëüíîñòü öåëåâîé ôóíêöèè (Àâäþøåâ, Áàíü-
ùèêîâà, 2008). ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå îðáèòû áëèçêîãî ñïóò-
íèêà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ åãî íàáëþäåíèé (íà îäíîé èòåðàöèè) ìî-
æåò ïîòðåáîâàòü äî íåñêîëüêèõ ÷àñîâ êîìïüþòåðíîãî âðåìåíè è
ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå äåìïôèðîâàííîãî ìåòîäà Ãàóññà�Íüþòîíà
ïðàêòè÷åñêè íåöåëåñîîáðàçíî. Âïðî÷åì, äðóãèå ìåòîäû, ïðåäñòàâ-
ëåííûå âûøå, òàêæå îêàçûâàþòñÿ íåýôôåêòèâíûìè. Â äàííîì
ñëó÷àå íåîáõîäèìû ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû äëÿ ìèíè-
ìèçàöèè îâðàæíûõ öåëåâûõ ôóíêöèé.

Õîòåëîñü áû, êîíå÷íî, îòìåòèòü, ÷òî ïðîáëåìà îâðàæíîñòè ìî-
æåò áûòü ðàçðåøåíà ïóòåì âûáîðà ïîäõîäÿùèõ îïðåäåëÿåìûõ îð-
áèòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Îäíàêî, åñëè òåîðåòè÷åñêè òàêîå âîçìîæ-
íî, òî ïðàêòè÷åñêè ýòà çàäà÷à òðóäíî ðåøàåìà è åå, êàê ïðàâèëî,
èññëåäîâàòåëü äàæå íå ñòàâèò ïåðåä ñîáîé. Â òî æå âðåìÿ ïîëåçíî
çíàòü, ÷òî ñòåïåíü îâðàæíîñòè èìååò ñâÿçü ñ íà÷àëüíîé ýïîõîé t0,
íà êîòîðóþ îòíåñåíû îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû q. Â ðàáîòàõ (×åð-
íèöîâ, 1975; Àâäþøåâ, Áàíüùèêîâà, 2008) ïîêàçàíî, ÷òî ñòåïåíü
îâðàæíîñòè ìèíèìàëüíà äëÿ ýïîõè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñðåä-
íåå àðèôìåòè÷åñêîå âñåõ ìîìåíòîâ íàáëþäåíèé. Òàêèì îáðàçîì,
íà÷àëüíàÿ ýïîõà äîëæíà ëåæàòü, ïî êðàéíåé ìåðå, âíóòðè ïåðèî-
äà íàáëþäåíèé, òîãäà êàê âûíåñåíèå åå äàëåêî çà ïðåäåëû ïåðèîäà
áóäåò ïðèâîäèòü ê óñèëåíèþ îâðàæíîñòè öåëåâîé ôóíêöèè.

Ïðè ðåøåíèè îâðàæíûõ çàäà÷ õîðîøî çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ
ìåòîä Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà (Ãåëüôàíä, Öåòëèí, 1962). Èäåÿ ìåòî-
äà ñîñòîèò â ïîèñêå ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè âäîëü åå îâðàãà.
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Ñíà÷àëà âûáèðàþòñÿ äâà áëèçêèõ ïðèáëèæåíèÿ, êîòîðûå çàòåì
ñïóñêàþòñÿ íà äíî îâðàãà ìåòîäîì íàèñêîðåéøåãî ãðàäèåíòíî-
ãî ñïóñêà. Ñ ýòîé çàäà÷åé ìåòîä ñïðàâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî,
íåñìîòðÿ íà òî ÷òî âíóòðè îâðàãà ðàáîòàåò ÷ðåçâû÷àéíî íåýôôåê-
òèâíî, ïîñêîëüêó åãî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïî÷òè çàöèêëèâàåò-
ñÿ. Äàëåå âäîëü íàïðàâëåíèÿ, çàäàâàåìîãî äâóìÿ ïîëó÷åííûìè
îâðàæíûìè ïðèáëèæåíèÿìè, îïðåäåëÿåòñÿ òðåòüå ïðèáëèæåíèå,
êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ îâðàæíûì, è ïîýòîìó ïîñëå
(êàê è íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ) îíî ñïóñêàåòñÿ íà äíî îâðàãà.
Òàêèì æå ñïîñîáîì íàõîäèòñÿ êàæäîå ñëåäóþùåå îâðàæíîå ïðè-
áëèæåíèå ïî äâóì ïðåäûäóùèì, è òàê äî ñõîäèìîñòè èòåðàöèîí-
íîãî ïðîöåññà. Ïðîñòîòà ìåòîäà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà, êîíå÷íî æå,
ïîäêóïàåò. Ìåæäó òåì è ãëàâíûé íåäîñòàòîê åãî âïîëíå î÷åâè-
äåí, à èìåííî îòñóòñòâèå óíèâåðñàëüíîé ñòðàòåãèè âûáîðà äëèíû
îâðàæíîãî øàãà, êîòîðàÿ íåïîñðåäñòâåííî çàâèñèò îò ðåøàåìîé
îáðàòíîé çàäà÷è.

Âïðî÷åì, àâòîðû îâðàæíîãî ìåòîäà óêàçûâàþò, ÷òî ïðè ðå-
øåíèè êîíêðåòíîé çàäà÷è îáû÷íî óäàåòñÿ ðàçðàáîòàòü ñïåöèàëü-
íûå è ýôôåêòèâíûå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà íåêîòîðûõ àïðèîðíûõ
çíàíèÿõ î ïîâåäåíèè öåëåâîé ôóíêöèè. Òàê, â îáðàòíûõ çàäà÷àõ
äèíàìèêè áëèçêèõ ñïóòíèêîâ èçâåñòíî, ÷òî âäîëü îâðàãà ÷àñòîò-
íàÿ ïåðåìåííàÿ ïî÷òè ïîñòîÿííà è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòó èíôîðìà-
öèþ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äëÿ âûïîëíåíèÿ îâðàæíûõ øàãîâ.

Ñ öåëüþ äîñòèæåíèÿ áûñòðîé ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðî-
öåññà ìîæíî ñîâìåñòíî ñ ìåòîäîì Ãàóññà�Íüþòîíà ïîñëåäîâàòåëü-
íî èñïîëüçîâàòü äðóãèå, à èìåííî ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è
òàê íàçûâàåìûé ïðîåêöèîííûé ìåòîä (Himmelblau, 1972).

Ïðåäñòàâèì ñõåìó ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà (5.19) â âèäå

∆q = − G ·G
QG ·G

G. (5.29)

Â ñëó÷àå, êîãäà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ îïèñûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîð-
ìîé, îíà ñîîòâåòñòâóåò íàèñêîðåéøåìó ãðàäèåíòíîìó ñïóñêó (Àò-
òåòêîâ è äð., 2001). Â ïðîöåññå èñïîëüçîâàíèÿ ñõåìû (5.29) ïðè-
áëèæåííîå ðåøåíèå äîñòàòî÷íî áûñòðî (çà íåñêîëüêî èòåðàöèé)
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ñâàëèâàåòñÿ íà äíî îâðàãà öåëåâîé ôóíêöèè, íî â äàëüíåéøåì
íåâåðîÿòíî ìåäëåííî ñõîäèòñÿ ê åå ìèíèìóìó. Íà ýòîì ýòàïå ìîæ-
íî áûëî áû âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì Ãàóññà�Íüþòîíà. Îäíàêî,
êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, åñëè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îêàçûâà-
åòñÿ äîâîëüíî äàëåêî îò ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè, ñõåìà (5.23)
áóäåò äàâàòü òàêèå ïîïðàâêè, êîòîðûå ñïîñîáíû âûêèíóòü ðåøå-
íèå èç îáëàñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà.

Âïðî÷åì, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ñïåöèôèêà ðàññìàòðèâàåìûõ
îáðàòíûõ çàäà÷ òàêîâà, ÷òî âäîëü îâðàãà öåëåâîé ôóíêöèè ÷à-
ñòîòíàÿ ïåðåìåííàÿ ïî÷òè ïîñòîÿííà, ïîýòîìó ñõåìà ãðàäèåíòíî-
ãî ñïóñêà ïîçâîëÿåò î÷åíü áûñòðî ïîëó÷èòü óæå äîñòàòî÷íî õî-
ðîøóþ åå îöåíêó. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äàëüíåéøåé ìèíèìèçàöèè
öåëåâîé ôóíêöèè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ýòó îñîáåííîñòü è âûïîë-
íÿòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñ íàëàãàåìûìè îãðàíè÷åíèÿìè, ñ òåì
÷òîáû ñîõðàíÿëîñü çíà÷åíèå ÷àñòîòíîé ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå òàêîãî îãðàíè÷åíèÿ ïðèìåì ïîëíóþ ýíåðãèþ H(q),
êîòîðàÿ íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà ñ ÷àñòîòíîé ïåðåìåííîé, à èòå-
ðàöèîííûé ïðîöåññ áóäåì âûïîëíÿòü ïî ñõåìå Ãàóññà�Íüþòîíà
ñ ïîïðàâêîé êàæäîãî ïðèáëèæåíèÿ çà åãî îòêëîíåíèå îò ýíåð-
ãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå q. Ýòîò ïðèåì
îáåñïå÷èâàåò áûñòðûé ñïóñê ê ìèíèìóìó öåëåâîé ôóíêöèè âäîëü
îâðàãà.

Â îáùåì ñëó÷àå íàëàãàåìîå îãðàíè÷åíèå îïðåäåëÿåò ìíîæå-
ñòâî ïîïðàâîê, îäíàêî èç íèõ öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ëèøü
îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ (5.23) íà ïî-
âåðõíîñòüH(q). Àëãîðèòìè÷åñêè ýòî âîçìîæíî ïî ñëåäóþùåé èòå-
ðàöèîííîé ñõåìå:

∆qi+1 = ∆qi −
H(q+∆qi)−H(q)

GH ·GH
GH (i = 0, 1, . . .), (5.30)

ãäå GH = (∂H/∂q)T � ãðàäèåíò H ïî q, à ∆q0 îïðåäåëÿåòñÿ èç
(5.23). Êàê òîëüêî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî
áëèçêèì ê ìèíèìóìó, ÷òî îïðåäåëÿåòñÿ ìàëîñòüþ âåëè÷èíû ∆q0,
çàêàí÷èâàåì ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè S ïî ñõåìå Ãàóññà�Íüþòîíà
(5.23) áåç îãðàíè÷åíèé.
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Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåí-
òà ïî èññëåäîâàíèþ ýôôåêòèâíîñòè ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ ïðè-
ìåíèòåëüíî ê ðåøåíèþ îäíîé ñëîæíîé îâðàæíîé çàäà÷è, â êîòî-
ðîé òðåáîâàëîñü ïî àñòðîìåòðè÷åñêèì íàáëþäåíèÿì, ïîêðûâàþ-
ùèì äëèòåëüíûé ïåðèîä âðåìåíè, îïðåäåëèòü âåêòîð íà÷àëüíî-
ãî äèíàìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ q = (x0, ẋ0)

T Àäðàñòåè, âíóòðåííåãî
ñïóòíèêà Þïèòåðà.

Äâèæåíèå ñïóòíèêà ìîäåëèðîâàëîñü íà îñíîâå ôîðìóë çàäà÷è
äâóõ òåë (ñì. Ïðèëîæåíèå). Ìîäåëü ïðåäñòàâëÿëà äâèæåíèå ñïóò-
íèêà Àäðàñòåè â ïðîñòðàíñòâå óãëîâûõ êîîðäèíàò. Èç íàçåìíûõ
íàáëþäåíèé ìåòîäîì Ëàïëàñà (Escobal, 1965) (ñì. òàêæå Ïðèëî-
æåíèå) ïðåäâàðèòåëüíî áûëè ïîëó÷åíû îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû
ñïóòíèêà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâîâàëè ïî÷òè êðóãîâîé îðáèòå ñ áîëü-
øîé ïîëóîñüþ ā = 8.68 · 10−4 à.å. è ýêñöåíòðèñèòåòîì ē = 0.0161.
Íà îñíîâå ýòèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëèðîâàëèñü (òî÷íûå) íàáëþäàå-
ìûå ïîëîæåíèÿ pO = (αO, δO)T â ìîìåíòû ðåàëüíûõ íàáëþäåíèé
(J = 90, N = 180), ðàññðåäîòî÷åííûõ íà êîíöàõ èíòåðâàëà âðåìå-
íè 12 ëåò êàê äâå ïî÷òè ðàâíîâåñíûå ãðóïïû, ïðè ýòîì íà÷àëüíàÿ
ýïîõà t0 áûëà âçÿòà â ñåðåäèíå âðåìåííîãî èíòåðâàëà.

Ñõîäèìîñòü ìåòîäîâ èññëåäîâàëàñü äëÿ äâóõ äîâîëüíî ãðóáûõ
íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé (q0)1 è (q0)2, ñîîòâåòñòâóþùèõ îðáè-
òàëüíûì ïàðàìåòðàì α1 = −10−5, e1 = 0.1; è α2 = 10−5, e2 = 0.1,
ãäå α = (a − ā)/ā. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äëÿ êàæäîãî ìåòîäà
çàâåðøàëñÿ ïî äîñòèæåíèè òî÷íîñòè â êîîðäèíàòàõ 10−10 à.å. Ìî-
íèòîðèíã èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïðîâîäèëñÿ â ïëîñêîñòè (α,e).
Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5.1�5.3. Çäåñü òàêæå ïðåäñòàâëåíû
ãðàôèêè èçîëèíèé S êàê ôóíêöèè α è e ïðè èñòèííûõ çíà÷åíèÿõ
äðóãèõ îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõîäèìî ñêàçàòü, ÷òî èòåðàöèîííûé ïðî-
öåññ íè äëÿ ìåòîäà íàèñêîðåéøåãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà (5.29),
íè äëÿ ìåòîäà Ãàóññà�Íüþòîíà (5.23) íå äîñòèãàë ñõîäèìîñòè.
Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ïåðâûå ïðèáëèæåíèÿ ìåòîäà ãðàäèåíòíîãî
ñïóñêà áûñòðî ñâàëèâàëèñü íà äíî îâðàãà, äàëåå ñëåäîâàëî çàöèê-
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Òàáëèöà 5.1. Õàðàêòåðèñòèêè áûñòðîäåéñòâèÿ ìåòîäîâ

Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå

Ìåòîä (q0)1 (q0)2
NS NF NS NF

Ãàóññà�Íüþòîíà Íå ñõîäèòñÿ Íå ñõîäèòñÿ

Ãàóññà�Íüþòîíà (h = 10−3) 11127 11127 10590 10590

Ãàóññà�Íüþòîíà (h ̸= const) 6693 7155 5952 6362

Ëåâåíáåðãà�Ìàðêâàðäòà 1123 1155 Íå ñõîäèòñÿ

Ëåâåíáåðãà�Ìàðêâàðäòà�Ãàóññà 816 853 816 853

Ñîñòàâíîé 14 14 14 14

ëèâàíèå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Â òî æå âðåìÿ ìåòîä Ãàóññà�
Íüþòîíà äàâàë íàñòîëüêî áîëüøèå ïîïðàâêè, ÷òî ïðèáëèæåíèÿ
âîâñå íå ñîîòâåòñòâîâàëè îáúåêòó Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû.

Äåìïôèðîâàíèå æå ìåòîäà Ãàóññà�Íüþòîíà (5.24) îáåñïå÷è-
âàëî ñõîäèìîñòè èòåðàöèé òîëüêî ïðè ìíîæèòåëÿõ ïîðÿäêà h =
= 0.001 è ìåíüøå. Íà ðèñ. 5.1 ïîêàçàíû òðàåêòîðèè ïðèáëèæå-
íèé ìåòîäà ïðè ðàçëè÷íûõ h. Èç ðèñóíêà, â ÷àñòíîñòè, âèäíî,
÷òî äëÿ h = 0.001 ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ñ íà÷àëüíûì
(q0)1 = (α1, e1)

T îïðåäåëÿþòñÿ âåñüìà íåïðåäñêàçóåìûì îáðàçîì,
õîòÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ âñå æå ñõîäèòñÿ. Â òî æå âðåìÿ ñóùå-
ñòâåííîå óìåíüøåíèå ìíîæèòåëÿ (h = 0.0001) êàê äëÿ (q0)1, òàê
è äëÿ (q0)2 ïðèâîäèò ê æåëàåìîé ðåëàêñàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ïðèáëèæåíèé.

Íåñìîòðÿ íà ñòîëü ïðîñòîé ïîäõîä â ðåøåíèè ïðîáëåìû ñõî-
äèìîñòè, îí, êàê óæå îòìå÷àëîñü, âñå æå íåïðèåìëåì äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ îðáèò ðåàëüíûõ áëèçêèõ ñïóòíèêîâ, ïîñêîëüêó â ñèëó ñïå-
öèôèêè îáðàòíîé çàäà÷è ñîïðÿæåí ñ î÷åíü íèçêîé ñêîðîñòüþ ñõî-
äèìîñòè. Òàê, ïðè èñïîëüçîâàíèè ñõåìû ñ ìíîæèòåëåì h = 0.001
äëÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (ñ ïðèíÿòîé êîîðäèíàò-
íîé òî÷íîñòüþ 10−10 à.å.) íàì ïîòðåáîâàëîñü âûïîëíèòü áîëåå
10000 èòåðàöèé (NS â òàáë. 5.1).

Âïðî÷åì, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìîæíî ïîâûñèòü, åñëè èñïîëü-
çîâàòü ïåðåìåííûé ìíîæèòåëü h. Ïîñëå ìíîãî÷èñëåííûõ ýêñïå-
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Ðèñ. 5.1. Ñõîäèìîñòü äåìïôèðîâàííîãî ìåòîäà Ãàóññà�Íüþòîíà ñ ïî-

ñòîÿííûì h (òî÷íûå íàáëþäåíèÿ, N = 90)

ðèìåíòîâ áûëà âûðàáîòàíà ñëåäóþùàÿ ñòðàòåãèÿ âûáîðà øàãà,
îáåñïå÷èâàþùàÿ íàèìåíüøåå ÷èñëî èòåðàöèé NS. Â êà÷åñòâå êî-
ýôôèöèåíòà óâåëè÷åíèÿ h íà êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå ïðèíèìà-
ëàñü âåëè÷èíà 1.05. Åñëè çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íà òåêóùåì
øàãå ñòàíîâèëîñü áîëüøå, íåæåëè íà ïðåäûäóùåì, äëÿ îáåñïå÷å-
íèÿ ðåëàêñàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæåíèé ïîïðàâêà
(5.24) ïåðåâû÷èñëÿëàñü ñ óìåíüøåííûì âäâîå ìíîæèòåëåì h. Òà-
êèå ñèòóàöèè ÷àñòî èìåëè ìåñòî, è ïîýòîìó ÷èñëî âû÷èñëåíèé
öåëåâîé ôóíêöèè NF îêàçàëîñü çàìåòíî áîëüøå, íåæåëè ÷èñëî
øàãîâ NS. Ïðè ýòîì íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ìíîæèòåëÿ áûëî ðàâ-
íî 10−3. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ïåðåìåííîãî ìíîæèòåëÿ
h ïîçâîëèëî ïîâûñèòü áûñòðîäåéñòâèå âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà
ïðèáëèçèòåëüíî âñåãî ëèøü â 1.5 ðàçà (òàáë. 5.1).

Âîîáùå íèçêàÿ ýôôåêòèâíîñòü äåìïôèðîâàííîãî ìåòîäà Ãàóñ-
ñà�Íüþòîíà îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè ãðóáîì íà÷àëüíîì ïðèáëè-
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æåíèè íüþòîíîâñêîå íàïðàâëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ
ïîèñêà ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè (ñì. ðèñ. 5.2). Â ýòîì ñìûñ-
ëå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âûøåóêàçàííûå äîñòîèíñòâà ìåòîäà
Ëåâåíáåðãà�Ìàðêâàðäòà (5.26), ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî åãî ýôôåê-
òèâíîñòü áóäåò ãîðàçäî âûøå. Êàê è äëÿ äåìïôèðîâàííîãî ìå-
òîäà Ãàóññà�Íüþòîíà, äëÿ ìåòîäà Ëåâåíáåðãà�Ìàðêâàðäòà âûáè-
ðàëèñü òàêèå êîýôôèöèåíòû óâåëè÷åíèÿ è óìåíüøåíèÿ, à òàê-
æå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ìíîæèòåëÿ h, êîòîðûå îáåñïå÷èâàëè íàè-
ëó÷øóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî îíè îêà-
çàëèñü îáðàòíûìè ê ñîîòâåòñòâóþùèì ïàðàìåòðàì â äåìïôèðî-
âàííîì ìåòîäå. Ïðè÷åì ñíà÷àëà ïàðàìåòðû â ìåòîäå Ëåâåíáåðãà�
Ìàðêâàðäòà ïîäáèðàëèñü ïðèìåíèòåëüíî ê íà÷àëüíîìó ïðèáëè-
æåíèþ (q0)1. Òàêèì îáðàçîì, óäàëîñü ïîâûñèòü ñêîðîñòü èòåðà-
öèîííîãî ïðîöåññà ïî÷òè â 7 ðàç (òàáë. 5.1).

Â äàííîì ñëó÷àå ïîâûøåíèå ýôôåêòèâíîñòè âû÷èñëåíèé îêà-
çûâàåòñÿ âîçìîæíûì ãëàâíûì îáðàçîì çà ñ÷åò òîãî, ÷òî íà ïåðâûõ
èòåðàöèÿõ äëÿ ïîèñêà ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè âûáèðàåòñÿ íà-
ïðàâëåíèå ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà (ðèñ. 5.2). Äàëåå æå, ïðè äâèæå-
íèè âäîëü îâðàãà, ñêîðîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ñòàíîâèòñÿ
ïðèáëèçèòåëüíî òàêîé æå, êàê è äëÿ ìåòîäà Ãàóññà�Íüþòîíà ñ
ïåðåìåííûì äåìïôèðóþùèì ìíîæèòåëåì.

Ê ñîæàëåíèþ, êàêèå áû ïàðàìåòðû íå ïîäáèðàëèñü â ñëó÷àå
íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ (q0)2, èòåðàöèîííûé ïðîöåññ íå ñõîäèë-
ñÿ è çàöèêëèâàëñÿ íà äíå îâðàãà â îêðåñòíîñòè òî÷êè α = 0, e =
= 0.1. Äëÿ ðàçðåøåíèÿ ýòîé òðóäíîñòè èñïîëüçîâàëñÿ ìîäèôèöè-
ðîâàííûé ìåòîä Ëåâåíáåðãà�Ìàðêâàðäòà (5.27), êîòîðûé ôàêòè-
÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ãèáðèäîì, ïîëó÷åííûì èç ìåòîäîâ Ãàóññà�Íüþòî-
íà è Ëåâåíáåðãà�Ìàðêâàðäòà. Ñ ó÷åòîì óêàçàííîé âûøå ñâÿçè
ìåæäó ïàðàìåòðàìè ýòèõ ìåòîäîâ ñòðàòåãèÿ âûáîðà ïàðàìåòðîâ
h è h∗ â (5.27) ïðèíèìàëàñü â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì h∗ =
= c/h, ãäå c = 10−8 � êîýôôèöèåíò, ïîäîáðàííûé îïûòíûì ïó-
òåì. Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà óäà-
ëîñü äîáèòüñÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà äëÿ (q0)2. Êðî-
ìå òîãî, åñëè ñðàâíèâàòü ðåçóëüòàòû ñ ïîëó÷åííûìè âûøå äëÿ
(q0)1, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìîäèôèêàöèÿ ïîçâîëÿåò çàìåòíî ïîâû-
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Ðèñ. 5.2. Ñõîäèìîñòü äåìïôèðîâàííîãî ìåòîäà Ãàóññà�Íüþòîíà ñ ïå-

ðåìåííûì h (DGN) è ìåòîäà Ëåâåíáåðãà�Ìàðêâàðäòà (LM)

ñèòü áûñòðîäåéñòâèå âû÷èñëåíèé (òàáë. 5.1). Òåì íå ìåíåå äàæå â
ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè âåñüìà íèçêàÿ.

Âïå÷àòëÿþùèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ñî-
ñòàâíîãî ìåòîäà ñî ñõåìàìè (5.23), (5.29) è (5.30) (Àâäþøåâ, Áà-
íüùèêîâà, 2008): äëÿ ñõîäèìîñòè â îáîèõ ñëó÷àÿõ íà÷àëüíûõ ïðè-
áëèæåíèé ïîòðåáîâàëîñü âñåãî 14 èòåðàöèé. Õàðàêòåð ñõîäèìîñòè
ìåòîäà ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 5.3 (Complex). Ãîðèçîíòàëüíûå òðàåê-
òîðèè çäåñü ñîîòâåòñòâóþò ãðàäèåíòíîìó ñïóñêó (5.29), òîãäà êàê
âåðòèêàëüíûå � ñõåìå ìåòîäà Ãàóññà�Íüþòîíà ñîâìåñòíî ñ ïðîåê-
öèîííîé ñõåìîé (5.30), ãäå â êà÷åñòâå H áûëà âçÿòà êåïëåðîâñêàÿ
ýíåðãèÿ. Ïðè ýòîì ñõåìà ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà èñïîëüçîâàëàñü, êî-
ãäà èçìåíåíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé âåëè÷èíû σ =

√
S/N ïîñëå

âûïîëíåíèÿ î÷åðåäíîãî øàãà ñòàíîâèëîñü ìåíüøå 0.001′′, ÷òî ðàñ-
ñìàòðèâàëîñü êàê ïðèçíàê ïîïàäàíèÿ ïðèáëèæåíèÿ â îâðàã. Äà-
ëåå, ïðèìåíÿëàñü ñõåìà Ãàóññà�Íüþòîíà. Åñëè ïîïðàâêè ïî êîîð-
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Ðèñ. 5.3. Ñõîäèìîñòü ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà Ãàóññà�Íüþòîíà (Ëå-

âåíáåðãà�Ìàðêâàðäòà�Ãàóññà) (LMG) è ñîñòàâíîãî ìåòîäà (Complex)

äèíàòàì ïðåâûøàëè âåëè÷èíó 10−8 à.å., ïðèìåíÿëàñü êîððåêöèÿ
ðåøåíèÿ ïî ïðîåêöèîííîé ñõåìå (5.30). Ââèäó âûñîêîé ýôôåêòèâ-
íîñòè ñîñòàâíîãî ïîäõîäà èìåííî åãî ñëåäóåò ðåêîìåíäîâàòü äëÿ
îïðåäåëåíèÿ îðáèò áëèçêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò.

5.7. Ïðîáëåìà íåîäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ îðáèò

Ãëàâíûì îáðàçîì ââèäó òîãî, ÷òî ðåøàåìàÿ çàäà÷à íåëèíåéíà, îíà
ìîæåò èìåòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé, èíà÷å ãîâîðÿ, öåëåâàÿ ôóíê-
öèÿ ìîæåò èìåòü ìíîæåñòâî ìèíèìóìîâ. Ôîðìàëüíî â êà÷åñòâå
íóæíîãî ðåøåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî íàèáîëåå òî÷íûå çíà÷åíèÿ
îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, âûáèðàþò, î÷åâèäíî, òî, êîòîðîå îáåñ-
ïå÷èâàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ (íàïðèìåð, ïðè
îïðåäåëåíèè àñòåðîèäíûõ îðáèò) ïðîáëåìà âûáîðà íóæíîãî ðå-
øåíèÿ ñîâåðøåííî íå âîçíèêàåò: íåîáõîäèìûå äëÿ èòåðàöèîííîãî
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ìåòîäà íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ, ïîëó÷àåìûå èç ïðåäâàðèòåëüíî-
ãî îïðåäåëåíèÿ îðáèò, ÷àñòî íàñòîëüêî òî÷íû, ÷òî èòåðàöèîííûé
ïðîöåññ áûñòðî ñõîäèòñÿ ê íóæíîìó ðåøåíèþ, äîñòàâëÿþùåìó
àáñîëþòíûé ìèíèìóì öåëåâîé ôóíêöèè.

Òåì íå ìåíåå èìååòñÿ ðÿä çàäà÷, êîãäà òàêîé ôîðìàëüíûé âû-
áîð ðåøåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíûì, ïîñêîëüêó èìåþòñÿ äðóãèå
àëüòåðíàòèâíûå ðåøåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèÿ, î÷åíü áëèçêèå ê çíà÷åíèþ àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà.
Ñîìíåíèÿ çäåñü âûçûâàþòñÿ, ïðåæäå âñåãî, òåì îáñòîÿòåëüñòâîì,
÷òî íàáëþäåíèÿ ìîãóò ñîäåðæàòü îøèáêè, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå,
äîñòàâëÿþùåå àáñîëþòíûé ìèíèìóì öåëåâîé ôóíêöèè, ò.å. íàè-
ëó÷øèì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿþùåå íàáëþäåíèÿ, âïîëíå âîçìîæíî
áóäåò äàëåêî íå ñàìûì ëó÷øèì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ
äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà â áóäóùåì. Â ðàáîòå (Àâäþøåâ, Áàíü-
ùèêîâà, 2008), íàïðèìåð, ïîêàçàíî, ÷òî ïðîáëåìà íåîäíîçíà÷íîãî
îïðåäåëåíèÿ îðáèò ìîæåò èìåòü ìåñòî â çàäà÷àõ äèíàìèêè áëèç-
êèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ïðè ìàëî÷èñëåííîì ñîñòàâå íàáëþäåíèé,
ìîìåíòû êîòîðûõ ðàññðåäîòî÷åíû â íåñêîëüêèõ ãðóïïàõ íà äîñòà-
òî÷íî áîëüøîì èíòåðâàëå âðåìåíè ïîðÿäêà 10000 îáîðîòîâ îáú-
åêòà è áîëåå.

5.7.1. Íàáëþäåíèÿ íà äëèòåëüíîì âðåìåííîì èíòåðâàëå

Ïóñòü â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå p èçâåñòíû N ïîëîæåíèé íåáåñ-
íîãî îáúåêòà pO

i â ìîìåíòû âðåìåíè ti (i = 1, . . . , N), ïðè ýòîì
îðáèòàëüíîå äâèæåíèå îáúåêòà îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ

pC = pC(t,q, E), E = n(t− t0) + E0, (5.31)

ãäå q � îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùèå òðà-
åêòîðèþ íåáåñíîãî òåëà; E � àíîìàëèÿ (áûñòðàÿ ïåðåìåííàÿ); n�
÷àñòîòà; E0 � àíîìàëèÿ E â ýïîõó t0. Ïðè ýòîì pC 2π-ïåðèîäè÷íà
ïî E, ò.å. pC(t,q, E) = pC(t,q, E + 2π).

Ïîëîæèì ïîêà, ÷òî ïàðàìåòðû q íå çàâèñÿò îò n, è ðàññìîòðèì
êâàäðàòû ðàññòîÿíèé ρ2i = ρ2(pO

i ,p
C
i ) ìåæäó ïîëîæåíèÿìè pO

i è
pC
i êàê ôóíêöèè n: ρ2i = ρ2i (n). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèè
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ρ2i ïåðèîäè÷íû ïî n ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïåðèîäàìè 2π/(ti − t0).
Â ñèëó ýòîãî, î÷åâèäíî, ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ âåëè÷èíà

σ2 =
1

N

N∑
i=1

ρ2i , (5.32)

ðàññìàòðèâàåìàÿ â äàííîì ñëó÷àå êàê öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, áóäåò
èìåòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìèíèìóìîâ âäîëü n. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ìèíèìèçàöèÿ σ2 ïî n áóäåò äàâàòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé, èç
êîòîðûõ òîëüêî îäíî ñîîòâåòñòâóåò èñòèííîé ÷àñòîòå n̄. Ïðè÷åì
íà ðàâíîìåðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîìåíòîâ íàáëþäåíèé ti ìî-
ãóò èìåòü ìåñòî òàêèå ÷àñòîòû n ̸= n̄, ïðè êîòîðûõ îðáèòàëüíàÿ
ìîäåëü áóäåò òî÷íî ïðåäñòàâëÿòü íàáëþäåíèÿ, êàê è ïðè n̄. Ýòî
ÿâëåíèå õîðîøî èçâåñòíî â ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå âðåìåííûõ ðÿ-
äîâ ïîä íàçâàíèåì ¾àëèàñèíã¿ (Âèòÿçåâ, 2001).

Îðáèòû áëèçêèõ ñïóòíèêîâ ìîãóò áûòü òàêæå ïðåäñòàâëåíû â
âèäå (5.31), ãäå, îäíàêî, íåêîòîðûå èç ïàðàìåòðîâ q (òàêèå, êàê,
íàïðèìåð, áîëüøàÿ ïîëóîñü èëè ôîêàëüíûé ïàðàìåòð) íåïîñðåä-
ñòâåííî ñâÿçàíû ñ ÷àñòîòîé n. Ïîýòîìó, âîîáùå ãîâîðÿ, ρ2i îêà-
çûâàþòñÿ íåïåðèîäè÷íûìè ïî n. Òåì íå ìåíåå ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ âåëè÷èíàõ ti − t0 ôóíêöèè ρ2i â îêðåñòíîñòè èñòèííîé
÷àñòîòû n̄ áóäóò î÷åíü áëèçêè ê ðàññìîòðåííûì âûøå ïåðèîäè÷å-
ñêèì ñîñòàâëÿþùèì, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîáëåìà ìíîæåñòâà ìè-
íèìóìîâ äëÿ σ2 çäåñü òàêæå áóäåò èìåòü ìåñòî.

Õàðàêòåðíàÿ îñîáåííîñòü â ïîâåäåíèè σ2 îòíîñèòåëüíî n ðàñ-
êðûâàåò ãåíåçèñ ïðîáëåìû ìíîæåñòâà ðåøåíèé, êîòîðàÿ ðåàëüíî
ìîæåò âîçíèêàòü â îáðàòíûõ çàäà÷àõ äèíàìèêè áëèçêèõ ñïóòíè-
êîâ. Äåéñòâèòåëüíî, íà ïðàêòèêå îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû ñïóòíè-
êà, êàê ïðàâèëî, îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ äîñòèæåíèÿ ìèíèìóìà
íåêîòîðîé ôóíêöèè âèäà (5.32), êîòîðàÿ âûðàæàåò ñòåïåíü áëè-
çîñòè íàáëþäàåìûõ è ìîäåëèðóåìûõ ïîëîæåíèé îáúåêòà â ïðî-
ñòðàíñòâå p. Ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí èç ïàðàìåòðîâ îáÿçàòåëüíî
ñâÿçàí ñ ÷àñòîòîé n, íî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî êàê ðàç è ñòàíîâèòñÿ
ïðè÷èíîé íåîäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ñïóòíèêîâîé îðáèòû.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïðîáëåìó ìíîæåñòâà ðåøåíèé íà ïðè-
ìåðå êðóãîâîé çàäà÷è, ãäå ëåãêî óäàåòñÿ ïîëó÷èòü äîâîëüíî ÿñíûå
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è â òî æå âðåìÿ ïîëåçíûå äëÿ ïðàêòèêè ðåçóëüòàòû, ïîçâîëÿþ-
ùèå, êðîìå òîãî, îöåíèòü âñþ âàæíîñòü èññëåäóåìîé ïðîáëåìû.

Â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè êðóãîâóþ îðáèòó ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü êàê

x = pC = aeiE , E = n(t− t0) + E0, n =
√
µ/a3, (5.33)

ãäå x � ïîëîæåíèå òî÷êè; a � ðàäèóñ îðáèòû (áîëüøàÿ ïîëóîñü);
E � áûñòðàÿ ôàçà (àíîìàëèÿ); n � ÷àñòîòà îáðàùåíèÿ (ñðåäíåå
äâèæåíèå); t � âðåìÿ; E0 � ôàçà íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
t0; µ � ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îðáèò âèäà (5.33) è îöåíèì âåëè÷èíó
ðàçíîñòè ïîëîæåíèé x è x̄ íà îðáèòàõ (a,E0) è (ā, Ē0) ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñîãëàñíî (5.33), ðàçíîñòü ∆x = x(t, a, E0) − x̄(t, ā, Ē0)
íåòðóäíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

∆x = āeiE [1 + α− e−i(λν+β)], (5.34)

ãäå α = (a − ā)/ā; β = E0 − Ē0; ν = (n − n̄)/n̄; λ = n̄(t − t0). Ïî-
ëàãàÿ, ÷òî α≪ 1, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè áóäåì
èìåòü îöåíêó 2ν = −3α. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.34) êâàäðàò
âåëè÷èíû ∆x áóäåò

|∆x|2 = ā2[α2 + 2(1 + α)(1− cosφ)], φ = 3
2λα− β. (5.35)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïîâåäåíèå |∆x|2 ïðè ìàëûõ α ãëàâíûì îáðàçîì
áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ôóíêöèåé

f = α2 + 2(1 + α)(1− cosφ). (5.36)

Íà ðèñ. 5.4 ïîêàçàíî ïîâåäåíèå ôóíêöèè f â çàâèñèìîñòè îò
α è β ïðè λ = 10. Êàê âèäíî, ðåëüåô ïîâåðõíîñòè, çàäàâàåìûé f ,
èìååò îâðàæíóþ ñòðóêòóðó. Ïðè ýòîì ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî óâå-
ëè÷åíèå λ ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ ñòåïåíè îâðàæíîñòè f .

Òåïåðü ïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå x̄ ïðåäñòàâëÿåò íàáëþäàåìûå
ïîëîæåíèÿ íåáåñíîãî îáúåêòà (pO) íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â
íåêîòîðûå ìîìåíòû ti, è ïîñòàâèì ïåðåä ñîáîé çàäà÷ó îòûñêàòü
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Ðèñ. 5.4. Ïîâåäåíèå ôóíêöèè f = α2 + 2(1 + α)(1− cosφ) ïðè λ = 10

òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ α è β, êîòîðûå áû äîñòàâëÿëè ìèíè-
ìóì öåëåâîé ôóíêöèè

σ2 =
1

N

N∑
i=1

|∆x|2i , (5.37)

ãäå N � ÷èñëî íàáëþäåíèé. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå íàáëþ-
äåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ âðåìåíí�àÿ óäàëåííîñòü îò íà÷àëüíîé ýïîõè
òàêîâà, ÷òî |λ| � äîñòàòî÷íî áîëüøèå ÷èñëà. Òîãäà ïîâåäåíèå σ2 â
çàâèñèìîñòè îò α è β áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ãëàâíûì îáðàçîì òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèìè ñîñòàâëÿþùèìè. Ïîýòîìó ôàêòè÷åñêè íàñ äîëæ-
íà èíòåðåñîâàòü ôóíêöèÿ âèäà

fcos = 1− 1

N

N∑
i=1

cosφi, φi =
3
2λiα− β. (5.38)

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ λi, îòëè÷àþùèõñÿ
äðóã îò äðóãà íà ñóùåñòâåííî ìåíüøèå âåëè÷èíû, ôóíêöèÿ áóäåò
âåñòè ñåáÿ ïî÷òè êàê îäíà òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ:

fcos ≈ 1− cosφ,

ãäå â êà÷åñòâå λ âûáèðàåòñÿ îäíî èç çíà÷åíèé λi. Ñëåäîâàòåëüíî,
âñå íàáëþäåíèÿ ñ òàêèìè λi ìîæíî îáúåäèíèòü â ãðóïïó è ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê îäíî íàáëþäåíèå. Åñëè òàêèõ ãðóïï íåñêîëüêî, òî
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ïîâåäåíèå ôóíêöèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

fcos ≈ F ≡ 1−
M∑
j=1

kj cos (ωjα− β), kj =
Nj

N
, ωj =

3

2
λj , (5.39)

ãäå M � ÷èñëî ãðóïï; kj � âåñ j-ãðóïïû; îïðåäåëÿåìûé ÷èñëîì
íàáëþäåíèé â ãðóïïå Nj ; λj � îäíî èç çíà÷åíèé λ j-ãðóïïû. Ïðè
ýòîì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî λ1 ≪ λ2 ≪ . . .≪ λM .

Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå òîæäåñòâà, F ìîæ-
íî ïåðåïèñàòü êàê

F = 1−A cos (β + ψ), ãäå A =
√
c2 + s2, ψ = arctg(s/c),

(5.40)

c =

M∑
j=1

kj cos (ωjα), s =

M∑
j=1

kj sin (ωjα).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî F 2π-ïåðèîäè÷íà ïî β è ïðè ôèêñèðîâàííîì
α èìååò åäèíñòâåííûé ìèíèìóì íà ïîëóèíòåðâàëå (β0−π, β0+π]
äëÿ ëþáûõ β0 ∈ (−∞,+∞). Ïîýòîìó îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ F ïî β
ìîæíî îãðàíè÷èòü äî ëþáîãî ïîëóèíòåðâàëà äëèíîé â 2π.

Ââåäåì õàðàêòåðèñòèêó

Φ(α) = min
β∈(−π,+π]

F (α, β), (5.41)

êîòîðàÿ ïðèìå÷àòåëüíà òåì, ÷òî íå çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîé
ýïîõè. Äåéñòâèòåëüíî, èçìåíåíèå íà÷àëüíîé ýïîõè t0 → t0 + ∆t,
ñîãëàñíî (5.39), ïðèâîäèò ê ïðåîáðàçîâàíèþ ñäâèãà âäîëü β:

F (α, β)|t0+∆t = F (α, β +∆β)|t0 , ãäå ∆β ∝ α∆t.

Òîãäà ââèäó óêàçàííûõ âûøå ñâîéñòâ F

min
β∈(−π,+π]

F (α, β)|t0+∆t = min
β∈(−π,+π]

F (α, β +∆β)|t0 = Φ(α).

Çàìåòèì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà Φ(α) ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé ôóíê-
öèåé α, ïîýòîìó ìèíèìóìû Φ(α) ïî α áóäóò îäíîçíà÷íî ñîîòâåò-
ñòâîâàòü ìèíèìóìàì F (α, β) ïî α è β ∈ (−π,+π]. Èç (5.40) ëåãêî
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ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ Φ:

Φ(α) = 1−A(α). (5.42)

Íåòðóäíî òàêæå âèäåòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû c è s ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü êàê

c =
1

N

N∑
i=1

cos (ωiα), s =
1

N

N∑
i=1

sin (ωiα).

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ Φ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåí-
íîé α, íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàííîé ñ ÷àñòîòîé îáðàùåíèÿ ñïóòíè-
êà, ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê àíàëîã ïåðèîäîãðàìì, èñïîëüçóå-
ìûõ â ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïåðèîäè÷íîñòåé â
èçìåðèòåëüíûõ äàííûõ (Âèòÿçåâ, 2001).

Íåîáõîäèìî òàêæå îáðàòèòü îñîáîå âíèìàíèå íà òî, ÷òî ðå-
ëüåô ïîâåðõíîñòè, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé F (α, β), â îêðåñòíîñòÿõ
ìèíèìóìîâ èìååò ñèëüíî îâðàæíóþ ñòðóêòóðó. Ýòî ãëàâíûì îá-
ðàçîì îáóñëîâëåíî áîëüøèìè ÷èñëàìè ωj . Äåéñòâèòåëüíî, ñ òî÷-
íîñòüþ äî ìàëûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ïîâåäåíèå F (α, β) â îêðåñòíî-
ñòè òðèâèàëüíîãî ìèíèìóìà α = β = 0 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî
ôóíêöèåé

Q(α, β) =
1

2
(κ11α

2 + 2κ12αβ + κ22β
2), (5.43)

ãäå

κ11 =
M∑
j=1

kjω
2
j , κ12 = −

M∑
j=1

kjωj , κ22 = 1. (5.44)

Óðàâíåíèå Q(α, β) = const îïèñûâàåò íåêîòîðûé ýëëèïñ â ïëîñêî-
ñòè (α, β) ñ öåíòðîì â òðèâèàëüíîì ìèíèìóìå. Èç àíàëèòè÷åñêîé
ãåîìåòðèè èçâåñòíî, ÷òî êâàäðàò îòíîøåíèÿ C áîëüøîé ïîëóîñè
ýëëèïñà ê ìàëîé ïðåäñòàâèì â âèäå

C2 =
κ11 + κ+ κ22
κ11 − κ+ κ22

, ãäå κ =
√
4κ212 + (κ11 − κ22)2.
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Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (5.44), ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ωj áóäåì èìåòü

C2 ∼ κ11. (5.45)

Âïðî÷åì, ñòåïåíü îâðàæíîñòè ìîæíî ñëåãêà óìåíüøèòü ïóòåì
âûáîðà íà÷àëüíîé ýïîõè t0. Ñîãëàñíî ïðèáëèæåííîé îöåíêå (5.45),
îòíîøåíèå C2 áóäåò áëèçêî ê ìèíèìàëüíîìó ïðè

t0 =
M∑
j=1

kjtj ,

ãäå tj � îäèí èç âðåìåíí�ûõ ìîìåíòîâ íàáëþäåíèé j-ãðóïïû. Ôàê-
òè÷åñêè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ óìåíüøåíèÿ îâðàæíîñòè F (α, β) â
êà÷åñòâå íà÷àëüíîé ýïîõè ñëåäóåò âûáèðàòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷å-
ñêîå âñåõ ìîìåíòîâ íàáëþäåíèé. Èç èçâåñòíûõ àâòîðó èñòî÷íèêîâ
îá ýòîì âïåðâûå óïîìèíàåòñÿ â (×åðíèöîâ, 1975). Êñòàòè, òàêîé
âûáîð íà÷àëüíîé ýïîõè ïðèâîäèò êâàäðàòè÷åñêóþ ôîðìó (5.43) ê
êàíîíè÷åñêîìó âèäó, ïîñêîëüêó κ12 îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè F óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü åå â âèäå

F = 1−
M∑
j=1

kj cos((lj − l0)ζ − β), (5.46)

ζ =
3

2
α(λM − λ1), lj =

λj − λ1
λM − λ1

(j = 0, . . . ,M), λ0 = 0.

Çäåñü âåëè÷èíû l0 è lj ∈ [0, 1] (j = 1, . . . ,M) ïðåäñòàâëÿþò âðå-
ìåíí�îå ðàñïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëüíîé ýïîõè è ãðóïï
íàáëþäåíèé îòíîñèòåëüíî ïåðâîé ãðóïïû.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé äâóõ ãðóïï íàáëþäåíèé (M = 2) îäèíàêî-
âîãî âåñà (k = 1/2). Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ
èìåþùèõñÿ íà äàííûé ìîìåíò íàçåìíûõ íàáëþäåíèé áëèçêîãî
ñïóòíèêà Þïèòåðà Àäðàñòåè (J15). Íà ðèñ. 5.5 ïðåäñòàâëåíî ïî-
âåäåíèå ôóíêöèè F (ζ, β) (5.46) ïðè ðàçëè÷íûõ l0 ∈ [0, 1/2].

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî èçìåíåíèå ïàðàìåòðà l0, ò.å. èçìåíå-
íèå íà÷àëüíîé ýïîõè, ïðèâîäèò ê ñäâèãó ðåëüåôà ïîâåðõíîñòè
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Ðèñ. 5.5. Ïîâåäåíèå F (ζ, β) äëÿ äâóõ ãðóïï íàáëþäåíèé îäèíàêîâîãî

âåñà è ðàçëè÷íûõ l0: 0.0, 0.2, 0.4 è 0.5 (ñâåðõó âíèç ñîîòâåòñòâåííî)

(ñïóòíèê Àäðàñòåÿ)
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Ðèñ. 5.6. Ïîâåäåíèå Φ(ζ) äëÿ äâóõ ãðóïï íàáëþäåíèé îäèíàêîâîãî âåñà

(ñïóòíèê Àäðàñòåÿ)

F (ζ, β) âäîëü β. Ïðè ýòîì ìåíÿåòñÿ è ñòåïåíü îâðàæíîñòè ðåëüå-
ôà: òàê, îâðàãè ïðè l0 = 0 (íà÷àëüíàÿ ýïîõà âáëèçè ìîìåíòîâ ïåð-
âîé ãðóïïû íàáëþäåíèé) çàìåòíî áîëåå âûòÿíóòûå, íåæåëè ïðè
l0 = 1/2 (íà÷àëüíàÿ ýïîõà íàõîäèòñÿ â öåíòðå ðàññìàòðèâàåìî-
ãî âðåìåíí�îãî èíòåðâàëà). Ýòè ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò íàøè
âûâîäû, ñäåëàííûå âûøå, î ïîâåäåíèè ôóíêöèè F .

Â òî æå âðåìÿ õàðàêòåðèñòèêà Φ îñòàåòñÿ íåèçìåííîé äëÿ
ëþáûõ l0 (ðèñ. 5.6). Â îáùåì ñëó÷àå, ïðè ðàçëè÷íûõ k1 = k è
k2 = 1 − k, ãäå k ∈ (0, 1), õàðàêòåðèñòèêà Φ, ñîãëàñíî (5.40) è
(5.42), ïðåäñòàâèìà êàê

Φ = 1−
√

1− 2k(1− k)(1− cos ζ).

Èç íàëè÷èÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé â õàðàêòåðèñòè-
êå Φ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ãðóïï íàáëþäåíèé ñóùåñòâóåò
ìíîæåñòâî ðàâíîçíà÷íûõ ìèíèìóìîâ F , êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò
çíà÷åíèÿì ζ = 2πm èëè

α =
4πm

3(λM − λ1)
=

2

3

m

R
, (5.47)

ãäå m � öåëûå ÷èñëà, à R � ÷èñëî îáîðîòîâ îáúåêòà çà λM − λ1.
Ñëó÷àé òðåõ ãðóïï íàáëþäåíèé (äàæå ðàâíîâåñíûõ) ãîðàç-

äî áîëåå ñëîæåí äëÿ èññëåäîâàíèÿ. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì òîëüêî
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Ðèñ. 5.7. Ïîâåäåíèå Φ(ζ) äëÿ òðåõ ãðóïï íàáëþäåíèé (ñïóòíèê Ìåòèäà)

÷àñòíûé ñëó÷àé, ñîîòâåòñòâóþùèé ðàñïðåäåëåíèþ íàçåìíûõ íà-
áëþäåíèé ñïóòíèêà Ìåòèäû (J16): k1 = 0.28, k2 = 0.16, k3 = 0.56,
l1 = 0, l2 = 0.92, l3 = 1.

Õàðàêòåðèñòèêà Φ (ðèñ. 5.7) òàê æå, êàê è â ñëó÷àå äâóõ ãðóïï
íàáëþäåíèé, èìååò ìíîæåñòâî ìèíèìóìîâ. Ïðàâäà, îòëè÷èòåëü-
íîé îñîáåííîñòüþ õàðàêòåðèñòèêè äëÿ òðåõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî ýòè ìèíèìóìû íå ðàâíîçíà÷íû è íà ðàññìàòðèâàåìîì èíòåð-
âàëå èçìåíåíèÿ ζ ÿâíî âûäåëÿåòñÿ àáñîëþòíûé ìèíèìóì, êîòî-
ðûé ñîîòâåòñòâóåò èñòèííîìó ðåøåíèþ.

Âïðî÷åì, åñëè ðàñïðåäåëåíèå ãðóïï íàáëþäåíèé òàêîâî, ÷òî
âåëè÷èíû lj óäîâëåòâîðÿþò ðåçîíàíñíîìó ñîîòíîøåíèþ òèïà

M∑
j=2

mjlj = 0, (5.48)

ãäå mj ̸= 0 � öåëûå ÷èñëà, òî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ìíîæåñòâî
àáñîëþòíûõ ìèíèìóìîâ F . Ïðè÷åì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ òà-
êèõ ìèíèìóìîâ âäîëü ζ áóäåò òåì âûøå, ÷åì íèæå áóäåò ïîðÿäîê
ðåçîíàíñà èëè ÷åì ìåíüøå áóäóò âåëè÷èíû mj . Ïðèìåð ðåçîíàíñ-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ãðóïï íàáëþäåíèé äëÿM = 3 ïðåäñòàâëåí íà
ðèñ. 5.8, ãäå èñïîëüçîâàíû òå æå âåñà, ÷òî è äëÿ íàáëþäåíèé Ìå-
òèäû. Çäåñü èìååò ìåñòî ðåçîíàíñ l2/l3 = 2/3, êîòîðûé ïðèâîäèò ê
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Ðèñ. 5.8. Ïîâåäåíèå Φ(ζ) äëÿ òðåõ ãðóïï íàáëþäåíèé ñ ðåçîíàíñíûì

ðàñïðåäåëåíèåì: l1 = 0, l2 = 2/3, l3 = 1

ìíîæåñòâó ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ âäîëü ζ àáñîëþòíûõ ìè-
íèìóìîâ ñ èíòåðâàëîì 6π. Î÷åâèäíî, âñëåäñòâèå ïîâûøåíèÿ ïî-
ðÿäêà ðåçîíàíñà (5.48) óâåëè÷åíèå ÷èñëà ðàçðîçíåííûõ ãðóïï M
áóäåò óìåíüøàòü ïëîòíîñòü àáñîëþòíûõ ìèíèìóìîâ.

Èíòåðåñåí òàêæå ñëó÷àé ìíîãî÷èñëåííûõ ðàâíîìåðíî ðàñïðå-
äåëåííûõ è ðàâíîâåñíûõ ãðóïï. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîì M

F ≈ F∞ ≡ F |M→∞ = 1− 1

ζ
[sin((1− l0)ζ − β)− sin(−l0ζ − β)].

Òîãäà

Φ ≈ Φ∞ ≡ Φ|M→∞ = 1−
∣∣∣∣2ζ sin ζ2

∣∣∣∣ .
Ïîâåäåíèå Φ∞ ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 5.9, îòêóäà âèäíî, ÷òî äàæå
ïðè ïëîòíîì ðàñïðåäåëåíèè ãðóïï íàáëþäåíèé ôóíêöèÿ F òàêæå
áóäåò èìåòü ìíîæåñòâî ìèíèìóìîâ, ñðåäè êîòîðûõ ÿâíî âûäåëÿ-
åòñÿ åäèíñòâåííûé àáñîëþòíûé ìèíèìóì.

Èç ðèñ. 5.9 ìîæíî èçâëå÷ü íåñêîëüêî èíóþ, òàêæå âåñüìà ïî-
ëåçíóþ äëÿ ïðàêòèêè èíôîðìàöèþ î ïîâåäåíèè öåëåâîé ôóíê-
öèè. Äîïóñòèì, äëÿ ìèíèìèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè σ2 èñïîëüçó-
åòñÿ êàêîé-ëèáî ÷èñëåííûé (èòåðàöèîííûé) ìåòîä òèïà Ãàóññà�
Íüþòîíà. Òîãäà ãðàôèê íà ðèñóíêå ôàêòè÷åñêè äàåò ïðåäåëüíûå
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Ðèñ. 5.9. Ïîâåäåíèå Φ∞(ζ)

îöåíêè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ζ, ïðè êîòîðûõ èòå-
ðàöèîííûé ìåòîä åùå ìîæåò èìåòü ñõîäèìîñòü ê òðèâèàëüíîìó
ìèíèìóìó. Åñëè íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå îðáèòàëüíûõ ïàðàìåò-
ðîâ òàêîâî, ÷òî |ζ| > 2π èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, îøèáêà â áîëüøîé
ïîëóîñè íàñòîëüêî áîëüøàÿ, ÷òî

|α| > 2

3

1

R
,

òî, ñêîðåå âñåãî, ìåòîä íå áóäåò ñõîäÿùèìñÿ äàæå ïðè ïëîòíîì
âðåìåíí�îì ðàñïðåäåëåíèè ìîìåíòîâ íàáëþäåíèé. Î÷åâèäíî, èí-
òåðâàë ñõîäèìîñòè (ïî α) ê òðèâèàëüíîìó ìèíèìóìó áóäåò òîëüêî
óêîðà÷èâàòüñÿ ïðè ïðîðåæèâàíèè íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ (ñì.,
íàïðèìåð, ðèñ. 5.6�5.8). Ìû âèäèì â ýòîì âîçìîæíóþ ïðè÷èíó
íåóäà÷è Ï.Â. Ñàäáåðè (Sudbury, 1969) â ïîïûòêå ïîëó÷èòü åäèíóþ
ñèñòåìó ýëåìåíòîâ Àìàëüòåè ïî äâóì ãðóïïàì íàáëþäåíèé, ðàçú-
åäèíåííûõ ïî÷òè 30-ëåòíèì âðåìåíí�ûì èíòåðâàëîì. Ïî-âèäèìîìó,
ïåðâîíà÷àëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ áûëè íàñòîëüêî ãðóáûìè, ÷òî
îíè ïðîñòî íå ïîïàëè â îáëàñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà, ìèíèìèçèðó-
þùåãî öåëåâóþ ôóíêöèþ.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðè |λj | ≫ 0 öåëåâàÿ ôóíêöèÿ σ2 (5.37)
äîñòàòî÷íî õîðîøî ïðåäñòàâëÿåòñÿ åå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé fcos (5.38), ïåðâàÿ â îòëè÷èå îò ïîñëåäíåé âñåãäà áóäåò
èìåòü òîëüêî îäèí àáñîëþòíûé ìèíèìóì â α = β = 0, ñîîòâåò-
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ñòâóþùèé èñòèííîìó ðåøåíèþ x̄, ãäå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ îáðàùàåò-
ñÿ â íóëü. Ýòî ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì â σ2 êâàäðàòè÷íîãî ÷ëåíà α2.
Â äðóãèõ ìèíèìóìàõ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ñàìûå ðàçíî-
îáðàçíûå (íåíóëåâûå) çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó â íàøåì ñëó÷àå çà êðè-
òåðèé èñòèííîñòè èñêîìîãî ðåøåíèÿ x (ïî íàáëþäåíèÿì x̄) ìîæíî
ïðèíÿòü óñëîâèå íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ σ2 íà ìíîæåñòâå âñåõ ìè-
íèìóìîâ.

Òåì íå ìåíåå çàìåòèì, ÷òî äëÿ îêîëîðåçîíàíñíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé lj ìîãóò èìåòü ìåñòî òàêèå ìèíèìóìû, ïðè êîòîðûõ çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè σ2 áóäóò ïî÷òè íóëåâûìè. Ïðè÷åì ïëîòíîñòü èõ ïîÿâëå-
íèÿ òåì âûøå, ÷åì íèæå ïîðÿäîê èõ ñîèçìåðèìîñòè. Íàçîâåì ýòè
ìèíèìóìû ïñåâäîòðèâèàëüíûìè.

Êðîìå òîãî, ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî åñëè çàôèêñèðîâàòü a
è â êà÷åñòâå îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ ðàññìàòðèâàòü n (íåçàâè-
ñèìî îò a) è E0, òî ôóíêöèÿ σ2 áóäåò ïîäîáíà fcos ñî âñåìè åå
îñîáåííîñòÿìè, íî óæå îòíîñèòåëüíî ν (5.34) è β.

Äî ñèõ ïîð ìû ïîëàãàëè, ÷òî íàáëþäåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå ðå-
øåíèåì x̄, ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè, îäíàêî ïðè íàëè÷èè (ñëó÷àéíûõ)
îøèáîê ∆x̄ ôóíêöèÿ σ2, âîîáùå ãîâîðÿ, íå áóäåò ïðèíèìàòü íó-
ëåâûå çíà÷åíèÿ è, êðîìå òîãî, íàèáîëåå ïðàâäîïîäîáíîå ðåøåíèå
â îêðåñòíîñòè α = β = 0 ìîæåò íå äîñòàâëÿòü àáñîëþòíûé ìè-
íèìóì: âñëåäñòâèå îøèáîê ñòàòóñ àáñîëþòíîãî ìîæåò ïåðåéòè ê
îäíîìó èç ïñåâäîòðèâèàëüíûõ ìèíèìóìîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì
ñëó÷àå óñëîâèå íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ σ2 íåëüçÿ ïðèíèìàòü â êà-
÷åñòâå êðèòåðèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Âåñüìà èíòåðåñåí ñëó÷àé íàëè÷èÿ â àíîìàëèè E âåêîâûõ îøè-
áîê λ∗ = n∗(t−t0), êîòîðûå ïðîÿâëÿþòñÿ íà ïðàêòèêå â ðåçóëüòàòå
íåìîäåëèðóåìûõ ýôôåêòîâ, â ÷àñòíîñòè, âñëåäñòâèå èãíîðèðîâà-
íèÿ ëèáî óïðîùåíèÿ íåêîòîðûõ ìîäåëåé ñèë. Êñòàòè, äëÿ Àìàëü-
òåè îöåíêè n∗ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2.1. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âëè-
ÿíèå âåêîâûõ îøèáîê λ∗ ïðèâîäèò ê ñäâèãó ôóíêöèè fcos (5.38)
âäîëü α, òîãäà êàê ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ìèíèìóìîâ ôóíê-
öèè ñîõðàíÿþòñÿ. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà φ ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

φ = λ

(
3

2
α− n∗

n̄

)
− β.
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Îòñþäà, íàïðèìåð, ñëåäóåò, ÷òî äàæå åñëè óïðîùåííàÿ (ãðóáàÿ)
è óñëîæíåííàÿ (áîëåå òî÷íàÿ) ìîäåëè äàþò îäíè è òå æå çíà÷å-
íèÿ ìèíèìóìîâ öåëåâîé ôóíêöèè σ2, ýòî åùå íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ
îñíîâàíèåì â ïîëüçó âûáîðà ïåðâîé, òàê êàê îïðåäåëÿåìûå ïðè
ìèíèìèçàöèè σ2 çíà÷åíèÿ α áóäóò ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûìè.

Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ìèíèìóìîâ σ2 èìååò ìåñòî
òîëüêî äëÿ M > 1. Â ñëó÷àå îäíîé ãðóïïû äîñòàòî÷íî áëèçêèõ
íàáëþäåíèé

min
β∈(−π,+π]

σ2 = α2.

Ïîýòîìó öåëåâàÿ ôóíêöèÿ äëÿ M = 1 äîëæíà èìåòü åäèíñòâåí-
íûé ìèíèìóì â α = β = 0.

Èòàê, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ σ2 (5.37) (äëÿM > 1) èìååò ìíîæåñòâî
ìèíèìóìîâ. Ïîýòîìó ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷èñëåííûõ (èòåðàöèîí-
íûõ) ìåòîäîâ äëÿ ìèíèìèçàöèè σ2 ïî a è E0 (5.33) ïîëó÷àåìîå
ðåøåíèå áóäåò íåïîñðåäñòâåííî çàâèñåòü îò âûáèðàåìîãî íà÷àëü-
íîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïðè ýòîì èç âñåõ ìèíèìóìîâ íå âñåãäà óçíà-
âàåì òîò, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò èñòèííîìó ðåøåíèþ x̄. Â îñîáåííîñòè
ýòî ìîæåò èìåòü ìåñòî, êîãäà |λj | ≫ 0.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè èñïîëüçóåìûå íà ïðàêòèêå ìîäåëè pC ãî-
ðàçäî ñëîæíåå, íåæåëè ðàññìîòðåííûå íàìè âûøå. Òåì íå ìåíåå
ïðîáëåìà íåîäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ñïóòíèêîâûõ îðáèò â îá-
ùåì ñëó÷àå òàêæå èìååò ìåñòî, è, êðîìå òîãî, âñëåäñòâèå îøèáîê
íàáëþäåíèé îíà êóäà ñåðüåçíåå.

Íà ðèñ. 5.10 â ïëîñêîñòè áîëüøàÿ ïîëóîñü�ýêñöåíòðèñèòåò (a, e)
ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå ìèíèìóìîâ öåëåâîé ôóíêöèè S äëÿ
Àäðàñòåè, áëèçêîãî ñïóòíèêà Þïèòåðà, ó êîòîðîãî íà äàííûé ìî-
ìåíò èìåþòñÿ âñåãî äâå ãðóïïû íàçåìíûõ íàáëþäåíèé (Nicholson,
Matthews, 1991; Kulyk et al., 2002). Çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó
ýòèìè ãðóïïàìè (12 ëåò) ñïóòíèê ñîâåðøàåò ïîðÿäêà 14500 îáî-
ðîòîâ. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ íàáëþäåíèé ñïóòíèêà èñïîëüçîâàëàñü
âûñîêîòî÷íàÿ ÷èñëåííàÿ ìîäåëü îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ (Àâäþ-
øåâ, Áàíüùèêîâà, 2008).

Êàê âèäíî èç ðèñ. 5.10, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ äàåò äîâîëüíî ìàëûå
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îøèáêè â îêðåñòíîñòè àáñîëþòíîãî ìèíè-
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Ðèñ. 5.10. Ðàñïðåäåëåíèå îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ a è e, äîñòàâëÿþ-

ùèõ ìèíèìóìû öåëåâîé ôóíêöèè S (Àäðàñòåÿ). Äëÿ íåêîòîðûõ ðåøå-

íèé, îáîçíà÷åííûõ êðóæî÷êàìè, äàíû ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îøèáêè.

Ðåøåíèå â àáñîëþòíîì ìèíèìóìå îáîçíà÷åíî êðåñòèêîì

ìóìà: σ =
√
S/N (N = 180). Â òî æå âðåìÿ íåëüçÿ óòâåðæäàòü,

÷òî èìåííî â àáñîëþòíîì ìèíèìóìå íàõîäÿòñÿ íàèëó÷øèå îöåíêè
îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, ïîñêîëüêó ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îøèá-
êè â ñîñåäíèõ ìèíèìóìàõ îòëè÷àþòñÿ íà âåëè÷èíû, ãîðàçäî ìåíü-
øèå îøèáîê íàáëþäåíèé.

Îïàñíîñòü íàëè÷èÿ ó öåëåâîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà ìèíèìóìîâ
ñîñòîèò, î÷åâèäíî, â òîì, ÷òî ïðè ôîðìàëüíîé ìèíèìèçàöèè ìîæ-
íî ïîëó÷èòü òàêèå îöåíêè, êîòîðûå ïðè äîñòàòî÷íî õîðîøèõ ñðåä-
íåêâàäðàòè÷åñêèõ îøèáêàõ áóäóò äàâàòü íåóäîâëåòâîðèòåëüíûé
ïðîãíîç äâèæåíèÿ ñïóòíèêà íà äëèòåëüíîì èíòåðâàëå âðåìåíè.

Íà ðèñ. 5.11 ïðèâåäåíî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîñëåäíèìè íà-
áëþäåíèÿìè 2000 ã. ñïóòíèêà Ìåòèäû (Kulyk et al., 2002) è åãî
ìîäåëèðóåìûìè ïîëîæåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ïðè óëó÷øåíèè îð-
áèòû ïî äâóì ïðåäûäóùèì ãðóïïàì 1988 ã. è 1999 ã. (Nicholson,
Matthews, 1991; Kulyk et al., 2002) äëÿ ñëó÷àåâ äâóõ ñîñåäíèõ ðå-
øåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ζ/2π = ±1. Ðèñóíîê ïîêàçûâàåò, ÷òî ìî-
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Ðèñ. 5.11. Ðàñïðåäåëåíèå íàáëþäåííûõ (O) è âû÷èñëåííûõ (C) ïîëî-

æåíèé Ìåòèäû íà íåáåñíîé ñôåðå äëÿ òðåòüåé ãðóïïû íàáëþäåíèé (B18

Terskol) (ïóíêòèðíîé ëèíèåé ïîêàçàíà ãðàíèöà âèäèìîãî ñ Çåìëè äèñêà

Þïèòåðà)

äåëü, îñíîâàííàÿ íà ýòèõ ðåøåíèÿõ, äàåò î÷åíü ïëîõîé ïðîãíîç íà
2000 ã., è åñëè áû îíà èñïîëüçîâàëàñü äëÿ ïëàíèðîâàíèÿ íàáëþ-
äåíèé ñïóòíèêà â îäíîé èç åãî ýëîíãàöèé, âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî
â îæèäàåìîå âðåìÿ îí áû íå îêàçàëñÿ â îæèäàåìîì ìåñòå. Âìå-
ñòå ñ òåì ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ζ = 0, îáåñïå÷èâàåò õîðîøåå
ñîãëàñèå ñ íàáëþäåíèÿìè.

5.7.2. Íàáëþäåíèÿ íà êîðîòêîé îðáèòàëüíîé äóãå

Ïðîáëåìà íåîäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ îðáèò ìîæåò òàêæå âîçíè-
êàòü â èíûõ ñëó÷àÿõ, à èìåííî êîãäà íàáëþäåíèÿ ñãðóïïèðîâàíû
íà ìàëîì âðåìåííîì èíòåðâàëå è ïîêðûâàþò êîðîòêóþ îðáèòàëü-
íóþ äóãó. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé ñîñòàâ íàáëþäåíèé èìåþò ïî÷òè
âñå íîâûå îáúåêòû. Âïðî÷åì, âîçíèêíîâåíèå ýòîé ïðîáëåìû âîç-
ìîæíî ëèøü ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íàáëþäåíèÿ, ÷òî õîòÿ
è ñóæàåò êëàññ ïðîáëåìíûõ îáúåêòîâ, èõ òåì íå ìåíåå îñòàåòñÿ
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åùå äîñòàòî÷íî ìíîãî è çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü èç íèõ � ýòî íîâûå
äàëåêèå ñïóòíèêè áîëüøèõ ïëàíåò.

Äëÿ îáùåãî ïîíèìàíèÿ ïðîáëåìû ìîæíî îáðàòèòüñÿ, êàê ýòî
ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íå óäèâèòåëüíûì, ê òåàòðó òåíåé. Êàê íåâîç-
ìîæíî ïî ïðîåêöèè íà ýêðàí îïðåäåëèòü, â êàêóþ ñòîðîíó âðà-
ùàåòñÿ ôèãóðêà-ïåðñîíàæ, òàê æå ïî àíàëîãèè íåâîçìîæíî ïî
íàáëþäåíèÿì â óãëîâûõ êîîðäèíàòàõ íà íåáåñíîé ñôåðå îïðåäå-
ëèòü, â êàêóþ ñòîðîíó íà êðóãîâîé îðáèòå äâèæåòñÿ îáúåêò: ê íà-
áëþäàòåëþ èëè îò íåãî39 (ñì., íàïðèìåð, íàáëþäåíèÿ Ìåòèäû íà
ðèñ. 5.11). Ôîðìàëüíî òðóäíîñòü ñîñòîèò ïðîñòî â îòñóòñòâèè èí-
ôîðìàöèè î ðàññòîÿíèè ìåæäó íàáëþäàòåëåì è îáúåêòîì. Â èòîãå
ìû èìååì äâå àëüòåðíàòèâíûå îðáèòû è òîëüêî îäíà èç íèõ, íåèç-
âåñòíî êàêàÿ, ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíîìó äâèæåíèþ.

Ñïóòíèêè ïëàíåò, êàê ïðàâèëî, íàáëþäàþòñÿ â óãëîâûõ êîîð-
äèíàòàõ, è ïðîáëåìà íåîäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ îðáèò äëÿ íî-
âûõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ôàêòè÷åñêè ñâÿçàíà ñ èçâåñòíîé ïðîáëå-
ìîé, âîçíèêàþùåé â ïðåäâàðèòåëüíîì îïðåäåëåíèè îðáèò ïî òðåì
óãëîâûì ïîëîæåíèÿì, êîãäà ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íàáëþ-
äåíèÿ ñóùåñòâóþò äâà ïðèåìëåìûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàãðàí-
æà âîñüìîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ðàññòîÿíèÿ, êîòîðûå äàþò äâå
ïðåäâàðèòåëüíûå êåïëåðîâñêèå îðáèòû (Charlier, 1910) (ñì. òàê-
æå Ïðèëîæåíèå). Óñëîâèÿ äâîéíûõ ðåøåíèé âûïîëíÿþòñÿ â òîì
ñëó÷àå, åñëè íàáëþäàåìûé îáúåêò íàõîäèòñÿ â îáëàñòè, óêàçàí-
íîé ñåðûì öâåòîì íà ðèñ. 5.12, ãäå â êà÷åñòâå öåíòðàëüíîãî òåëà
âûñòóïàåò Þïèòåð. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ýòà îáëàñòü öåëèêîì
ñîäåðæèò ñôåðó âëèÿíèÿ Þïèòåðà. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ñïóòíè-
êà ïëàíåòû ïðè ïðåäâàðèòåëüíîì îïðåäåëåíèè åãî îðáèòû âñåãäà
áóäóò ñóùåñòâîâàòü äâà ðåøåíèÿ, îäèíàêîâî õîðîøî ïðåäñòàâëÿþ-
ùèå íàáëþäåíèÿ. Åñëè íåèçâåñòíà êàêàÿ-ëèáî äîïîëíèòåëüíàÿ èí-
ôîðìàöèÿ î ãåîöåíòðè÷åñêîì ðàññòîÿíèè äî íàáëþäàåìîãî ñïóò-
íèêà, òî îêàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî íåâîçìîæíûì âûáðàòü òó îðáè-
òó, êîòîðàÿ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðåàëüíîé.

39Åñëè, êîíå÷íî æå, ïëîñêîñòü îðáèòû íå ïåðïåíäèêóëÿðíà íàïðàâëåíèþ
îò íàáëþäàòåëÿ íà öåíòðàëüíîå òåëî.
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Ðèñ. 5.12. Îáëàñòü äâîéíûõ ðåøåíèé (îêðóæíîñòüþ îêîëî Þïèòåðà

ïîêàçàíà ñôåðà âëèÿíèÿ ïëàíåòû). Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ýòà ñõåìà ïî-

ëó÷åíà íà îñíîâå ôîðìóë èç ðàáîòû (Charlier, 1910), ãäå ïðåäïîëàãàåò-

ñÿ, ÷òî öåíòðàëüíûì òåëîì ÿâëÿåòñÿ Ñîëíöå, à íå Þïèòåð, à íàáëþäå-

íèÿ âûïîëíÿþòñÿ çà àñòåðîèäîì ñ Çåìëè, äâèæåíèå êîòîðîé ïîä÷èíåíî

òîëüêî ïðèòÿæåíèþ ñâåòèëà. Òåì íå ìåíåå ñòðóêòóðà îáëàñòè äâîéíûõ

ðåøåíèé äëÿ Þïèòåðà êàê öåíòðàëüíîãî òåëà äîëæíà áûòü ïîäîáíîé

Âïðî÷åì, ïðîáëåìà äâóçíà÷íîñòè îáû÷íî ðàçðåøàåòñÿ íà ýòà-
ïå óòî÷íåíèÿ îðáèòû ñ ïðèâëå÷åíèåì äîïîëíèòåëüíûõ íàáëþäå-
íèé, êîòîðûå, êàê ïðàâèëî, èìåþòñÿ â íàëè÷èè. Ïðè ðåøåíèè îá-
ðàòíîé çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì èçáûòî÷íîé âûáîðêè íàáëþäå-
íèé ðàçóìíûì êðèòåðèåì âûáîðà íóæíîãî ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ðåàëüíîé îðáèòå, ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòü ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé
îøèáêè: èç äâóõ ðåøåíèé íåîáõîäèìî âûáèðàòü òî, äëÿ êîòîðîãî
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà ïðèíöèïèàëüíî ìåíüøå. Îäíàêî,
åñëè â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îøèáêè ñðàâíèìû,
âûáîð ðåøåíèÿ áåç ïðèâëå÷åíèÿ êàêîé-ëèáî åùå äîïîëíèòåëüíîé
èíôîðìàöèè îá îðáèòå îêàçûâàåòñÿ ïîä âîïðîñîì. Òàêàÿ ñèòóà-
öèÿ âïîëíå âîçìîæíà äëÿ îáúåêòîâ, íàáëþäàâøèõñÿ íà î÷åíü êî-
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Ðèñ. 5.13. Âðåìåííûå èíòåðâàëû íàáëþäåíèÿ íîâûõ äàëåêèõ ñïóòíè-

êîâ Þïèòåðà, îòêðûòûõ â 2003 ã. Â íèæíåé ÷àñòè ãðàôèêà óêàçàíî

êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé äëÿ êàæäîãî èç ñïóòíèêîâ

ðîòêîé äóãå, ÷òî êàê ðàç õàðàêòåðíî äëÿ íîâûõ íåèìåíîâàííûõ
ñïóòíèêîâ Þïèòåðà ñåìåéñòâà S/2003. Ðàññìîòðèì èõ íà ïðåäìåò
äâîéíûõ ðåøåíèé.

Óæå ïðåäâàðèòåëüíî çíàÿ ïåðèîäû ñïóòíèêîâûõ íàáëþäåíèé
(ðèñ. 5.13), ìîæíî ñ óâåðåííîñòüþ óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ îáúåêòîâ,
êîòîðûå íàáëþäàëèñü ìåíåå 100 ñóò, äîëæíû ñóùåñòâîâàòü àëü-
òåðíàòèâíûå ðåøåíèÿ, îäèíàêîâî ïðèåìëåìûå äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
íàáëþäåíèé.

Ïðîáëåìà äâîéíûõ ðåøåíèé äëÿ ñïóòíèêîâ ñåìåéñòâà S/2003
äåòàëüíî èññëåäîâàíà â ðàáîòå (Àâäþøåâ, Áàíüùèêîâà, 2010). Ïðè-
âåäåì åå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Îïðåäåëåíèå ñïóòíèêîâûõ îðáèò âûïîëíÿëîñü ïî èìåþùèìñÿ
àñòðîìåòðè÷åñêèì íàáëþäåíèÿì (Arlot, Emelyanov, 2009) íà îñ-
íîâå âûñîêîòî÷íîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñïóòíèêîâîãî äâè-
æåíèÿ (Àâäþøåâ, Áàíüùèêîâà, 2008) â ðàìêàõ íåëèíåéíîé çàäà÷è
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ
êàæäîãî ñïóòíèêà áðàëàñü ïàðà ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ èç ïðåäâà-
ðèòåëüíîãî îïðåäåëåíèÿ îðáèòû ìåòîäîì Ëàïëàñà (Charlier, 1910).
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Òàáëèöà 5.2. Àëüòåðíàòèâíûå îöåíêè îðáèòàëüíûõ ýëåìåíòîâ

S/2003 a (à.å.) e σ (′′) a∗ (à.å.) e∗ σ∗ (′′)

J02 1.81 · 10−1 0.34 0.14 8.04 · 10−2 0.74 0.20

J03 1.29 · 10−1 0.23 0.22 −1.89 1.05 0.30

J04 1.23 · 10−1 0.43 0.20 1.53 · 10−1 0.27 0.17

J05 1.63 · 10−1 0.21 0.25 −1.31 · 10−2 12.29 1.10

J09 1.58 · 10−1 0.21 0.32 −1.17 · 10−2 8.96 4.22

J12 1.17 · 10−1 0.49 0.20 1.92 · 10−1 0.40 0.21

J14 1.68 · 10−1 0.28 0.19 1.33 · 10−1 0.08 5.45

J15 1.52 · 10−1 0.13 0.24 −2.35 · 10−2 4.73 3.78

J16 1.38 · 10−1 0.24 0.16 −3.44 · 10−2 4.35 0.92

J17 1.53 · 10−1 0.19 0.15 −3.97 · 10−1 1.26 2.21

J19 1.59 · 10−1 0.30 0.20 −3.64 · 10−2 1.71 1.28

J23 1.56 · 10−1 0.36 0.35 8.08 · 10−2 0.42 0.85

Â ðåçóëüòàòå òîëüêî äëÿ 12 ñïóòíèêîâ èç 23 áûëè ïîëó÷åíû
ïàðû îðáèò, ýëåìåíòû êîòîðûõ ïðèâåäåíû â òàáë. 5.2, â òî âðåìÿ
êàê äëÿ êàæäîãî èç îñòàâøèõñÿ 11 ñïóòíèêîâ òîëüêî îäíî èç äâóõ
íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé îáåñïå÷èâàëî ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííî-
ãî ïðîöåññà. Â òàáëèöå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü; e � ýêñöåíòðèñèòåò;
σ � ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà; çâåçäî÷êîé îáîçíà÷åíû àëü-
òåðíàòèâíûå îðáèòàëüíûå ýëåìåíòû, ðàíåå íå ïóáëèêîâàâøèåñÿ
â ëèòåðàòóðå. Èíòåðåñíî, ÷òî ñðåäè 24 îðáèò â 12 ïîëó÷åííûõ
ïàðàõ 7 àëüòåðíàòèâíûõ îðáèò îêàçàëèñü ãèïåðáîëè÷åñêèìè, ò.å.
óæå 7 îáúåêòîâ ìîãóò ÿâëÿòüñÿ àñòåðîèäàìè, âðåìåííî çàõâà÷åí-
íûìè Þïèòåðîì. Âïðî÷åì, èç àëüòåðíàòèâíûõ ðåøåíèé âñå æå
ìîæíî ïðèíÿòü ëèøü òå, ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îøèáêè êîòîðûõ
äîñòàòî÷íî ìàëû. Òàêèì îáðàçîì, â äåéñòâèòåëüíîñòè çàñëóæèâà-
þò âíèìàíèå òîëüêî 4 îáúåêòà: S/2003 J02, S/2003 J03, S/2003 J04,
S/2003 J12, îäèí èç êîòîðûõ (S/2003 J03) èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ
îðáèòó.



Ëåã÷å íàéòè îøèáêó, ÷åì èñòèíó.
È. Ãåòå

Ãëàâà 6. ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ

ÒÎ×ÍÎÑÒÈ

Íàáëþäåíèÿ ëþáîãî íåáåñíîãî òåëà, êàê áû òùàòåëüíî îíè íå
âûïîëíÿëèñü, îáðåìåíåíû îøèáêàìè ðàçëè÷íîãî ïðîèñõîæäåíèÿ,
íåóñòðàíèìûìè â ñèëó èõ ñëó÷àéíîñòè40. Ïðè îïðåäåëåíèè îðáè-
òû îíè íåèçáåæíî ïåðåäàþòñÿ ïàðàìåòðàì ïðèíÿòîé îðáèòàëüíîé
ìîäåëè. Òàêèì îáðàçîì, îøèáêè íàáëþäåíèé çàäàþò íåêèé áàðüåð
(ìîäåëüíîé) òî÷íîñòè, êîòîðûé íå ìîæåò áûòü ïðåîäîëåí ïðàêòè-
÷åñêè, êàêîé áû âûñîêîòî÷íûé âû÷èñëèòåëüíûé èíñòðóìåíòàðèé
íå èñïîëüçîâàëñÿ. Âñòàåò âîïðîñ: êàê æå òîãäà îöåíèòü íåîïðå-
äåëåííîñòè â îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðàõ, âûçâàííûå îøèáêàìè íà-
áëþäåíèé?

Ñ ïîÿâëåíèåì â ïîñëåäíåå âðåìÿ áûñòðîäåéñòâóþùèõ è ìíî-
ãîïðîöåññîðíûõ êîìïüþòåðîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ òî÷íîñòè îðáèò,
îïðåäåëÿåìûõ èç íàáëþäåíèé, âñå ÷àùå ïðèáåãàþò ê ñòîõàñòè-
÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé îðáèòàëüíûõ ïàðà-
ìåòðîâ ìåòîäàìè Ìîíòå-Êàðëî (Chernitsov et al., 1998; Virtanen et
al., 2001; Bordovitsyna et al., 2001; Williams et al., 2005; Muinonen
et al., 2006; Avdyushev, Banschikova, 2007; Desmars et al., 2009;
Avdyushev, 2009; Emel'yanov, 2010; Avdyushev, 2011), ÷òî øèðî-
êî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïëàíèðîâàíèè íàáëþäåíèé è èäåíòèôèêàöèè
íåáåñíûõ òåë, à òàêæå â çàäà÷àõ àñòåðîèäíîé îïàñíîñòè.

Ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé, ïëîòíîñòü êîòîðîãî îòâå÷à-
åò âåðîÿòíîñòíîé ïëîòíîñòè íàõîæäåíèÿ èñòèííûõ çíà÷åíèé îð-
áèòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, îáû÷íî ñòðîèòñÿ íà îñíîâå îöåíîê ëè-
íåàðèçèðîâàííîé çàäà÷è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÍÊ), íåñìîòðÿ

40Íàïðèìåð, ùåäðûé èñòî÷íèê îøèáîê äëÿ îïòè÷åñêèõ íàáëþäåíèé � ýòî
äðîæàíèå àòìîñôåðû, çëåéøèé âðàã íàçåìíîãî íàáëþäàòåëÿ.
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íà òî, ÷òî ñâÿçü ìåæäó ïðåäñòàâëåíèÿìè íàáëþäåíèé è ïàðàìåò-
ðàìè, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëèíåéíà. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå
ëèíåéíûõ îöåíîê ÍÊ-çàäà÷è äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ îáîñíîâàííûì òîëüêî â òîì ñëó-
÷àå, åñëè ýòè çíà÷åíèÿ ïîêðûâàþò äîñòàòî÷íî ìàëóþ îáëàñòü â
ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, ãäå óêàçàííàÿ ñâÿçü ìîæåò õîðî-
øî ïðåäñòàâëÿòüñÿ ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèåé. Â èíîì ñëó÷àå ëè-
íåéíûå îöåíêè áóäóò íåäîñòîâåðíî îïèñûâàòü âåðîÿòíîñòíûé ðàç-
áðîñ. Ñëåäîâàòåëüíî, òîãäà íóæíî ïðèáåãàòü ê êàêèì-ëèáî íåëè-
íåéíûì ìåòîäàì ñòîõàñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Â äàííîé ãëàâå äàåòñÿ îáçîð ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ìåòîäîâ,
îñíîâàíûõ íà êîíöåïöèÿõ êëàññè÷åñêîãî ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà.
Èõ ýôôåêòèâíîñòü èññëåäóåòñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê îöåíèâàíèþ òî÷-
íîñòè îðáèòû íîâîãî ñïóòíèêà Þïèòåðà S/2003 J04, ïàðàìåòðû
äâèæåíèÿ êîòîðîãî ïëîõî îïðåäåëåíû âñëåäñòâèå ñêóäíîãî ñîñòà-
âà èìåþùèõñÿ íà äàííûé ìîìåíò íàáëþäåíèé. Ââîäèòñÿ ïîêàçà-
òåëü íåëèíåéíîñòè ÍÊ-çàäà÷è, ïîëåçíûé äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ
â âûáîðå ìåæäó ëèíåéíûìè è íåëèíåéíûìè ìåòîäàìè.

6.1. Çàäà÷à íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, åå ãåîìåòðèÿ
è äîâåðèòåëüíîå îöåíèâàíèå

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðåøèòü ïåðåîïðåäåëåííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

pO = pC(q), (6.1)

ãäå q � K-ìåðíûé âåêòîð îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ; pO � N -
ìåðíûé âåêòîð íàáëþäåíèé (èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí), ñîäåðæàùèé
îøèáêè δpO; pC � çàäàííàÿ N -ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ïàðàìåò-
ðîâ q (ïðåäñòàâëåíèå íàáëþäåíèé ïðèíÿòîé ìîäåëüþ). Ïðè÷åì
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îøèáêè íàáëþäåíèé ñëó÷àéíû è íåçàâèñèìî
ðàñïðåäåëåíû ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ íóëåâîé ñðåäíåé è äèñïåð-
ñèåé σ2, ò.å. δpO ∼ N (0, σ2I) (I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà). Ðåøåíèå
ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû q̂ (íàèëó÷øàÿ îöåíêà) íàõîäèòñÿ èç
ïðèíöèïà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ: S(q̂) → min, ãäå S(q) � öåëå-
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âàÿ ôóíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ áëèçîñòü íàáëþäàåìûõ è ìîäå-
ëèðóåìûõ âåëè÷èí:

S(q) = ∥pO − pC(q)∥2. (6.2)

Â ëèíåéíîì ñëó÷àå

pC(q) = Aq, (6.3)

ãäå A � ïðÿìîóãîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà N ×K ðàí-
ãà K. Òîãäà îöåíêà q̂, äîñòàâëÿþùàÿ ìèíèìóì S (6.2), áóäåò

q̂ = (ATA)−1ATpO. (6.4)

Ïîñêîëüêó ñâÿçü ìåæäó q̂ è pO ëèíåéíàÿ, q̂ ∼ N (q̄,C), ãäå q̄ �
âåêòîð èñòèííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, à C � êîâàðèàöèîííàÿ
ìàòðèöà ïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêè q̂:

C = σ2(ATA)−1. (6.5)

Â íåëèíåéíîì ñëó÷àå äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíêè q̂ îáû÷íî ïðè-
áåãàþò ê èòåðàöèîííîìó ìåòîäó Ãàóññà�Íüþòîíà (5.23):

q̂ = lim
k→∞

qk,

ãäå

qk = qk−1 −
1

2
Q−1

qk−1

(
∂S

∂q

)T

qk−1

, Q =

(
∂pC

∂q

)T
∂pC

∂q
, (6.6)

îäíàêî î ðàñïðåäåëåíèè îöåíêè q̂ êàê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû çäåñü
óæå íè÷åãî îïðåäåëåííîãî ñêàçàòü íåëüçÿ.

Ñîãëàñíî ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ëèíåéíîé ÍÊ-çàäà÷è
(6.3) (ðèñ. 6.1), âåêòîð èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí çàäàåò òî÷êó pO â
íåêîòîðîì N -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàáëþäåíèé p, òîãäà êàê îáðà-
çîì Aq ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà q â ïðîñòðàíñòâå íàáëþ-
äåíèé p ÿâëÿåòñÿ K-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî pC , íàçûâàåìîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì îöåíîê (Bates, Watts, 1980; Draper, Smith, 1981).
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p

p

p

p

ˆ
–

O

C

S
1/2

S
1/2ˆS = const

pO

Ðèñ. 6.1. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ëèíåéíîé ÍÊ-çàäà÷è ïðè

N = 3 è K = 2. Çäåñü pO � òî÷êà íàáëþäåíèé; p̂ è p̄ íà ïëîñêîñòè

îöåíîê (ñåòêà, çàïîëíåííàÿ ñåðûì öâåòîì) � òî÷êè, çàäàâàåìûå ëèíåé-

íîé ìîäåëüþ pC(q) = Aq ñ èñòèííûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ q̄ è èõ

ÍÊ-îöåíêàìè q̂ ñîîòâåòñòâåííî; pC � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè

îöåíîê, è δpO � âåêòîð îøèáîê íàáëþäåíèé. Äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü

íà ïëîñêîñòè îöåíîê ïðåäñòàâëåíà òåìíî-ñåðûì êðóãîì

Î÷åâèäíî, òàê êàê âåêòîð δpO ïðåäñòàâëÿåò òîëüêî èçìåðèòåëü-
íûå îøèáêè, òî÷íûå èçìåðåíèÿ p̄, ñîîòâåòñòâóþùèå èñòèííûì
çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ q̄, äîëæíû ïðèíàäëåæàòü ýòîìó ïîäïðî-
ñòðàíñòâó, èíà÷å ãîâîðÿ, p̄ = pC(q̄) = Aq̄. Íàêîíåö, âàæíî çàìå-
òèòü, ÷òî â ëèíåéíîì ñëó÷àå ïîäïðîñòðàíñòâî îöåíîê ïëîñêîå, ò.å.
åãî ìîæíî íàòÿíóòü íà íåêîòîðóþ ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîð-
äèíàò â ïðîñòðàíñòâå íàáëþäåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ââåäåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ pO è
pC öåëåâàÿ ôóíêöèÿ S (6.2) ñòàíîâèòñÿ íå ÷åì èíûì, êàê êâàäðà-
òîì ðàññòîÿíèÿ â ïðîñòðàíñòâå íàáëþäåíèé p îò òî÷êè pO äî ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êè ïîäïðîñòðàíñòâà pC , ñîîòâåòñòâóþùåé íåêîòîðî-
ìó ïðîîáðàçó ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà q, è òîëüêî òî÷êà
p̂ = pC(q̂) îáåñïå÷èâàåò ìèíèìóì öåëåâîé ôóíêöèè Ŝ = S(q̂).

Ìåæäó òåì, ïîñêîëüêó Ŝ ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ðàñ-
ñòîÿíèÿ îò òî÷êè pO äî ïîäïðîñòðàíñòâà îöåíîê, òî÷êó p̂ ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ pO íà pC . Ââå-
äåì ñëó÷àéíóþ J-ìåðíóþ ñòàíäàðòíóþ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåí-
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íóþ âåëè÷èíó νJ . Òîãäà ââèäó òîãî, ÷òî âåêòîð pO − p̄ = δpO =
= σνN , âåêòîð p̂− p̄ = σνK , à êâàäðàò åãî âåëè÷èíû, ïîäåëåííûé
íà äèñïåðñèþ îøèáîê, áóäåò ðàñïðåäåëåí ïî çàêîíó χ2

K ñî ñòåïå-
íüþ ñâîáîäû K:

∥p̂− p̄∥2

σ2
= χ2

K . (6.7)

Åñëè æå ðàññìàòðèâàòü òî÷êó p̄ îòíîñèòåëüíî ñëó÷àéíî ðàñïðåäå-
ëåííîé òî÷êè p̂, òî åå ñëó÷àéíîå ðàñïðåäåëåíèå áóäåò òàêèì æå,
êàê p̂ − p̄41, ïîýòîìó äîâåðèòåëüíóþ îáëàñòü ìîæíî îïðåäåëèòü
íåðàâåíñòâîì

∥p̂− pC∥2

σ2
≤ χ2

K,α, (6.8)

ãäå χ2
K,α � α-êâàíòèëü ôóíêöèè χ2

K . Âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë íåðà-
âåíñòâà (6.8) ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíî çàäàåò â K-ìåðíîì ïîäïðî-
ñòðàíñòâå îöåíîê øàðîîáðàçíóþ îáëàñòü ñ öåíòðîì p̂, êîòîðàÿ ñ
âåðîÿòíîñòüþ α ñîäåðæèò òî÷êó p̄.

Åñëè äèñïåðñèÿ îøèáîê σ2 íåèçâåñòíà, òî ôîðìóëà (6.8) íåïðè-
ìåíèìà. ×òîáû îïðåäåëèòü äîâåðèòåëüíóþ îáëàñòü â ýòîì ñëó÷àå,
âîñïîëüçóåìñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé äèñïåðñèè

σ̂2 =
S(q̂)

N −K
,

êîòîðàÿ êàê ñòàòèñòèêà èìååò ñâÿçü ñ ðàñïðåäåëåíèåì χ2
N−K :

σ̂2 = σ2
χ2
N−K

N −K
, (6.9)

ïîñêîëüêó S(q̂) = ∥pO− p̂∥2, à âåêòîð pO− p̂ = σνN−K ðàñïðåäå-
ëåí ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó â (N −K)-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå,
îðòîãîíàëüíîì ê ïîäïðîñòðàíñòâó îöåíîê.

Óìíîæèì (6.7) ñëåâà è ñïðàâà íà σ2/(Kσ̂2). Òîãäà áóäåì èìåòü

∥p̂− p̄∥2

Kσ̂2
=
χ2
K

K

N −K
χ2
N−K

= FK,N−K , (6.10)

41Òî÷íåå, p̄− p̂, íî ýòî â äàííîì ñëó÷àå íå ïðèíöèïèàëüíî â ñèëó ñèììåò-
ðè÷íîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî.
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ãäå FK,N−K � ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà ñî ñòåïåíÿìè ñâîáîäû K è
N−K. Îòñþäà äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì

∥p̂− pC∥2

Kσ̂2
≤ FK,N−K,α, (6.11)

ãäå FK,N−K,α � α-êâàíòèëü ôóíêöèè âåðîÿòíîñòè Ôèøåðà.
Òàê æå, êàê è (6.8), íåðàâåíñòâî (6.11) çàäàåò â K-ìåðíîì ïîä-

ïðîñòðàíñòâå îöåíîê øàðîîáðàçíóþ îáëàñòü ñ öåíòðîì p̂, êîòîðàÿ
ñ âåðîÿòíîñòüþ α ñîäåðæèò òî÷êó p̄, îäíàêî ïðè îäíèõ è òåõ æå
α ðàäèóñ äàííîé îáëàñòè áîëüøå è òåì çíà÷èòåëüíåå, ÷åì ìåíüøå
÷èñëî èçìåðåíèé N .

Âûïîëíèâ â (6.11) çàìåíó p̂ = Aq̂ è pC = Aq, ïîñëå íåñëîæ-
íûõ âûêëàäîê ïîëó÷èì êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå äîâåðèòåëüíîé
îáëàñòè â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå:

(q̂− q)TATA(q̂− q) ≤ Kσ̂2FK,N−K,α = (κσ̂)2

èëè
(q̂− q)T Ĉ−1(q̂− q) ≤ κ2, (6.12)

ãäå κ =
√
KFK,N−K,α; Ĉ = σ̂2(ATA)−1 � îöåíêà êîâàðèàöèîí-

íîé ìàòðèöû C (6.5). Ñîãëàñíî (6.12), â ïðîñòðàíñòâå q äîâåðè-
òåëüíàÿ îáëàñòü � ýòî ýëëèïñîèäàëüíîå ìíîæåñòâî ñ öåíòðîì q̂,
ñîäåðæàùåå ñ âåðîÿòíîñòüþ α èñòèííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ q̄.
Êàê âèäíî, ôîðìà è îðèåíòàöèÿ ýëëèïñîèäà (6.12) â ïàðàìåòðè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ òîëüêî îöåíêîé Ĉ: äîâåðèòåëüíàÿ
îáëàñòü îðèåíòèðîâàíà âäîëü ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû Ĉ,
à åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà çàäàþò îòíîøåíèÿ ïîëóîñåé ýëëèïñîèäà.
Ìåæäó òåì ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïîñêîëüêó îöåíêà äèñïåðñèè σ̂2

â êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé, ðàçìåð è îáúåì
äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè (6.12) òàêæå áóäóò ñëó÷àéíûìè.

Â îáùåì íåëèíåéíîì ñëó÷àå îïðåäåëåíèÿ (6.8), (6.11) è (6.12)
óæå íå ñïðàâåäëèâû è äîâåðèòåëüíûå îáëàñòè ìîãóò áûòü ñóùå-
ñòâåííî íåøàðîîáðàçíûìè â îöåíî÷íîì ïîäïðîñòðàíñòâå è íåýë-
ëèïòè÷íûìè â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, õîòÿ áû ïîòîìó,
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÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî îöåíîê óæå íå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì â ïðîñòðàí-
ñòâå íàáëþäåíèé. Âïðî÷åì, èíòåðåñåí ÷àñòíûé íåëèíåéíûé ñëó-
÷àé, êîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî îöåíîê âñå æå ïëîñêîå, à íåëèíåé-
íîñòü âûçâàíà íåóäà÷íûì âûáîðîì ïàðàìåòðîâ q, ò.å. íà ñàìîì
äåëå ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð K ïàðàìåòðîâ r, ïðè ïåðåõîäå ê
êîòîðûì ÍÊ-çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíîé42. Äëÿ òàêèõ íåëèíåé-
íûõ çàäà÷, êîòîðûå íàçûâàþò åùå âíóòðåííå ëèíåéíûìè (èëè
âíåøíå íåëèíåéíûìè) (Draper, Smith, 1981), äîâåðèòåëüíûå îáëà-
ñòè â ïîäïðîñòðàíñòâå îöåíîê áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ, êàê è â ëèíåé-
íîì ñëó÷àå, íåðàâåíñòâàìè (6.8) è (6.11), íî òîãäà ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå îáëàñòè â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå äîëæíû ñòðîèòüñÿ
ïóòåì èõ îáðàòíîãî (íåëèíåéíîãî) îòîáðàæåíèÿ ïîñðåäñòâîì ìî-
äåëè pC(q).

6.2. Ìîäåëèðîâàíèå äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè

Ïðè êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè â ëèíåéíîì ñëó÷àå äîâåðè-
òåëüíóþ îáëàñòü (6.12) â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàâíîìåðíî è ñëó÷àéíî çà-
ïîëíÿþùèõ åå òî÷åê q, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
(6.12). Îäíàêî, ÷òîáû ñóäèòü î ôîðìå è ðàçìåðàõ äîâåðèòåëüíîé
îáëàñòè, äîñòàòî÷íî èìåòü ïðåäñòàâëåíèå ëèøü î åå ãðàíèöå. Äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ ãðàíèöû ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîñòîé ñõåìîé

q = q̂+ Ĉ1/2ρ, (6.13)

ãäå Ĉ1/2 � òàêàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà K × K (íàïðèìåð, ìàòðèöà
Õîëåöêîãî), ïåðåìíîæåíèå êîòîðîé íà òðàíñïîíèðîâàííóþ äàåò
êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó ïàðàìåòðîâ Ĉ:

Ĉ1/2(Ĉ1/2)T = Ĉ; (6.14)

à ρ � K-ìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð, ðàâíîìåðíî îïèñûâàþùèé
ãðàíèöó ìíîãîìåðíîé ñôåðû ðàäèóñà κ. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî

42Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ r ìîãóò âûñòóïàòü êîîðäèíàòû ïðÿìîóãîëüíîé
ñèñòåìû, íà êîòîðóþ íàòÿíóòî ïîäïðîñòðàíñòâî pC .
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(6.13) è (6.14), ñëó÷àéíûé âåêòîð q áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ãðàíèöó
ýëëèïñîèäàëüíîé îáëàñòè (6.12), âåäü ρ = (Ĉ1/2)−1(q− q̂), òîãäà

κ2 = ρTρ = (q̂− q)T Ĉ−1(q̂− q).

Ïîäîáíîãî òèïà àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ïðîåöèðîâàíèè íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íà ïî-
âåðõíîñòü äîâåðèòåëüíîãî ýëëèïñîèäà, ïðåäëîæåí â ðàáîòå (Ñþ-
ñèíà è äð., 2007).

Â íåëèíåéíîì, íî ïëîñêîì ñëó÷àå ãðàíèöó äîâåðèòåëüíîé îá-
ëàñòè ñëåäóåò ìîäåëèðîâàòü â òðè ýòàïà. Ñíà÷àëà â K-ìåðíîì
ïîäïðîñòðàíñòâå îöåíîê ìîäåëèðóåòñÿ ìíîæåñòâî íîðìàëüíî ðàñ-
ïðåäåëåííûõ òî÷åê ñ äèñïåðñèåé σ̂2, íàïðèìåð, ïî ôîðìóëå

pC = p̂+Πδp, Π =
∂pC

∂q
Q−1

(
∂pC

∂q

)T

, (6.15)

ãäå δp = σ̂νN , à èäåìïîòåíòíàÿ ìàòðèöà Π âûñòóïàåò â êà÷åñòâå
îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòîðà íà ïîäïðîñòðàíñòâî îöåíîê. Çàòåì òî÷-
êè íîðìàëüíîãî ðàçáðîñà pC ðàäèàëüíî îò öåíòðà p̂ ïðîåöèðóþòñÿ
íà ñôåðó ðàäèóñà κσ̂. Òàêèì ñïîñîáîì ïîëó÷àåì ãðàíèöó äîâåðè-
òåëüíîé îáëàñòè (6.11) â ïîäïðîñòðàíñòâå îöåíîê. Êñòàòè, ïîäîá-
íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü è ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ρ íà
ìíîãîìåðíîé ñôåðå â ñõåìå (6.13), à èìåííî ρ = κνK/∥νK∥. Íàêî-
íåö, îñòàåòñÿ âûïîëíèòü îáðàòíîå îòîáðàæåíèå pC â ïðîñòðàíñòâî
ïàðàìåòðîâ q ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè pC(q), ÷òî îñóùåñòâèìî
ïóòåì ìíîãîêðàòíîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ÍÊ-çàäà÷è
ìåòîäîì Ãàóññà�Íüþòîíà (6.6) äëÿ êàæäîé èç ïîëó÷åííûõ âûáî-
ðîê èçìåðåíèé íà ñôåðè÷åñêîé ãðàíèöå äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè
pC , ãäå çà íåèìåíèåì ëó÷øåãî â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæå-
íèÿ âûáèðàåòñÿ îöåíêà q̂.

Ñõåìó (6.15) ìîæíî ïðèìåíÿòü òàêæå äëÿ ïðèáëèæåííîãî ïî-
ñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè â îáùåì íåëèíåéíîì ñëó÷àå, íî
òîãäà ïîëó÷àåìûå òî÷êè pC ïåðâîãî è âòîðîãî ýòàïîâ áóäóò ïðè-
íàäëåæàòü óæå íå ïîäïðîñòðàíñòâó îöåíîê (ðèñ. 6.2), à íåêîòîðî-
ìó êàñàòåëüíîìó ê íåìó â òî÷êå p̂ ïëîñêîìó ïîäïðîñòðàíñòâó, è
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p
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ˆ
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90° +

Ðèñ. 6.2. Òî æå ñàìîå, ÷òî è íà ðèñ. 6.1, íî äëÿ íåëèíåéíîé ÍÊ-çàäà÷è.

Ïîâåðõíîñòü îöåíîê è êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê íåé ïðåäñòàâëåíû ñåðûì

öâåòîì è ñåòêîé ñîîòâåòñòâåííî

â òàêîì ñëó÷àå, êîíå÷íî æå, ÷åì ìåíüøå êðèâèçíà ïîäïðîñòðàí-
ñòâà îöåíîê, òåì äîñòîâåðíåå ìîäåëèðóåìàÿ îáëàñòü áóäåò ïðåä-
ñòàâëÿòü äîâåðèòåëüíóþ.

Íàêîíåö, õîòåëîñü áû îñîáî îòìåòèòü, ÷òî íóæíî áûòü îñòî-
ðîæíûì ïðè îòîáðàæåíèè äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè íà ïðîñòðàí-
ñòâî ðàçìåðíîñòè L, ìåíüøåéK, ïîñêîëüêó îòîáðàæåííàÿ îáëàñòü
â íîâîì ïðîñòðàíñòâå, âîîáùå ãîâîðÿ, óæå íå áóäåò äîâåðèòåëüíîé
äëÿ çàäàííîé âåðîÿòíîñòè α. Åñëè âñå æå ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèíåé-
íîå îòîáðàæåíèå, òî, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ âíóòðåííå ëèíåéíûõ
çàäà÷ îáëàñòü ïåðâîíà÷àëüíî ñëåäóåò ìîäåëèðîâàòü ñ ìåíüøèì
êîýôôèöèåíòîì, à èìåííî κ =

√
LFL,N−L,α. Ýòî ïîäîáíî ñèòóà-

öèè, êîãäà íîðìàëüíûé ðàçáðîñ òðåõìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ν3 (K = 3) ïðîåöèðóåòñÿ (îòîáðàæàåòñÿ) íà ïëîñêîñòü. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷àåòñÿ ðàçáðîñ óæå äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ν2

(L = 2). Â ñîîòâåòñòâèè ñ âåðîÿòíîñòíîé ïëîòíîñòüþ ðàäèóñû êðó-
ãà äëÿ ν2 è ñôåðû äëÿ ν3, öåíòðèðîâàííûõ â íà÷àëå êîîðäèíàò è
ñîäåðæàùèõ îäèíàêîâóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìàññó (àíàëîã âåðîÿòíî-
ñòè α), äîëæíû áûòü ðàçíûìè: ïåðâûé ìåíüøå ïîñëåäíåãî. Ñëåäî-
âàòåëüíî, êðóã íå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé ñôåðû. Ýòè æå îñîáåííîñòè
èìåþò ìåñòî è ïðè ïðîåöèðîâàíèè äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé.
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6.3. Ìîäåëèðîâàíèå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ

Çàäà÷à äîâåðèòåëüíîãî îöåíèâàíèÿ ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè îáëà-
ñòè, êîòîðàÿ ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ ñîäåðæèò òî÷êó, ïðåäñòàâ-
ëÿþùóþ èñòèííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è
íåîäíîçíà÷íî, ïîñêîëüêó ïîñòðîåíèå ëþáîé äîâåðèòåëüíîé îáëà-
ñòè îñíîâàíî íà íåêîé âåðîÿòíîñòíîé ïëîòíîñòè è, òàêèì îáðà-
çîì, êàæäîé âåðîÿòíîñòè α áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü â äåéñòâèòåëü-
íîñòè áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé, ñîäåðæà-
ùèõ îäèíàêîâóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìàññó. ×òî êàñàåòñÿ îïðåäåëåíèé
(6.8), (6.11) è (6.12), òî êàæäîå èç íèõ çàäàåò åäèíñòâåííóþ îá-
ëàñòü ôàêòè÷åñêè ëèøü âñëåäñòâèå äîïîëíèòåëüíîãî íàëàãàåìîãî
íà íåå óñëîâèÿ ñèììåòðè÷íîñòè îòíîñèòåëüíî îöåíêè. Â ñâÿçè ñ
ýòèì íåîäíîçíà÷íîñòü îáùåãî îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòíîé îáëàñòè
ïîðîé ìîæåò ïîñòàâèòü ïîä ñîìíåíèå ïðàêòè÷åñêóþ ïîëåçíîñòü
äîâåðèòåëüíîãî îöåíèâàíèÿ.

Âïðî÷åì, íà ïðàêòèêå î÷åíü ÷àñòî âîçíèêàåò îáðàòíàÿ ïðî-
áëåìà: íåîáõîäèìî, íàîáîðîò, óæå â âûäåëåííîì, èíòåðåñóþùåì
íàñ îáúåìå ïàðàìåòðè÷åñêîãî (èëè äðóãîãî) ïðîñòðàíñòâà îöåíèòü
âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ òî÷êè, îòâå÷àþùåé èñòèííûì çíà÷åíè-
ÿì ïàðàìåòðîâ. Ýòà ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì ìîäåëè-
ðîâàíèåì òàê íàçûâàåìûõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, êî-
òîðûå äèñêðåòíî ïðåäñòàâëÿþò âåðîÿòíîñòíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðå-
äåëåíèÿ èñòèííûõ çíà÷åíèé q̄ îòíîñèòåëüíî îöåíî÷íûõ q̂. Èñêî-
ìàÿ âåðîÿòíîñòü îöåíèâàåòñÿ êàê îòíîøåíèå ÷èñëà ïîïàâøèõ â
îáúåì òî÷åê, îïðåäåëÿåìûõ âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè, ê îáùåìó
÷èñëó. Åñëè îáúåì-ìèøåíü çàäàíà â êàêîì-ëèáî äðóãîì (íåïàðà-
ìåòðè÷åñêîì) ïðîñòðàíñòâå, òî, î÷åâèäíî, ñëåäóåò âûïîëíèòü ñî-
îòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå âûáîðî÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê íà ýòî
ïðîñòðàíñòâî.

6.3.1. Ëèíåéíûå ìåòîäû

Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëèðóþòñÿ íà îñíîâå òåõ æå
âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ÷òî è äîâåðèòåëüíûå îáëàñòè. Â ëè-
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íåéíîì ñëó÷àå ïðè èçâåñòíîé äèñïåðñèè îøèáîê σ2 òî÷êà èñòèí-
íûõ èçìåðåíèé p̄ îòíîñèòåëüíî òî÷å÷íûõ îöåíîê p̂ ðàñïðåäåëÿåò-
ñÿ ïî K-ìåðíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ äèñïåðñèåé σ2: p̄ − p̂ =
= σνK . Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé â ïîä-
ïðîñòðàíñòâå îöåíîê äîëæíî ìîäåëèðîâàòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ
ýòèì çàêîíîì, äëÿ ÷åãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñõåìîé (6.15) ïðè-
ìåíèòåëüíî ê ëèíåéíîìó ñëó÷àþ

pC = p̂+A(ATA)−1AT δp = p̂+Πδp, (6.16)

÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî ìíîãîêðàòíîìó ðåøåíèþ ÍÊ-
çàäà÷è:

pC : ∥p̂+ δp− pC∥2 → min èëè q : ∥p̂+ δp− pC(q)∥2 → min .
(6.17)

Òîãäà ñõåìà ñòîõàñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ q, àíàëîãè÷íàÿ
(6.16), áóäåò

q = q̂+ (ATA)−1AT δp. (6.18)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî q ∼ N (q̂,C).
Îäíàêî èìååòñÿ áîëåå ïðîñòàÿ ñõåìà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íîð-

ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ q, à èìåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèöû-
ìíîæèòåëÿ C1/2 ðàçëîæåíèÿ Õîëåöêîãî. Îíà èìååò âèä (6.13):

q = q̂+C1/2νK . (6.19)

Åñëè ïðè íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè îøèáîê èñïîëüçóåòñÿ åå îöåí-
êà σ̂2, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì (6.10) âîçìîæíûå pC

äîëæíû áûòü ðàñïðåäåëåíû ïî çàêîíó Õîòåëëèíãà (Anderson, 1958)
òàê, ÷òîáû ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ∥p̂− pC∥2/(Kσ̂2) íà ìíîæåñòâå
pC áûëà ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Ôèøåðà ñî ñòåïåíÿìè ñâîáî-
äû K è N − K. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî â δp â ñõåìàõ (6.17) è
(6.18) ââåñòè ìîäóëèðóþùèé ìíîæèòåëü, ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó r =

=
√

(N −K)/χ2
N−K : δp = rσ̂νN , âñëåäñòâèå ÷åãî óïðîùåííûé

àíàëîã (6.19) ïåðåïèøåòñÿ êàê (Avdyushev, 2009)

q = q̂+ rĈ1/2νK . (6.20)
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Ñîãëàñíî (6.18),

∥p̂− pC∥2 = (q̂− q)TATA(q̂− q) =

= δpTΠTΠδp = r2σ̂2χ2
K = Kσ̂2FK,N−K . (6.21)

Ñëåäîâàòåëüíî, êàê ìû âèäèì, ïîñëå ââåäåíèÿ ìíîæèòåëÿ r ñõåìà
(6.18) ìîäåëèðóåò ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû q, îòâå÷àþùèå ðàñïðåäå-
ëåíèþ (6.10).

Î÷åâèäíî, ÷òî r → 1 è σ̂2 → σ2 ïðè N → ∞, ïîýòîìó ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîëè÷åñòâå íàáëþäåíèé âìåñòî óñëîæíåííîé
ñõåìû (6.20) âïîëíå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ñõåìà (6.19) ñ σ̂2

âìåñòî σ2.

6.3.2. Íåëèíåéíûå ìåòîäû

Â íåëèíåéíûõ çàäà÷àõ, åñëè îøèáêè δpO äîñòàòî÷íî ìàëû è âëå-
êóò ìàëûå ïàðàìåòðè÷åñêèå îøèáêè â q, ÍÊ-îöåíêè ìîãóò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ â êîíòåêñòå ëèíåéíîé çàäà÷è43, è ïîýòîìó äëÿ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ öåëåñîîáðàçíî ïðèáå-
ãàòü ëèáî ê ñõåìå (6.20), ëèáî ïðè áîëüøèõ N ê (6.18) è (6.19), ãäå,
âïðî÷åì, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

C = σ̂2Q−1 è A =
∂pC

∂q
.

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ðàçáðîñå ïàðàìåòðîâ q ïðèìåíåíèå
ÿâíûõ ñõåì îêàçûâàåòñÿ íåîáîñíîâàííûì, îäíàêî â íàøåì ðàñïî-
ðÿæåíèè èìåþòñÿ òàêæå íåÿâíûå àíàëîãè (6.17), êîòîðûå âïîëíå
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âåðîÿòíîñòíîãî ðàç-
áðîñà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ âî ìíîãèõ íåëèíåéíûõ çà-
äà÷àõ. Òàê êàê èñïîëüçîâàíèå ñõåì ôàêòè÷åñêè ïðåäïîëàãàåò ñëó-
÷àéíûå âàðèàöèè âåëè÷èí p̂, áóäåì íàçûâàòü èõ ñõåìàìè âîçìó-
ùåííûõ îöåíîê.

43Íèæå âîäèòñÿ òàê íàçûâàåìûé ïîêàçàòåëü íåëèíåéíîñòè, êîòîðûé ïîçâî-
ëÿåò ñóäèòü î òîì, íàñêîëüêî îïðàâäàíî ïðèìåíåíèÿ ëèíåéíûõ îöåíîê.
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Â ÷àñòíîñòè, ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî ïðèìåíåíèå íåÿâíûõ
ñõåì âïîëíå îáîñíîâàííî âî âñåõ âíåøíå íåëèíåéíûõ çàäà÷àõ, ïî-
ñêîëüêó îíè èìåþò ãåîìåòðèþ ëèíåéíûõ çàäà÷ ââèäó òîãî, ÷òî
èõ ïîäïðîñòðàíñòâà îöåíîê ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè. Èíòåðåñíî çàìå-
òèòü, ÷òî òîãäà â ñõåìàõ (6.17) çàìåíà îöåíêè p̂ íà pO àáñîëþòíî
íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò ìîäåëèðîâàíèÿ, ò.å. ñëó÷àéíûå âàðèàöèè
δp ìîæíî âíîñèòü íå â ïðåäñòàâëåíèÿ íàáëþäåíèé ìîäåëüþ, à
â ñàìè íàáëþäåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, âåäü ìèíèìèçàöèÿ öåëåâîé
ôóíêöèè S ïî pC äàåò ðàçáðîñ ðåøåíèé, ÿâëÿþùèéñÿ îðòîãî-
íàëüíîé ïðîåêöèåé ðàçáðîñà èñêóññòâåííûõ íàáëþäåíèé p̂ + δp
íà ïîäïðîñòðàíñòâî îöåíîê, íî â òî æå âðåìÿ ðåçóëüòàò ïðîåöè-
ðîâàíèÿ èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ïåðåíîñà íàáëþäåíèé
âäîëü âåêòîðà pO − p̂, îðòîãîíàëüíîãî ê ïëîñêîìó ïîäïðîñòðàí-
ñòâó îöåíîê. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïà-
ðàìåòðîâ ìîæíî ìîäåëèðîâàòü åùå äî òîãî, êàê èçâåñòíî ðåøåíèå
ÍÊ-çàäà÷è q̂.

Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî îöåíîê íå ïëîñêîå, òî çàìåíà p̂ íà pO

ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííî èíûì ðåçóëüòàòàì, â îñîáåííîñòè
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ σ̂ (Avdyushev, 2009). Ðàçóìååòñÿ, âûáîð
äîëæåí áûòü çà p̂. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà êðèâèçíà ïîäïðî-
ñòðàíñòâà ïîñòîÿííà (êàê ó ìíîãîìåðíîé ñôåðû), à äèñïåðñèÿ
îøèáîê σ2 èçâåñòíà, èìåííî âàðèàöèÿ îöåíêè p̂ â (6.17) áóäåò äà-
âàòü ñëó÷àéíûé (øàðîîáðàçíûé) ðàçáðîñ pC îòíîñèòåëüíî p̂, òî÷-
íî ñîîòâåòñòâóþùèé ðàñïðåäåëåíèþ p̂ îòíîñèòåëüíî p̄. Çàìåíà æå
p̂ íà pO ïðèâåäåò ëèáî ê ìåíüøåìó, ëèáî ê áîëüøåìó ðàçáðîñó â
çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ pO îòíîñèòåëüíî öåíòðà êðèâèçíû
ïîäïðîñòðàíñòâà îöåíîê.

Ìåæäó òåì, äàæå åñëè êðèâèçíà ïîäïðîñòðàíñòâà îöåíîê ïî-
ñòîÿííàÿ, íî â òî æå âðåìÿ äèñïåðñèÿ îøèáîê σ2 íåèçâåñòíà è
íåîáõîäèìî ïðèáåãàòü ê ñõåìàì (6.17), âîçíèêàåò ïðîáëåìà ñ âû-
áîðîì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû r. Ìîäóëèðóþùèé ìíîæèòåëü r ïðè
âîçìóùåíèÿõ δp ïî ñóòè íåîáõîäèì äëÿ ó÷åòà òîãî ôàêòà, ÷òî
âåëè÷èíà σ̂2 êàê ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêà äèñïåðñèè îøèáîê íà-
áëþäåíèé σ2, ïîëó÷àåìàÿ èç âûáîðêè íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ ñî
ñëó÷àéíûìè îøèáêàìè, ñàìà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé. Åñëè îøèáêè
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íàáëþäåíèé ðàñïðåäåëåíû ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó, òî â ëèíåé-
íîì ñëó÷àå îíà ðàñïðåäåëåíà â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (6.9).
Â íåëèíåéíîì (íåïëîñêîì) ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå σ̂2, âîîáùå ãî-
âîðÿ, íåèçâåñòíî.

×òîáû êàê-òî êîìïåíñèðîâàòü îòñóòñòâèå èíôîðìàöèè î ðàñ-
ïðåäåëåíèè σ̂2, ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëèðîâàòü âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ â äâà ýòàïà (Avdyushev, 2009). Íà ïåðâîì ýòàïå èñ-
ïîëüçóåòñÿ ñõåìà (6.17) ñ íåêîòîðîé ñãåíåðèðîâàííîé âûáîðêîé
ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé δp = σ̂νN , ãäå â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ îá-
ðàòíîé çàäà÷è ïîëó÷àåì îöåíêó σ̂2∗ äèñïåðñèè σ̂2. Çàòåì íà âòî-
ðîì ýòàïå âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåññ ìîäåëèðîâàíèÿ ïî òîé æå ñõåìå,
íî óæå ñ δp = rσ̂νN è ìíîæèòåëåì r = σ̂/σ̂∗. Â òàêîì ïîäõî-
äå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà σ̂2∗/σ̂

2 ðàñïðåäåëåíà
òàê æå, êàê è σ̂2/σ2. Î÷åâèäíî, ÷òî â ïëîñêîì ñëó÷àå äâóõýòàï-
íûé ïîäõîä áóäåò äàâàòü òå æå ðåçóëüòàòû, ÷òî è ñõåìà (6.17) ñ
ìíîæèòåëåì r, âû÷èñëÿåìûì ôîðìóëüíî. Ðàçóìååòñÿ, ýòîò ïîäõîä
íå ðåøàåò ïðîáëåìó ïîëíîñòüþ, âåäü óñïåõ ïðåäïðèÿòèÿ çàâèñèò
ãëàâíûì îáðàçîì îò òîãî, íàñêîëüêî áëèçêîé îêàæåòñÿ îöåíêà σ̂2

ê äèñïåðñèè σ2. Ïîýòîìó åãî ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êàê
íåêóþ ïîëóìåðó.

Î÷åâèäíûé è ãëàâíûé íåäîñòàòîê íåÿâíûõ ñõåì ñîñòîèò â òîì,
÷òî ìèíèìèçàöèÿ â (6.17) âûïîëíÿåòñÿ èòåðàöèîííî, êàê ïðàâè-
ëî, ìåòîäîì Ãàóññà�Íüþòîíà (6.6), äëÿ ÷åãî ïîðîé ìîãóò ïîòðåáî-
âàòüñÿ çíà÷èòåëüíûå çàòðàòû êîìïüþòåðíîãî âðåìåíè, â îñîáåí-
íîñòè ïðè ìîäåëèðîâàíèè áîëüøîãî ðàçáðîñà âîçìîæíûõ çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðîâ. Îáúåìíûå âû÷èñëåíèÿ âûçâàíû ìåäëåííîé ñõî-
äèìîñòüþ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Ýòî ñâÿçàíî ãëàâíûì îáðàçîì
ñ òåì, ÷òî íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå q0, â êà÷åñòâå êîòîðîãî âû-
áèðàåòñÿ îöåíêà q̂, ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ãðóáûì äëÿ ïåðèôåðèéíûõ,
îòäàëåííûõ îò íåãî ðåøåíèé. Áîëåå òîãî, ìåòîä Ãàóññà�Íüþòîíà
ïðè òàêîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè âîîáùå ìîæåò íå ñõîäèòüñÿ.
Â ïðèíöèïå, ïîñëåäíÿÿ ïðîáëåìà ïðàêòè÷åñêè ðàçðåøàåòñÿ ïó-
òåì ïðîñòîãî äåìïôèðîâàíèÿ ïîïðàâîê ìåòîäà (Ortega, Reinboldt,
2000), íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàêîé ïîäõîä ñóùåñòâåííî óñóãóáëÿåò
ïðîáëåìó íèçêîãî áûñòðîäåéñòâèÿ.
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6.4. Âçâåøåííàÿ çàäà÷à íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Äî ñèõ ïîð ìû ïîëàãàëè, ÷òî âñå íàáëþäåíèÿ pO ðàâíîòî÷íûå.
Åñëè æå èçâåñòíà êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îøèáîê D = σ2W−1

ñ íååäèíè÷íîé W, òî δpO = D1/2νN , è ïîýòîìó ðàçáðîñ îøèáîê
ïðè âñåâîçìîæíûõ èçìåðåíèÿõ áóäåò óæå íå øàðîîáðàçíûé, à ýë-
ëèïñîèäàëüíûé, êàê, ñîáñòâåííî, è ðàçáðîñ îöåíîê p̂, ïî êðàéíåé
ìåðå, â ïëîñêîì ñëó÷àå. Òîãäà, åñòåñòâåííî, â ñõåìàõ (6.17) è (6.18)
ñëåäóåò âíîñèòü âàðèàöèþ δp = D1/2νN .

Âïðî÷åì, êîãäà êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îøèáîê (èëè õîòÿ áû
ìàòðèöàW) èçâåñòíà, èìååò ñìûñë âûïîëíÿòü ñòîõàñòè÷åñêîå ìî-
äåëèðîâàíèå â ðàìêàõ âçâåøåííîé ÍÊ-çàäà÷è (5.3) ñ âåñîâîé ìàò-
ðèöåé W (×åðíèöîâ è äð., 2007):

S(q) = ∥(W1/2)T (pO − pC(q))∥2 → min . (6.22)

Íîðìà â (6.22) íà ñàìîì äåëå ñîîòâåòñòâóåò åâêëèäîâîé íîðìå
ïðîñòðàíñòâà (W1/2)Tp. Ðàçáðîñ îøèáîê íàáëþäåíèé â ýòîì ïðî-
ñòðàíñòâå îêàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåííûì ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó
ñ äèñïåðñèåé σ2, ò.å. (W1/2)T δpO = σνN , ÷òî íåòðóäíî óâèäåòü,
ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå (W1/2)T = σ(D1/2)−1, òîãäà
êàê δpO = D1/2νN . Ïîýòîìó ìîäåëèðîâàíèå âîçìîæíûõ çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðîâ ñâîäèòñÿ ê óæå ïîëó÷åííûì ñõåìàì, íî ïðèìåíè-
òåëüíî ê ïðåîáðàçîâàííîìó ïðîñòðàíñòâó íàáëþäåíèé (W1/2)Tp.
Â ÷àñòíîñòè, ñõåìó âîçìóùåííûõ îöåíîê (6.17) ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

q : ∥(W1/2)T (p̂+ δp− pC(q))∥2 → min, (6.23)

õîòÿ çäåñü óæå δp = rσ̂[(W1/2)T ]−1νN , à σ̂2 = S(q̂)/(N −K), êàê
è âûøå, íî ñ öåëåâîé ôóíêöèåé (6.22).

Ïîíÿòíî, ÷òî îöåíêà p̂ âçâåøåííîé çàäà÷è (6.22) áóäåò óæå, âî-
îáùå ãîâîðÿ, êîñîóãîëüíîé, à íå îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé òî÷êè
íàáëþäåíèé pO íà ïîäïðîñòðàíñòâî îöåíîê pC , õîòÿ îðòîãîíàëü-
íîå ïðîåöèðîâàíèå â òî æå âðåìÿ èìååò ìåñòî â ïðåîáðàçîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå (W1/2)Tp. Ýòî ñóùåñòâåííî ìîæåò óìåíüøèòü ðàç-
áðîñ îöåíîê p̂, ÷òî, êîíå÷íî æå, ïðèâîäèò ê óòî÷íåíèþ ñòàòèñòè-
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êè q̂. Ïîýòîìó ïðè èñïîëüçîâàíèè âåñîâ ñëåäóåò òàêæå îæèäàòü
óìåíüøåíèÿ ðàçáðîñà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.

Ïîâûøåíèå òî÷íîñòè âçâåøåííûõ îöåíîê äîñòàòî÷íî ïðîñòî
îáúÿñíèòü, åñëè îáðàòèòüñÿ ê ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ÍÊ-
çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ýëëèïñîèä íàáëþäåíèé pO, çàäàâàåìûé êîâà-
ðèàöèîííîé ìàòðèöåé D. Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

(pO − p̄)TW(pO − p̄) ≤ ω = const. (6.24)

Â ïðîñòðàíñòâå (W1/2)Tp îí ïðåîáðàçóåòñÿ â N -ìåðíûé øàð:

[(W1/2)TpO − (W1/2)T p̄]T [(W1/2)TpO − (W1/2)T p̄] ≤ ω. (6.25)

Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî â ïëîñêîì ñëó÷àå âñå îöåíêè (W1/2)T p̂
êàê îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè íàáëþäåíèé (W1/2)TpO áóäóò çà-
ïîëíÿòü K-ìåðíûé øàð ïîäïðîñòðàíñòâà îöåíîê (W1/2)TpC , êî-
òîðûé, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðåñå÷åíèå
øàðà íàáëþäåíèé (6.25) ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì. Ñëåäîâàòåëüíî, â
èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå íàáëþäåíèé p îöåíêè p̂ âçâåøåííîé ÍÊ-
çàäà÷è (6.22) äîëæíû íàõîäèòüñÿ âíóòðè ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñî-
èäà íàáëþäåíèé (6.24) ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì îöåíîê pC . Îöåíêè
æå ÍÊ-çàäà÷è (6.1) áåç âçâåøèâàíèÿ êàê îðòîãîíàëüíûå ïðîåê-
öèè íàáëþäåíèé pO íà pC áóäóò, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîêðûâàòü áîëåå
îáøèðíóþ îáëàñòü ïîäïðîñòðàíñòâà îöåíîê, âêëþ÷àþùóþ â ñåáÿ
è îáëàñòü îöåíîê âçâåøåííîé çàäà÷è, â ÷åì, ñîáñòâåííî, è ñîñòî-
èò íèçêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ÍÊ-îöåíîê ïðè èãíîðèðîâàíèè âåñîâ.
Âïðî÷åì, ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èñ-
ïîëüçîâàíèå âåñîâ íå âñåãäà ïîâûøàåò òî÷íîñòü ÍÊ-îöåíîê. Íà-
ïðèìåð, êîãäà ýëëèïñîèä (6.24) îðèåíòèðîâàí òàê, ÷òî êàêèå-ëèáî
K èç åãî îñåé ëåæàò â ïîäïðîñòðàíñòâå îöåíîê, òî åãî ïåðåñå÷åíèå
ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì è îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ áóäóò ñîâïàäàòü,
ïîýòîìó ââåäåíèå âåñîâ íå äàñò óìåíüøåíèå ðàçáðîñà îöåíîê.

Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ ýôôåêòèâíîñòè âçâåøè-
âàíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îòíîøåíèå îáúåìîâ ýòèõ ýëëèïñîè-
äîâ ëèáî â ïîäïðîñòðàíñòâå îöåíîê, ëèáî â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå, ãäå ýëëèïñîèäû îïèñûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîâà-
ðèàöèîííûìè ìàòðèöàìè.
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Åñëè çàäà÷à (6.22) ëèíåéíà, ò.å. pC(q) = Aq, òî ðåøåíèå ïðåä-
ñòàâèìî â âèäå

q̂ = (ATWA)−1ATWpO. (6.26)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì îøèáîê íàáëþäåíèé
δpO = D1/2νN áóäåì èìåòü êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó ïàðàìåòðè-
÷åñêèõ îöåíîê

CW = σ2(ATWA)−1. (6.27)

Â òî æå âðåìÿ, åñëè ïðè òîì æå ðàçáðîñå îøèáîê δpO îöåíêè íàõî-
äÿòñÿ â ðàìêàõ íåâçâåøåííîé ÍÊ-çàäà÷è (6.1), òî ðàçáðîñ îöåíîê,
ñîãëàñíî (6.4), äîëæåí îïèñûâàòüñÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé

CI = σ2(ATA)−1ATW−1A(ATA)−1. (6.28)

Òîãäà îòíîøåíèå îáúåìîâ ýëëèïñîèäîâ îøèáîê w êàê ïîêàçàòåëü
ýôôåêòèâíîñòè âçâåøèâàíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç îïðåäåëèòåëè êî-
âàðèàöèîííûõ ìàòðèö (6.27) è (6.28) ïî ôîðìóëå (Bard, 1974;
Draper, Smith, 1981)

w =

√
detCW

detCI
≤ 1.

×åì ìåíüøå w, òåì âûøå ýôôåêòèâíîñòü âçâåøèâàíèÿ. Ðàçóìå-
åòñÿ, ýòó ôîðìóëó ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷,
ãäå, îäíàêî, òðåáóåòñÿ ïîëîæèòü A = ∂pC/∂q.

6.5. Áóòñòðýï-ìåòîä

Àëüòåðíàòèâíûì ìåòîäîì ñòîõàñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âîçìîæ-
íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ áóòñòðýï-ìåòîä, ïðåäëîæåí-
íûé Á. Ýôðîíîì â êîíöå ñåìèäåñÿòûõ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà (Efron,
1979). Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, ìåòîä íå ïîëó÷èë øèðîêîå ïðè-
ìåíåíèå íà ïðàêòèêå â íåáåñíîé ìåõàíèêå è ñî âðåìåíè åãî ïîÿâ-
ëåíèÿ óäîñòàèâàëñÿ âíèìàíèÿ ëèøü íåìíîãèõ àâòîðîâ (Øàïîðåâ,
1996; Desmars et al., 2009).
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Áóòñòðýï-ìåòîä òàêæå îñíîâàí íà ìíîãîêðàòíîì ðåøåíèè îá-
ðàòíîé çàäà÷è ïðè èñïîëüçîâàíèè èñêóññòâåííûõ âûáîðîê íàáëþ-
äåíèé îáúåìà N (òîãî æå, ÷òî è pO), íî ñîñòàâëåííûõ èç ðåàëü-
íûõ íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ ïóòåì òàê íàçûâàåìîãî âûáîðà ñ
âîçâðàùåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, â âûáîðêàõ îäíè íàáëþäåíèÿ ìî-
ãóò âñòðå÷àòüñÿ íåñêîëüêî ðàç, à äðóãèå � íè ðàçó. Ñëåäîâàòåëü-
íî, áóòñòðýï-ìåòîä ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ
âçâåøåííîé ÍÊ-çàäà÷è, ãäå â êà÷åñòâå âåñîâîé âûñòóïàåò ñëó÷àé-
íàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà W ñ öåëî÷èñëåííûìè íåîòðèöàòåëü-
íûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè, êàæäûé èç êîòîðûõ óêàçûâà-
åò íà òî, ñêîëüêî ðàç â âûáîðêå èñïîëüçóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå
ðåàëüíîå èçìåðåíèå. Ïðè÷åì ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîÿâëåíèå êàæäî-
ãî èçìåðåíèÿ â âûáîðêå ðàâíîâåðîÿòíî. Òîãäà ôîðìàëüíî ñõåìà
áóòñòðýï-ìåòîäà ïðåäñòàâèìà â âèäå (6.22), ãäå âçâåøåííàÿ ÍÊ-
çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìíîãîêðàòíî ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ ñëó-
÷àéíûõ âåñîâûõ ìàòðèö W.

Èç N íàáëþäåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü NN ðàçëè÷íûõ âûáîðîê,
îäíàêî ñîîòâåòñòâóþùèõ èì óíèêàëüíûõ îðáèò áóäåò ãîðàçäî ìåíü-
øå. Ïîëüçóÿñü ýëåìåíòàðíûìè ôîðìóëàìè êîìáèíàòîðèêè è ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî ðåàëüíûõ íàáëþäåíèé, ñîñòàâëÿþùèõ âûáîðêó, äîëæ-
íî áûòü íå ìåíüøå K, ïîëó÷àåì ÷èñëî òàêèõ îðáèò

C2N−1
N −

K−1∑
i=1

CN
i C

N−1
i−1 . (6.29)

Íàïðèìåð, ïðè N = 22 è K = 6 â ðàñïîðÿæåíèè èìåþòñÿ áîëåå
1012 îðáèò, õîòÿ ïðè N = 8 � âñåãî 645, ÷òî âåñüìà ìàëî äëÿ äå-
òàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòíîé ïëîòíîñòè.

Ïðèìå÷àòåëüíîé îñîáåííîñòüþ áóòñòðýï-ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî äëÿ íåãî íå òðåáóåòñÿ çíàíèå î äåéñòâèòåëüíîì ðàñïðåäåëå-
íèè îøèáîê íàáëþäåíèé. Íåñìîòðÿ íà ýòî, ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà
åùå ñëàáî èçó÷åíà. Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî äëÿ îöåíêè ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îæèäàíèÿ áóòñòðýï-ìåòîäîì ñïðàâåäëèâû àíàëîãè çàêîíà
áîëüøèõ ÷èñåë è öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû (Efron, 1979).
Â òî æå âðåìÿ ÷òî êàñàåòñÿ ìàëûõ âûáîðîê (èíòåðåñóþùèé íàñ
ñëó÷àé), òî íè÷åãî îïðåäåëåííîãî ñêàçàòü íåëüçÿ.
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6.6. Ïîêàçàòåëè íåëèíåéíîñòè

Åñëè íåëèíåéíîñòü ÍÊ-çàäà÷è ñëàáàÿ, òî äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ âïîëíå ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàíà î÷åíü ïðîñòàÿ ÿâíàÿ ñõåìà (6.20), èíà÷å íåò. Âñòàåò
âîïðîñ: âîçìîæíî ëè âîîáùå îöåíèòü, íàñêîëüêî ñëàáà íåëèíåé-
íîñòü, ñ òåì ÷òîáû èñïîëüçîâàòü ëèíåéíûå ñõåìû âìåñòî ñëîæíûõ
íåëèíåéíûõ? Äëÿ ðàçðåøåíèÿ ýòîãî âîïðîñà ââåäåì ïîêàçàòåëü
íåëèíåéíîñòè.

Ïîñêîëüêó ∥p̂ − pC∥2 = S(q) − S(q̂), òî äëÿ òî÷åê q ãðàíèöû
äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè (6.11) èìååì

S(q)− S(q̂)
σ̂2

= κ2. (6.30)

Ïðè âàðèàöèè ïàðàìåòðà κ íà âåëè÷èíó δκ ðàçìåðû ýëëèïñîè-
äàëüíîé îáëàñòè (6.30) èçìåíÿòñÿ è öåëåâàÿ ôóíêöèÿ íà åå ãðà-
íèöå ïðèìåò íîâîå çíà÷åíèå S̃ = S̄+δS, ãäå S̄ � çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè íà ãðàíèöå äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè ïðè κ. Òîãäà, ñîãëàñ-
íî (6.30), ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà âàðèàöèè áóäóò
óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ

1

2

δS

S̄ − Ŝ
=
δκ

κ
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû áóäåì çíàòü âàðèàöèþ öåëåâîé ôóíêöèè
δS, òî ïî âåëè÷èíå δκ/κ ñìîæåì îïðåäåëèòü, íàñêîëüêî èçìåíè-
ëàñü äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü â ðàçìåðàõ.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè, ââåäåì íåêèé êîýôôèöèåíò κ,
ïîçâîëÿþùèé â íåëèíåéíîì ñëó÷àå ïðèáëèæåííî îöåíèòü ñòåïåíü
îòêëîíåíèÿ óðîâåííîé ïîâåðõíîñòè, çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì (6.30),
îò ýëëèïñîèäàëüíîé, îïðåäåëÿåìîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé ïà-
ðàìåòðîâ:

κ(q) =
1

2

S̃ − S̄
S̄ − Ŝ

, ãäå S̄ = Ŝ

(
1 +

κ2

N −K

)
.
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Çäåñü â êà÷åñòâå S̃ âûñòóïàþò çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè íåëè-
íåéíîé çàäà÷è íà ïîâåðõíîñòè äîâåðèòåëüíîãî ýëëèïñîèäà ëèíåà-
ðèçèðîâàííîé çàäà÷è ïðè çàäàííîì κ. Îáû÷íî ïðåäñòàâëÿåò èí-
òåðåñ äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü, ïîêðûâàþùàÿ èñòèííûå ïàðàìåòðû
ñ âåðîÿòíîñòüþ, áëèçêîé ê åäèíèöå. Íàïðèìåð, ïðè α = 0.999 è
K = 6, êîãäà N äîñòàòî÷íî áîëüøîå, κ ≈ 4.7.

Åñòåñòâåííî, êîýôôèöèåíò

κmax = max
q
|κ(q)| (6.31)

ìîæíî ïðèíÿòü â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ íåëèíåéíîñòè çàäà÷è. Î÷å-
âèäíî, â ëèíåéíîì ñëó÷àå îí ðàâåí íóëþ, à â íåëèíåéíîì κmax → 0
ïðè α→ 0. Íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðó, ïîêàçàòåëè íåëèíåéíîñòè
òèïà (6.31) âïåðâûå áûëè ïðåäëîæåíû â ðàáîòå (×åðíèöîâ è äð.,
2006). ×òîáû ïðàêòè÷åñêè îöåíèòü ñòåïåíü íåëèíåéíîñòè, äîñòà-
òî÷íî íàéòè ìàêñèìóì âåëè÷èíû κ ëèøü íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå
òî÷åê q, â êà÷åñòâå êîòîðûõ, êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàþò âåðøè-
íû äîâåðèòåëüíîãî ýëëèïñîèäà. Èñõîäÿ èç ëè÷íîãî îïûòà, àâòîð
ðåêîìåíäóåò ïîëüçîâàòüñÿ íåëèíåéíûìè ñõåìàìè ñòîõàñòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ, åñëè κmax > 0.1.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ñòîõàñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íå-
ïîñðåäñòâåííî çàâèñèò îò âíóòðåííåé êðèâèçíû ïîäïðîñòðàíñòâà
îöåíîê, ôàêòè÷åñêè èíôîðìèðóþùåé î òîì, íàñêîëüêî ÍÊ-çàäà÷à
âíóòðåííå íåëèíåéíà. Êîíå÷íî æå, íå èìååò ñìûñëà îöåíèâàòü
åå ãëîáàëüíî, âåäü íàñ â äåéñòâèòåëüíîñòè èíòåðåñóåò, íàñêîëüêî
ïîäïðîñòðàíñòâî îöåíîê îòëè÷àåòñÿ îò ïëîñêîãî ëèøü â òî÷êàõ
ìîäåëèðóåìîãî âûáîðî÷íîãî ìíîæåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ âíóòðåííåé íåëèíåéíîñòè ïðåäëàãàåò-
ñÿ ââåñòè âåëè÷èíó φ, îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì (Avdyushev,
2009)

cos(90◦ + φ) =
(pO − p̂) · (pC − p̂)

∥pO − p̂∥ ∥pC − p̂∥
. (6.32)

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû φ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé óãîë ìåæäó âåêòîðîì pC − p̂ è ïëîñêèì ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì, êàñàþùèìñÿ ïîäïðîñòðàíñòâà îöåíîê â òî÷êå p̂. Î÷å-
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âèäíî, äëÿ ïëîñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà φ = 0 â ñèëó îðòîãîíàëüíî-
ñòè âåêòîðîâ pO − p̂ è pC − p̂. Çàìåòèì, ÷òî ïîäîáíàÿ ìåðà âíóò-
ðåííåé íåëèíåéíîñòè ïðåäëàãàëàñü ðàíåå â ðàáîòå (Beale, 1960), è
îíà ôàêòè÷åñêè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåëè÷èíó φ êàê sin2 φ (Bates,
Watts, 1980).

6.7. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ

Ðàññìîòðåííûå àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ áûëè èññëåäîâàíû â ñèëüíî íåëèíåéíîé îáðàòíîé çà-
äà÷å ñïóòíèêîâîé äèíàìèêè. Ïî íåìíîãî÷èñëåííûì íàáëþäåíè-
ÿì (óãëîâûì êîîðäèíàòàì) pO íîâîãî ñïóòíèêà Þïèòåðà S/2003
J04 (Emel'yanov, Arlot, 2008) íà îñíîâå âûñîêîòî÷íîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ åãî äâèæåíèÿ pC(q) (Avdyushev, Banschikova, 2007) áûëè
îïðåäåëåíû ÍÊ-îöåíêè îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñïóòíèêà, â êà-
÷åñòâå êîòîðûõ âçÿòû øåñòü êîìïîíåíò âåêòîðà äèíàìè÷åñêîãî
ñîñòîÿíèÿ (ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè) q = (x0, ẋ0)

T â ýïîõó t0. Ïðè
ýòîì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà ñîñòàâèëà σ̂ = 0.20′′.

Âûáîð îáúåêòà S/2003 J04 ñðåäè äðóãèõ ñïóòíèêîâ Þïèòå-
ðà áûë îáóñëîâëåí ïðåæäå âñåãî òåì, ÷òî íà åãî ïðèìåðå î÷åíü
õîðîøî ïðîÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü íåëèíåéíûõ ñõåì ñòîõàñòè-
÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Àñòðî-
ìåòðè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ ñïóòíèêà ðàñïðåäåëåíû íà î÷åíü êîðîò-
êîé îðáèòàëüíîé äóãå: â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ ñóòîê 11 ìî-
ìåíòîâ íàáëþäåíèé (N = 22)44, ïîýòîìó îðáèòàëüíûå ïàðàìåò-
ðû ñïóòíèêà îïðåäåëÿþòñÿ êðàéíå íåíàäåæíî, òîãäà êàê íåëè-
íåéíîñòü îáðàòíîé çàäà÷è ÷ðåçâû÷àéíî ñèëüíàÿ: κmax > 100 (ñì.
ðèñ. 6.3). Âñëåäñòâèå òàêîãî ñïåöèôè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà-
áëþäåíèé âåðîÿòíîñòíûé ðàáðîñ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðîâ äëÿ S/2003 J04 íàñòîëüêî áîëüøîé, ÷òî ñïóòíèê ìîæåò áûòü
óâåðåííî ïðè÷èñëåí ê êëàññó ïîòåðÿííûõ îáúåêòîâ (Avdyushev,
Banschikova, 2007). Êñòàòè, èç ðèñ. 6.3 âèäíî, ÷òî åñòü ðÿä äðóãèõ

44Êàæäîìó ìîìåíòó ñîîòâåòñòâóþò äâå óãëîâûå êîîðäèíàòû: ïðÿìîå âîñ-
õîæäåíèå è ñêëîíåíèå.
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Ðèñ. 6.3. Ïîêàçàòåëü íåëèíåéíîñòè κmax (6.31) äëÿ âíåøíèõ ñïóòíèêîâ

Þïèòåðà ïðè α = 0.999

íîâûõ ñïóòíèêîâ, äëÿ êîòîðûõ ñèëüíàÿ íåëèíåéíîñòü îáðàòíîé
çàäà÷è (κmax > 0.1) òàêæå èìååò ìåñòî.

ÍÊ-îöåíêè îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ S/2003 J04, îïðåäåëåí-
íûå ïî ðåàëüíûì íàáëþäåíèÿì, áûëè ïðèíÿòû çà èñòèííûå q̄ è
íà èõ îñíîâå ìîäåëèðîâàëèñü òî÷íûå íàáëþäåíèÿ ñïóòíèêà p̄ =
= pC(q̄) íà ðåàëüíûå ìîìåíòû íàáëþäåíèé. Çàòåì â p̄ âíîñèëàñü
âûáîðêà íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ îøèáîê δpO ñ äèñïåðñèåé
σ2 = σ̂2 è ïî íàáëþäåíèÿì p̄+ δpO áûëà ïîëó÷åíà ÍÊ-îöåíêà q̂,
äëÿ êîòîðîé σ̂ = 0.21′′.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà äâà àëãîðèòìà: (6.19) ñ çàìåíîé σ2 íà σ̂2

è (6.17) ñ âîçìóùåíèÿìè δp = σ̂νN . Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ àëãî-
ðèòìîâ ïîñòðîåíû ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ,
ïðåäñòàâëåíûå 10000 ðåøåíèÿìè. ×òîáû óñèëèòü ýôôåêò íåëè-
íåéíîñòè, íà÷àëüíàÿ ýïîõà t0 áûëà íàìåðåííî âûíåñåíà èç âðåìåí-
íîãî èíòåðâàëà íàáëþäåíèé, ïðè÷åì åå óäàëåííîñòü âî âðåìåíè îò
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ìîìåíòîâ íàáëþäåíèé ñîñòàâèëà ïîðÿäêà îäíîãî îðáèòàëüíîãî ïå-
ðèîäà ñïóòíèêà.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè íåÿâíîé ñõåìû (6.17) â êà÷åñòâå íà÷àëüíî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ q0 â ìåòîäå Ãàóññà�Íüþòîíà (6.6) âûáèðàëàñü
îöåíêà q̂, íî ââèäó îáøèðíîñòè îáëàñòè, ïîêðûâàåìîé ÍÊ-ðå-
øåíèÿìè, òàêîå ïðèáëèæåíèå íå âñåãäà îáåñïå÷èâàëî ñõîäèìîñòü
èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíÿëñÿ äåìïôèðî-
âàííûé ìåòîä Ãàóññà�Íüþòîíà (Ortega, Reinboldt, 2000), à èìåí-
íî â ñõåìå (6.6) óìåíüøàëàñü ïîïðàâêà â 100 ðàç. Íåñìîòðÿ íà
òî, ÷òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñóùåñòâåííî çàìåäëÿëñÿ, åãî ñõî-
äèìîñòü äîñòèãàëàñü äëÿ ëþáûõ âûáîðîê íàáëþäåíèé.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé îðáèòàëüíûõ
ïàðàìåòðîâ ñïóòíèêà â éîâèöåíòðè÷åñêîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 6.4. Êàê âèäíî, îáëàêà âîçìîæíûõ ïîëîæå-
íèé ñïóòíèêà ÷ðåçâû÷àéíî ïðîòÿæåííûå. Îáëàêî, ìîäåëèðóåìîå
ïî ëèíåéíîé ñõåìå (6.19), ýëëèïñîèäàëüíîå, îäíàêî îíî íå íàêðû-
âàåò èñòèííîå ïîëîæåíèå ñïóòíèêà, â îòëè÷èå îò áàíàíîîáðàçíîãî
îáëàêà, ìîäåëèðóåìîãî ïî íåÿâíîé ñõåìå (6.17).

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî âåðîÿòíîñòíûå îáëàêà ïåðåìåøèâà-
þòñÿ òîëüêî âáëèçè îöåíêè q̂, ïîýòîìó ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî èñ-
ïîëüçîâàíèå àëãîðèòìà (6.19) áóäåò îáîñíîâàííûì òîëüêî â ñëó-
÷àå, åñëè ðàçáðîñ âîçìîæíûõ ñïóòíèêîâûõ ïîëîæåíèé áóäåò ñó-
ùåñòâåííî ìåíüøå, â íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ðàç è áîëåå.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ìîäåëèðîâàíèå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïà-
ðàìåòðîâ íà îñíîâå ìíîãîêðàòíîãî ðåøåíèÿ ÍÊ-çàäà÷è îáîñíîâû-
âàåòñÿ ëèøü ôàêòîì ñóùåñòâîâàíèÿ ñèñòåìû ïàðàìåòðîâ r, îòíî-
ñèòåëüíî êîòîðûõ ÍÊ-çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíîé. Òàêóþ ñèñòå-
ìó ïàðàìåòðîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè K-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
îöåíîê, çàäàâàåìîå ìîäåëüþ pC(q) â N -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èç-
ìåðÿåìûõ âåëè÷èí p, ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì (Beale, 1960; Bates, Watts,
1980), ò.å. ëþáàÿ òî÷êà ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ìîæåò áûòü çàäàíà
â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñîñòîÿùåé èç K
áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

Â íåëèíåéíîé ÍÊ-çàäà÷å ïîäïðîñòðàíñòâî îöåíîê pC , âîîá-
ùå ãîâîðÿ, íåïëîñêîå è ñèñòåìû ïàðàìåòðîâ r, â êîòîðîé çàäà÷à



6.7. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ 281

-0.15 -0.1 -0.05 0 0.05

x1 (a.e.)

-0.15

-0.1

-0.05

x
2
 (

a
.e

.)

-0.09 -0.088 -0.086 -0.084

x1 (a.e.)

-0.108

-0.107

-0.106

-0.105

x
2

(a
.e

.)

Ðèñ. 6.4. Âîçìîæíûå ïîëîæåíèÿ ñïóòíèêà S/2003 J04 íà êîîðäèíàò-

íîé ïëîñêîñòè, ïîñòðîåííûå ïî àëãîðèòìàì (6.19) (ñåðûå òî÷êè) è (6.17)

(÷åðíûå òî÷êè), â îêðåñòíîñòè èñòèííîãî ðåøåíèÿ â ðàçíûõ ìàñøòàáàõ.

Ïðîåêöèÿ èñòèííîãî ðåøåíèÿ q̄ îáîçíà÷åíà ÷åðíûì êðåñòèêîì, ïðîåê-

öèÿ îöåíêè q̂ � ñåðûì
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ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíîé, ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü. Òåì íå ìåíåå, åñ-
ëè ïîäïðîñòðàíñòâî íåñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïëîñêîãî (â èí-
òåðåñóþùåé íàñ îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ îöåíîê), òî
èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà âîçìóùåííûõ îöåíîê äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ áóäåò âïîëíå îïðàâäàííûì.

Íà ðèñ. 6.5 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå óãëîâûõ îòêëîíåíèé φ
(6.32) ïîäïðîñòðàíñòâà pC â òî÷êàõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé q îò
êàñàòåëüíîãî â ÍÊ-îöåíêå q̂ ïëîñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Êàê âèä-
íî èç ðèñóíêà, çíà÷åíèÿ φ äîñòàòî÷íî ìàëû è áîëüøàÿ èõ ÷àñòü
íå ïðåâîñõîäèò 0.1◦. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèëüíàÿ íåëèíåéíîñòü çàäà÷è
âûçâàíà ãëàâíûì îáðàçîì íåóäà÷íûì âûáîðîì îöåíèâàåìûõ ïà-
ðàìåòðîâ (Bates, Watts, 1980; Bates, Watts, 1988). Òàê èëè èíà÷å,
ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî ïîñòðîåííîå ìíîæåñòâî ÍÊ-ðåøåíèé äîëæíî
äîñòàòî÷íî õîðîøî ïðåäñòàâëÿòü ðàñïðåäåëåíèå âîçìîæíûõ çíà-
÷åíèé îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Êðîìå òîãî, ïðè èñïîëüçîâàíèè
íåÿâíîé ñõåìû (6.17) âàðèàöèè δp ìîæíî âíîñèòü íå â îöåíî÷íûå
ïðåäñòàâëåíèÿ íàáëþäåíèé p̂, à â ñàìè íàáëþäåíèÿ pO.

Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ñõåìà ìåòîäà âîçìóùåííûõ îöåíîê ñ δp =
= rσ̂νN èññëåäîâàëàñü â òîé æå çàäà÷å, íî ïðè èñïîëüçîâàíèè
ëèøü íåêîòîðûõ íàáëþäåíèé, îòíåñåííûõ íà 4 ìîìåíòà âðåìåíè
(N = 8), òàêæå ïîêðûâàþùèõ âåñü ïåðèîä íàáëþäåíèÿ ñïóòíè-
êà. Èìåííî ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ îáðàòíîé çàäà÷è (ñî ñêóäíîé íà-
áëþäàòåëüíîé èíôîðìàöèåé) ìîæíî îæèäàòü ïðîÿâëåíèå âûñîêîé
ýôôåêòèâíîñòè ñõåìû.

Êàê è âûøå, ïî âûáîðêå èñêóññòâåííî ñîçäàííûõ íàáëþäåíèé
p̄ + δpO îáúåìà N = 8 áûëà ïîëó÷åíà íîâàÿ îöåíêà q̂, äëÿ êî-
òîðîé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà ñîñòàâèëà σ̂ = 0.13′′. Çàòåì
ìîäåëèðîâàëèñü âîçìîæíûå ïîëîæåíèÿ ñïóòíèêà ïî ñõåìàì ñ âîç-
ìóùåíèÿìè δp = σ̂νN è δp = rσ̂νN . Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû íà
ðèñ. 6.6.

Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé, ïî-
ñòðîåííûå ïî íåÿâíûì ñõåìàì ñ ðàçíûìè âîçìóùåíèÿìè δp, ñó-
ùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà è îïèñûâàþò ïðèíöèïèàëü-
íî ðàçíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòíîé ïëîòíîñòè â ïðîñòðàí-
ñòâå êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ïî ñõåìå ñ
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Ðèñ. 6.6. Âîçìîæíûå ïîëîæåíèÿ ñïóòíèêà S/2003 J04 íà êîîðäèíàò-

íîé ïëîñêîñòè, ïîñòðîåííûå ïî ñõåìå (6.17) ñ âîçìóùåíèÿìè δp = σ̂νN

(òî÷êè) è δp = rσ̂νN (ñåðûå êâàäðàòèêè)
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Ðèñ. 6.7. Âîçìîæíûå ïîëîæåíèÿ ñïóòíèêà S/2003 J04 íà êîîðäèíàò-

íîé ïëîñêîñòè, ïîñòðîåííûå ìåòîäîì âîçìóùåííûõ îöåíîê (òî÷êè) è

áóòñòðýï-ìåòîäîì (ñåðûå êðóæî÷êè)

δp = σ̂νN â òî÷êå èñòèííîãî ïîëîæåíèÿ ñïóòíèêà îêàçûâàåòñÿ
çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, íåæåëè ïî ñõåìå ñ δp = rσ̂νN . Áîëåå òîãî,
ñîãëàñíî ðàñïðåäåëåíèþ âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé, ïîëó÷åííûõ ïî
ïåðâîé ñõåìå, ïîÿâëåíèå ñïóòíèêà â îêðåñòíîñòè èñòèííîãî ïîëî-
æåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ïî÷òè íåâåðîÿòíûì ñîáûòèåì. Î÷åâèäíî, ýòî
â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ âåñêèì àðãóìåíòîì â ïîëüçó ìîäèôè-
öèðîâàííîé ñõåìû ñ ìîäóëèðóþùèì ìíîæèòåëåì r êàê áîëåå ýô-
ôåêòèâíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âîç-
ìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.

Ââèäó òîãî, ÷òî ïðè N = 8 è K = 6 áóòñòðýï-ìåòîä äàåò íåäî-
ñòàòî÷íîå ÷èñëî âîçìîæíûõ îðáèò (6.29), îí òåñòèðîâàëñÿ â çàäà-
÷å ñ èñõîäíûì êîëè÷åñòâîì íàáëþäåíèé N = 22. Ïðåäïîëàãàëîñü,
÷òî áóòñòðýï-ðàñïðåäåëåíèå âîçìîæíûõ ðåøåíèé áóäåò õîðîøî
ñîãëàñîâûâàòüñÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì, ïîëó÷åííûì ïî ñõåìå ìåòî-
äà âîçìóùåííûõ îöåíîê (6.17), ïîñêîëüêó çàðàíåå áûëî èçâåñòíî,
÷òî îøèáêè â íàáëþäåíèÿõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåàëèçàöèþ íîð-
ìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íî ìåæäó òåì èìåí-
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Ðèñ. 6.8. Ðåçóëüòàòû ñòîõàñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ S/2003 J04

íà ìîìåíò âðåìåíè âíóòðè èíòåðâàëà íàáëþäåíèé (ëèíåéíûå îöåíêè

ïðåäñòàâëåíû ñåðûì öâåòîì, íåëèíåéíûå � ÷åðíûì)

íî íà îñíîâå ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ìîäåëèðóþòñÿ âîçìîæíûå çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïî ñõåìå (6.17). Âîïðåêè îæèäàíèÿì, ñîãëàñèå
ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè (ðèñ. 6.7), â îñîáåííîñòè íà ïåðèôåðèè
ìíîæåñòâ âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé ñïóòíèêà, îêàçàëîñü íå î÷åíü
õîðîøèì. Êðîìå òîãî, èìåþò ìåñòî íåïîíÿòíûå âûáðîñû íåêî-
òîðûõ ïîëîæåíèé â áóòñòðýï-ìíîæåñòâå. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû áû
íå ðåêîìåíäîâàëè èñïîëüçîâàòü áóòñòðýï-ìåòîä äëÿ èññëåäîâàíèÿ
íåîïðåäåëåííîñòåé â îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðàõ íîâûõ ñïóòíèêîâ ñ
áåäíîé õðîíîëîãèåé íàáëþäåíèé.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ÷òîáû óñèëèòü ýôôåêò íåëèíåéíîñòè,
íà÷àëüíàÿ ýïîõà áûëà íàìåðåííî âûíåñåíà èç âðåìåííîãî èíòåð-
âàëà íàáëþäåíèé íà îäèí îáîðîò âïåðåä. Åñëè æå ìîäåëèðîâàòü
âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ íà ýïîõó âíóòðè èíòåðâàëà íàáëþäåíèé, òî
ðåçóëüòàòû ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàíîâÿòñÿ
âèçóàëüíî î÷åíü ïîõîæèìè (ðèñ. 6.8). Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ
â ðàñïðåäåëåíèè ðåçóëüòàòîâ ñòîõàñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ òî, ÷òî âîçìîæíûå ñïóòíèêîâûå ïîëîæåíèÿ ðàñïîëàãàþò-
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ñÿ ãëàâíûì îáðàçîì âäîëü íàïðàâëåíèÿ îò íàáëþäàòåëÿ íà ñïóò-
íèê (Avdyushev, Banschikova, 2007), ÷òî êàê ðàç âûçâàíî îòñóò-
ñòâèåì èçìåðèòåëüíîé èíôîðìàöèè î äàëüíîñòè îáúåêòà, ïîñêîëü-
êó ñïóòíèê íàáëþäàåòñÿ íà íåáåñíîé ñôåðå â òîïîöåíòðè÷åñêèõ
óãëîâûõ êîîðäèíàòàõ, ïðè÷åì íà î÷åíü êîðîòêîé îðáèòàëüíîé äó-
ãå. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ áëèçêè ëèøü
ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ íàáëþäåíèé, íî óæå ñóùåñòâåííûå
ðàçëè÷èÿ ìîãóò ïðîÿâèòüñÿ ïðè äèíàìè÷åñêîì ïðîãíîçå âîçìîæ-
íûõ ñïóòíèêîâûõ ïîëîæåíèé, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå âîçìîæíûõ
íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ.

Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî àíàëèçà êîíôèãóðàöèè âîçìîæíûõ ïî-
ëîæåíèé â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñîðèåíòèðóåì èõ âäîëü
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ wi êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû è ðàññìîòðèì
â ðàçëè÷íûõ ïðîåêöèÿõ è â ðàçíûõ ìàñøòàáàõ. Íà ðèñ. 6.9 ïðè-
âåäåíû ïÿòü ïðîåêöèé íà ïëîñêîñòÿõ wi�w6 (i = 1, . . . , 5), ãäå
ñîáñòâåííûé âåêòîð w6 ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøåìó ñîáñòâåííîìó
÷èñëó (ò.å. îí êàê ðàç óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå, âäîëü êîòîðîãî âû-
òÿãèâàåòñÿ äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü), è, êàê âèäíî, êîíôèãóðàöèè
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ðàçèòåëüíî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà.

Â ñëó÷àå íîâûõ ñïóòíèêîâ èñêàæåíèå îáëàñòåé âîçìîæíûõ ïà-
ðàìåòðè÷åñêèõ çíà÷åíèé íåëèíåéíîñòüþ ñâÿçàíî ãëàâíûì îáðà-
çîì ñ èõ ÿâíî áîëüøèìè ðàçìåðàìè. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âåðîÿò-
íîñòíûå îáëàñòè äëÿ áëèçêèõ ñïóòíèêîâ ñóùåñòâåííî ìåíüøå, îíè
òåì íå ìåíåå îêàçûâàþòñÿ åùå äîñòàòî÷íî áîëüøèìè äëÿ èõ îïè-
ñàíèÿ â êîíòåêñòå ëèíåéíîé ÍÊ-çàäà÷è. Äàííûå òàáë. 6.1 íàãëÿä-
íî ñâèäåòåëüñòâóþò, íàñêîëüêî ñóùåñòâåííî âëèÿíèå íåëèíåéíî-
ñòè ñ òî÷êè çðåíèÿ îöåíèâàíèÿ òî÷íîñòè îðáèòàëüíûõ ïàðàìåò-
ðîâ: òàê, ïîêàçàòåëü κmax îêàçûâàåòñÿ áîëüøå 103.

Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè äëÿ íîâûõ (äàëåêèõ) ñïóòíèêîâ
ãðóïïû S/2003 íà äîâåðèòåëüíîì ýëëèïñîèäå ëèíåàðèçèðîâàííîé
çàäà÷è èìåþò ìåñòî ëèøü äâå àíîìàëüíûå âåðøèíû, îðèåíòèðî-
âàííûå âäîëü íàïðàâëåíèÿ w6 (ñì. ðèñ. 6.8 è 6.9), òî äëÿ áëèç-
êèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà, íàîáîðîò, òîëüêî â äâóõ âåðøèíàõ, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ âåêòîðó w1, çíà÷åíèÿ κ äîñòàòî÷íî ìàëû (ñì. κmin

â òàáë. 6.1), òîãäà êàê â äðóãèõ κ çíà÷èòåëüíî áîëüøå åäèíèöû.
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Ðèñ. 6.9. Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äëÿ S/2003 J04 îòíîñèòåëü-

íî ÍÊ-îöåíîê
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Òàáëèöà 6.1.Ìèíèìàëüíûé è ìàêñèìàëüíûé ïîêàçàòåëè íåëèíåéíîñòè

κ äëÿ áëèçêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà

Ñïóòíèê κmin κmax

Àìàëüòåÿ 4.7 · 10−3 4.0 · 105
Òåáà 2.8 · 10−3 2.7 · 103

Àäðàñòåÿ 8.6 · 10−2 2.5 · 104
Ìåòèäà 1.9 · 10−2 1.5 · 105

Â äåéñòâèòåëüíîñòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà êîâàðèàöèîííûõ ìàò-
ðèö äëÿ áëèçêèõ ñïóòíèêîâ âûÿâëÿþò áëèíîîáðàçíóþ ôîðìó äî-
âåðèòåëüíîé îáëàñòè (Àâäþøåâ, Áàíüùèêîâà, 2008): îäíî èç ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë ñóùåñòâåííî ìåíüøå äðóãèõ. Ïðè÷åì îáëàñòü â
ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå q îêàçûâàåòñÿ ñïëþñíóòîé âäîëü
÷àñòîòíîé êîîðäèíàòû òèïà ñðåäíåãî äâèæåíèÿ n, è îíà âûñòèëà-
åòñÿ âäîëü ïîâåðõíîñòè n(q) = n(q̂) = n̂. Îäíàêî ïîñêîëüêó ãèïåð-
ïîâåðõíîñòü n(q), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïëîñêàÿ, òî ýëëèïñîèäàëüíàÿ
âåðîÿòíîñòíàÿ îáëàñòü, ïîñòðîåííàÿ ïî êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöå,
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ðàçáðîñå ïàðàìåòðè÷åñêèõ îøèáîê áóäåò
ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò ðåàëüíîé äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè, ÷òî
è îáúÿñíÿåò ðàçèòåëüíî áîëüøèå çíà÷åíèÿ κ.

Â òàêîé ñèòóàöèè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðè-
÷åñêèõ îøèáîê íåîáõîäèìî ïðèáåãàòü ê íåëèíåéíîìó îöåíèâàíèþ.
Åäèíñòâåííîå è ýôôåêòèâíîå, íà íàø âçãëÿä, ïîäñïîðüå, êîòîðîå
ó íàñ èìååòñÿ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè äëÿ ðàçðåøåíèÿ äàííîé ïðî-
áëåìû, � ýòî ïðåäëîæåííûé âûøå ìåòîä âîçìóùåííûõ îöåíîê.
Îäíàêî, êàê îòìå÷àëîñü, åãî çíà÷èòåëüíûì íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîêðàòíîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå íåëèíåéíîé ÍÊ-çàäà÷è, ÷òî äå-
ëàåò ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì åãî ðåàëèçàöèþ ïðèìåíèòåëüíî
ê îöåíèâàíèþ òî÷íîñòè îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ áëèçêèõ ñïóò-
íèêîâ, ïîñêîëüêó âûïîëíåíèå êàæäîé èòåðàöèè ìåòîäà Ãàóññà�
Íüþòîíà âñëåäñòâèå äîëãîñðî÷íîãî ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
äàæå íà ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðàõ çàíèìàåò íåñêîëüêî ÷àñîâ.
Â ñâÿçè ñ ýòèìè òðóäíîñòÿìè íå áóäåì ñòðîèòü îáëàñòè âîçìîæ-
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íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ äëÿ áëèçêèõ ñïóòíèêîâ ñ èñïîëüçîâàíè-
åì èõ âûñîêîòî÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé, íî, ïî êðàéíåé ìåðå,
ïîñòàâèì ïåðåä ñîáîé öåëü âûñâåòèòü ïðîáëåìó íåëèíåéíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèå îáëàêà âîçìîæíûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ
çíà÷åíèé íà îñíîâå ÍÊ-ðàçáðîñà îêàçûâàåòñÿ âûïîëíèìûì ïðè
èñïîëüçîâàíèè àíàëèòè÷åñêèõ ìîäåëåé äâèæåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, íà
îñíîâå çàäà÷è äâóõ òåë. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðåçóëüòàòû îïðåäå-
ëåíèÿ îðáèò èç ñåìåéñòâà êåïëåðîâñêèõ íå èìåþò ïðàêòè÷åñêóþ
öåííîñòü, íà èõ ïðèìåðå, òàê èëè èíà÷å, ìîæíî óâèäåòü ïðîÿâëå-
íèå âëèÿíèÿ íåëèíåéíîñòè íà îöåíêè ïàðàìåòðè÷åñêîé òî÷íîñòè.

Èñïîëüçóÿ ìîäåëü êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ (ñì. Ïðèëîæåíèå),
êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå, âîñïðîèçâåäåì îáðàòíóþ çàäà÷ó äëÿ
áëèçêîãî ñïóòíèêà Þïèòåðà Àäðàñòåè è ïî ñõåìàì (6.19) è (6.17)
(ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ) ñìîäåëèðóåì ìíîæåñòâà
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Ïðè÷åì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ
îøèáêó íàáëþäåíèé ïðèìåì 0.2′′. Íà ðèñ. 6.10 ïîêàçàíû ïðîåêöèè
ýòèõ ìíîæåñòâ, îðèåíòèðîâàííûå îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ wi ñîîòâåòñòâóþùåé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû (èíà÷å ãîâî-
ðÿ, îòíîñèòåëüíî ãëàâíûõ îñåé äîâåðèòåëüíîãî ýëëèïñîèäà ëèíå-
àðèçèðîâàííîé çàäà÷è). Çäåñü ïðèâîäÿòñÿ òîëüêî ïðîåêöèè âäîëü
ñîáñòâåííîãî âåêòîðà w1 ñ íàèìåíüøèì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì, è,
êàê âèäíî èç ðèñóíêà, âåðîÿòíîñòíûå îáëàêà ñîâåðøåííî íå ñî-
ãëàñóþòñÿ äðóã ñ äðóãîì.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ìàñøòàá îñè àáñöèññ, ìîæåò ïîêàçàòü-
ñÿ, ÷òî îòëè÷èå ìåæäó âåðîÿòíîñòíûìè îáëàêàìè â äåéñòâèòåëü-
íîñòè íåçíà÷èòåëüíî. Îäíàêî íàïîìíèì, ÷òî èìåííî âäîëü íà-
ïðàâëåíèÿ w1 öåëåâàÿ ôóíêöèÿ íàèáîëåå ÷óâñòâèòåëüíà ê èçìå-
íåíèþ ïàðàìåòðîâ, òî÷íåå, ê èçìåíåíèþ ñðåäíåãî äâèæåíèÿ èëè
áîëüøîé ïîëóîñè (ñì., íàïðèìåð, ðèñ. 5.1).

Âìåñòå ñ òåì èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí
ν(q) = n(q)/n̂ − 1, ïîëó÷àåìûõ ïî âîçìîæíûì ðåøåíèÿì q, ïðè
ëèíåéíîì è íåëèíåéíîì îöåíèâàíèè èìåþò ñîîòâåòñòâåííî ñðåä-
íåêâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ 1.1 · 10−5 è 2.6 · 10−8. Ïîñëåäíåå ñâè-
äåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòíàÿ îáëàñòü íåëèíåéíîãî îöå-
íèâàíèÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî âäîëü ïîâåðõíîñòè
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Ðèñ. 6.10. Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äëÿ Àäðàñòåè îòíîñèòåëü-

íî ÍÊ-îöåíîê
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Ðèñ. 6.11. Ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû ν. Êîëîêîëîîáðàçíîé ëèíèåé â

íåëèíåéíîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíà àïïðîêñèìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ íîð-

ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

n(q). Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå, â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî, çíà÷å-
íèÿ ν, êàê è îæèäàëîñü, ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó
(ðèñ. 6.11), ïðè÷åì äèñïåðñèÿ àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîãëàñóåòñÿ ñ äèñïåðñèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
ν ñ òî÷íîñòüþ äî ÷åòâåðòîãî çíàêà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó íåëèíåéíîñòü ñëàáî ïðîÿâëÿåòñÿ
òîëüêî â îäíîì íàïðàâëåíèè, âäîëü èçìåíåíèÿ ÷àñòîòíîé ïåðå-
ìåííîé òèïà ñðåäíåãî äâèæåíèÿ, òî èìåííî äëÿ ýòîé ïåðåìåííîé
ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó òî÷íîñòè èç êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû.
Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî êàê ðàç ýòà îöåíêà èìååò íàèáîëüøåå ïðè-
êëàäíîå çíà÷åíèå ñ òî÷êè çðåíèÿ ïëàíèðîâàíèÿ íàáëþäåíèé áëèç-
êîãî ñïóòíèêà è åãî èäåíòèôèêàöèè, òàê êàê ÷àñòîòíàÿ ïåðåìåí-
íàÿ íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëÿåò äâèæåíèå îáúåêòà ïî îðáèòå, â
òî âðåìÿ êàê êîíôèãóðàöèÿ ñàìîé îðáèòû îïðåäåëÿåòñÿ èç íà-
áëþäåíèé ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ.

Â òàáë. 6.2 äëÿ âíóòðåííèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà â êà÷åñòâå
ïðèìåðà ïðèâåäåíû îöåíêè òî÷íîñòè σn ÷àñòîòíîé ïåðåìåííîé,
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Òàáëèöà 6.2. Îöåíêè òî÷íîñòè ÷àñòîòíîé ïåðåìåííîé

Ñïóòíèê σn (ñóò−1) σν ∆t̃ (ã.)

Àìàëüòåÿ 1.0 · 10−7 8.2 · 10−9 440

Òåáà 2.9 · 10−7 3.2 · 10−8 125

Àäðàñòåÿ 1.3 · 10−6 6.3 · 10−8 48

Ìåòèäà 5.1 · 10−7 2.4 · 10−8 124

êàê åñëè áû îíà áûëà ñðåäíèì äâèæåíèåì n = n(q). Îöåíêè âû-
÷èñëåíû ïî âàðèàöèÿì ïàðàìåòðîâ q, ïîëó÷åííûì èç ñîîòâåòñòâó-
þùåé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû âäîëü èíòåðåñóþùåãî íàñ íàïðàâ-
ëåíèÿ. Â òàáëèöå òàêæå ïðåäñòàâëåíû îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ÷à-
ñòîòíîé ïåðåìåííîé σν è èíòåðâàë âðåìåíè ∆t̃, çà êîòîðûé îøèá-
êè â ïðîãíîçèðóåìûõ êîîðäèíàòàõ ñïóòíèêà, âûçâàííûå îøèáêîé
σn, áóäóò îòêëîíÿòü ãåîöåíòðè÷åñêîå óãëîâîå ïîëîæåíèå îáúåêòà
íà 1′′. Â ÷àñòíîñòè èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî ïðè òðåáóåìîé òî÷íîñòè
ïðîãíîçà äâèæåíèÿ ïîðÿäêà 1′′ äóãè ìîäåëè ñïóòíèêîâûõ îðáèò ñ
ïîëó÷åííûìè èç íàáëþäåíèé ïàðàìåòðàìè âïîëíå ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû äëÿ ïëàíèðîâàíèÿ áóäóùèõ íàáëþäåíèé ñïóòíèêîâ íà
50 ëåò âïåðåä è áîëåå.

Âïðî÷åì, ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ðåçóëüòàòû â òàáë. 6.2 îò-
íîñÿòñÿ ê âïîëíå îïðåäåëåííîé ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèõ îöåíîê,
òîãäà êàê â ñëó÷àå áëèçêèõ ñïóòíèêîâ, êàê ìû çíàåì, òàêèõ ñè-
ñòåì, äîñòàâëÿþùèõ ìàëûå ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíê-
öèè, ìîæåò áûòü ìíîãî. Ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ îñîáåííîñòÿ-
ìè îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè áëèçêèõ ñïóòíèêîâ íåîáõîäèìî ðàñ-
ñìàòðèâàòü âñþ ñîâîêóïíîñòü íåñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé âåðîÿò-
íîñòíûõ îáëàñòåé, îòíåñåííûõ ê ñâîåé ñèñòåìå îðáèòàëüíûõ ïàðà-
ìåòðîâ. Õîòÿ ê ïîñòðîåíèþ òàêîé ñîâîêóïíîñòè, î÷åâèäíî, èìååò
ñìûñë ïðèáåãàòü, êîãäà â äåéñòâèòåëüíîñòè íå èçâåñòíî, êàêàÿ èç
ñèñòåì ïàðàìåòðîâ íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåò ðåàëüíóþ
ñïóòíèêîâóþ îðáèòó. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ èäåíòèôèêàöèè è ïëà-
íèðîâàíèÿ íàáëþäåíèé ñïóòíèêîâ, ïîæàëóé, áóäåò áîëåå ïîëåç-
íà ñîâîêóïíîñòü ñàìèõ ÍÊ-îöåíîê, à íå âåðîÿòíîñòíûõ îáëàñòåé,
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ââèäó ÷ðåçâû÷àéíî ìàëûõ ðàçìåðîâ ïîñëåäíèõ â ñðàâíåíèè ñ ðàñ-
ñòîÿíèÿìè ìåæäó íèìè â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Òàêèì îáðàçîì, â ãëàâå ïðåäñòàâëåí îáçîð îñíîâàííûõ íà êîí-
öåïöèÿõ êëàññè÷åñêîãî ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà ëèíåéíûõ è íåëè-
íåéíûõ ìåòîäîâ ñòîõàñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âîçìîæíûõ çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ òî÷íîñòè îðáèò, îïðåäåëÿå-
ìûõ èç íàáëþäåíèé. Íà ïðèìåðå ñïóòíèêà Þïèòåðà S/2003 J04,
ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ êîòîðîãî ïëîõî îïðåäåëåíû âñëåäñòâèå ñêóä-
íîãî ñîñòàâà èìåþùèõñÿ íà äàííûé ìîìåíò íàáëþäåíèé, äåìîí-
ñòðèðóåòñÿ âûñîêàÿ ýôôåêòèâíîñòü íåëèíåéíûõ ìåòîäîâ. Ïîñêîëü-
êó ñèëüíàÿ íåëèíåéíîñòü îáðàòíîé çàäà÷è ïðîÿâëÿåòñÿ, êàê ïðà-
âèëî, â ñëó÷àå ñêóäíîãî ñîñòàâà íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ, òî íà
îñíîâàíèè òåîðåòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ýôôåê-
òèâíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïà-
ðàìåòðîâ ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü íåÿâíóþ ñõåìó (6.17) ñ âîçìóùå-
íèÿìè δp = rσ̂νN ëèáî åå âçâåøåííûé àíàëîã (6.23), åñëè âåñà
íàáëþäåíèé èçâåñòíû.

Ýêñïåðèìåíòàëüíî òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî íåëèíåéíîñòü èñïîëü-
çóåìûõ ìîäåëåé äëÿ áëèçêèõ (âíóòðåííèõ) ñïóòíèêîâ Þïèòåðà
íàñòîëüêî çíà÷èòåëüíà, ÷òî êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû, ñòðîãî ãî-
âîðÿ, îêàçûâàþòñÿ ñîâåðøåííî áåñïîëåçíûìè äëÿ âåðîÿòíîñòíî-
ãî îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ïàðàìåòðè÷åñêèõ îøèáîê è â äàííîì
ñëó÷àå ñëåäóåò ïðèáåãàòü ê íåëèíåéíîìó îöåíèâàíèþ.



� Èçâèíèòå, ÿ îïîçäàë.
� ×òî ñëó÷èëîñü?

� Äà íè÷åãî, ÿ ïðîñòî
íå õîòåë ïðèõîäèòü.

Øåëäîí Êóïåð èç ñèòêîìà

¾Òåîðèÿ áîëüøîãî âçðûâà¿

Ãëàâà 7. ËÈÍÅÀÐÈÇÀÖÈß ÎÐÁÈÒÀËÜÍÎÉ

ÌÎÄÅËÈ

Ýòà íåáîëüøàÿ ãëàâà íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíîé è åå ìîæíî áûëî
áû îïóñòèòü, ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûå â íåé âîïðîñû ÷àñòíûå.
Îäíàêî èç ñîîáðàæåíèÿ òîãî, ÷òî îíè ìîãóò âûçâàòü ó íåêîòîðûõ
÷èòàòåëåé îïðåäåëåííûé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ (Àâäþøåâ, 2012),
ãëàâà âñå æå áûëà îñòàâëåíà â ìîíîãðàôèè.

Èòàê, åñëè îðáèòà èññëåäóåìîãî íåáåñíîãî òåëà ñ îðáèòàëüíû-
ìè ïàðàìåòðàìè q̂ èçâåñòíà:

pC = pC(t, q̂),

òî îðáèòó ëþáîãî áëèçêîãî ïîïóò÷èêà ñ ïàðàìåòðàìè q ïðèáëè-
æåííî (ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà) ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå

p = pC(t, q̂) +
∂pC

∂q

∣∣∣∣
t,q̂

(q− q̂), (7.1)

ãäå ∂pC/∂q � ïî ñóòè òå æå èçîõðîííûå ïðîèçâîäíûå (5.15), êîòî-
ðûå ó÷àñòâóþò â ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, ìåõà-
íè÷åñêèé ñìûñë âûðàæåíèÿ (7.1) ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíî îïèñûâàåò
ëîêàëüíóþ äèíàìèêó îêîëî íîìèíàëüíîé îðáèòû q̂, è ÷åì áëèæå ê
íîìèíàëüíîé îðáèòå, òåì ëó÷øå. Ïîýòîìó î÷åâèäíîå íàçíà÷åíèå
(7.1) � ýòî îòîáðàæåíèå áëèçêèõ (ê íîìèíàëüíîìó) âîçìîæíûõ
ïîëîæåíèé íåáåñíîãî òåëà íà çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè. Äàëåå
ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñèòóàöèè, êîãäà öåëåñîîáðàçíî ïðèáåãàòü
ê ëèíåéíûì îòîáðàæåíèÿì.
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7.1. Âðåìåíí�îé ïåðåíîñ äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè

Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ìîãóò ñëóæèòü ïîëåçíûì ïîäñïîðüåì äëÿ
èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèè ìàëûõ äîâåðèòåëüíûõ îáëàñòåé, à òàêæå
êîìïàêòíûõ ðàçáðîñîâ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.

Ïðåäïîëîæèì, äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü, õàðàêòåðèçóþùàÿ ïà-
ðàìåòðè÷åñêóþ íåîïðåäåëåííîñòü â q, íàñòîëüêî ìàëà, ÷òî ìî-
æåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ãèïåðýëëèïñîèä (6.12), îïèñûâàåìûé êî-
âàðèàöèîííîé ìàòðèöåé Cq. Òîãäà, ñîãëàñíî ëèíåéíîìó ïðåîá-
ðàçîâàíèþ (7.1), íåîïðåäåëåííîñòü â âåëè÷èíàõ p, ïîðîæäàåìàÿ
íåîïðåäåëåííîñòüþ â ïàðàìåòðàõ q, íà çàäàííûå ìîìåíòû âðåìå-
íè t áóäåò ïðèáëèæåííî îïèñûâàòüñÿ äîâåðèòåëüíûì ýëëèïñîè-
äîì ñ öåíòðîì p̂ = pC(t, q̂) è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé

Cp =
∂pC

∂q

∣∣∣∣
t,q̂

Cq
∂pC

∂q

∣∣∣∣T
t,q̂

. (7.2)

Ïðîèçâîäíûå ∂pC/∂q â (7.2) âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç ∂x/∂q (5.15),
êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ
(5.16). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèè äîâåðèòåëüíî-
ãî ýëëèïñîèäà, êàê è ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è, íåîáõîäèìî
÷èñëåííî èíòåãðèðîâàòü ðàñøèðåííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

d2x
dt2

= P , d2

dt2
∂x

∂q
=
∂P
∂x

∂x

∂q
+
∂P
∂ẋ

∂ẋ

∂q
.

Ñî âðåìåíåì çíà÷åíèÿ èçîõðîííûõ ïðîèçâîäíûõ, êàê ïðàâè-
ëî, âîçðàñòàþò, è ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò îá óâåëè÷åíèè äîâåðèòåëü-
íîé îáëàñòè, ÷òî ñîïðÿæåíî ñ óñèëåíèåì ýôôåêòà íåëèíåéíîñòè,
âûçâàííîãî íåëèíåéíîñòüþ îðáèòàëüíîé ìîäåëè. Ïîýòîìó íóæíî
ÿñíî îñîçíàâàòü, ÷òî êàêîé áû ìàëîé íè áûëà èçíà÷àëüíî äîâå-
ðèòåëüíàÿ îáëàñòü, ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ (7.1) ïðèãîäíû ëèøü
íà óìåðåííûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè, êîãäà íåëèíåéíîñòü ñëàáà. Íà
äëèòåëüíûõ æå èíòåðâàëàõ ïîëó÷àåìàÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà
Cp (7.2) áóäåò ãðóáî îïèñûâàòü äîâåðèòåëüíóþ îáëàñòü, õîòÿ â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äîñòàâëÿåìàÿ åþ èíôîðìàöèÿ áûâàåò âïîëíå
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äîñòàòî÷íîé äëÿ êà÷åñòâåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé
â îðáèòå. Ìåæäó òåì, ÷òîáû îöåíèòü ñòåïåíü âëèÿíèÿ íåëèíåé-
íîñòè, ìîæíî, êàê è ïðè îöåíèâàíèè ïàðàìåòðè÷åñêîé òî÷íîñòè,
âîñïîëüçîâàòüñÿ óæå èçâåñòíîé íàì ôîðìóëîé (6.31).

Ðàçóìååòñÿ, êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà Cp ïðèìåíèìà íå òîëü-
êî äëÿ îïèñàíèÿ äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè, íî è äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé â ïðîñòðàíñòâå p ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ëèíåéíîé ñõåìû (6.19). Îäíàêî ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷-
êè çðåíèÿ, åñëè òðåáóþòñÿ îöåíêè íà ìíîãî÷èñëåííûå ìîìåíòû
âðåìåíè, ïðîùå îñóùåñòâëÿòü âðåìåííîé ïåðåíîñ óæå ñìîäåëèðî-
âàííûõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ q ëèíåéíûìè îòîáðàæå-
íèÿìè (7.1), íåæåëè ìîäåëèðîâàòü ðàçáðîñ âåëè÷èí p, ïîñòîÿííî

ïåðåâû÷èñëÿÿ ìàòðèöó Õîëåöêîãî C
1/2
p äëÿ ñõåìû (6.19) íà êàæ-

äûé ìîìåíò âðåìåíè.

7.2. Âû÷èñëåíèå ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé

Ïîñêîëüêó èçîõðîííûå ïðîèçâîäíûå õîðîøî îïèñûâàþò ëîêàëü-
íóþ äèíàìèêó îêîëî íîìèíàëüíîé îðáèòû, îíè ìîãóò áûòü ïîëåç-
íû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ðàçáåãàíèÿ âîçìîæíûõ áåñêîíå÷íî
áëèçêèõ ïîëîæåíèé, ÷òî áûâàåò íåîáõîäèìî ïðè âû÷èñëåíèè ëÿ-
ïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé ñ öåëüþ âûÿâëåíèÿ õàîñà â îðáèòàëüíîì
äâèæåíèè.

Ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà χ îïðåäåëÿåòñÿ êàê (Murray, Dermott,
1999)

χ(t) =
ln ∥∆p(t)∥/∥∆p(t0)∥

t− t0
, (7.3)

ãäå ∆p = p − p̂ � îòêëîíåíèå ñìåæíîãî âîçìîæíîãî ïîëîæåíèÿ
îò íîìèíàëüíîãî, êîòîðîå âûçâàíî âàðèàöèåé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè
q̂. Åñëè χ → const ïðè t → ∞, îðáèòà � õàîòè÷íà, è â ýòîì ñëó-
÷àå ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà (7.3) áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ñêîðîñòü
ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàçáåãàíèÿ âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé.

×òîáû òî÷íåå îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ðàçáåãàíèÿ, âàðèàöèè ïàðà-
ìåòðîâ äîëæíû áûòü äîñòàòî÷íî ìàëûìè. Ìåæäó òåì îíè äîëæ-
íû áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèìè, ÷òîáû âû÷èñëèòåëüíûå îøèáêè
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íå âëèÿëè ñóùåñòâåííî íà îöåíêó ñêîðîñòè. Ýòà äèëåììà ðàçðå-
øàåòñÿ, åñëè ïðèáåãíóòü ê ëèíåéíûì îòîáðàæåíèÿì.

Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà ∆p äîëæíà áûòü ìàëîé, òî äëÿ åå îöåíêè
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (7.1) è òîãäà

∥∆p(t )∥
∥∆p(t0)∥

=
∥(∂pC/∂q)t ,q̂(q− q̂)∥
∥(∂pC/∂q)t0,q̂(q− q̂)∥

. (7.4)

Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîãî îòíîøåíèÿ òðåáîâàíèå ìà-
ëîñòè îòêëîíåíèé óæå íå îáÿçàòåëüíî.

Îáû÷íî ïðè èññëåäîâàíèè îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ íà ïðåäìåò
õàîòè÷íîñòè p = (x, ẋ)T è q = (x0, ẋ0)

T � âåêòîðû äèíàìè÷åñêîãî
ñîñòîÿíèÿ íà òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè t è íà÷àëüíûé t0 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òîãäà ìàòðèöà èçîõðîííûõ ïðîèçâîäíûõ ñòàíîâèòñÿ íå
÷åì èíûì, êàê ìàòðèöåé ïåðåõîäà (Montenbruck, Gill, 2000)

∂pC

∂q
= Φ(t, t0) =

(
∂x/∂x0 ∂x/∂ẋ0

∂ẋ/∂x0 ∂ẋ/∂ẋ0

)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî âåëè÷èíà îòíîøåíèÿ (7.4) çàâèñèò îò âûáîðà âà-
ðèàöèè q − q̂, îäíàêî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ
èìååò ñìûñë èñïîëüçîâàòü ìàêñèìàëüíóþ âåëè÷èíó, êîòîðàÿ ôàê-
òè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ íîðìîé ìàòðèöû ïåðåõîäà (Lekien, Ross, 2010):

max
q−q̂

∥∆p(t )∥
∥∆p(t0)∥

= ∥Φ(t, t0)∥.

Âû÷èñëåíèå íîðìû ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû íà ïðàêòèêå íå ñî-
ñòàâëÿåò îñîáîãî òðóäà, íî ìàòðèöà ïåðåõîäà Φ íå ñèììåòðè÷-
íà. ×òîáû íàéòè åå íîðìó, ìîæíî ïðèáåãíóòü ê ñèììåòðèçàöèè
ΦTΦ. Êîðåíü èç ìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λmax ñèììåò-
ðè÷íîé ìàòðèöû ΦTΦ êàê ðàç è áóäåò íîðìîé ìàòðèöû ïåðåõîäà
Φ. Òîãäà ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ìîæíî ïåðåîïðåäåëèòü êàê (Ross,
Tallapragada, 2012)

χ(t) =
ln
√
λmax

t− t0
.
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Äëÿ ïðîñòîòû âû÷èñëåíèé âïîëíå äîïóñòèìî â êà÷åñòâå ìàò-
ðèöû Φ ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöó ïðîèçâîäíûõ ∂x/∂x0 â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî, âîçíèêíóâ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, õàîñ íåïðåìåííî
äàñò î ñåáå çíàòü è â ôèçè÷åñêîì.

7.3. Îöåíèâàíèå âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ îáúåêòà
â ìàëûé îáúåì

Èìåÿ ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ìîæíî íåïî-
ñðåäñòâåííî âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ èñòèííûõ çíà÷å-
íèé â ëþáîì îãðàíè÷åííîì îáúåìå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà êàê îòíîøåíèå ÷èñëà âîçìîæíûõ ðåøåíèé, ïîïàâøèõ â îáú-
åì, ê îáùåìó ÷èñëó. Î÷åâèäíî, ÷åì áîëüøå èñïîëüçóåìûõ ðåøå-
íèé, òåì òî÷íåå áóäåò îöåíêà âåðîÿòíîñòè. Êîãäà ðàçáðîñ âîçìîæ-
íûõ ðåøåíèé îïèñûâàåòñÿ â ðàìêàõ ëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷è,
íèêàêèõ ñåðüåçíûõ çàòðóäíåíèé íå âîçíèêàåò: èñïîëüçóÿ ëèøü êî-
âàðèàöèîííóþ ìàòðèöó äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ðàçáðîñà, ìîæíî äî-
ñòàòî÷íî áûñòðî ïîëó÷èòü íóæíîå ÷èñëî ðåøåíèé äëÿ îöåíèâàíèÿ
èñêîìîé âåðîÿòíîñòè ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

Ïðîáëåìà âîçíèêàåò ïðè ñèëüíîé íåëèíåéíîñòè, ÷òî ïðåäïî-
ëàãàåò ìíîãîêðàòíîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå íåëèíåéíîé îáðàòíîé çà-
äà÷è. Áîëåå òîãî, ñèòóàöèÿ óñóãóáëÿåòñÿ, åñëè íà îñíîâå ïîñòðî-
åííîãî ðàçáðîñà çíà÷åíèé îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, îòíåñåííîãî
íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü
ïîïàäàíèÿ íåáåñíîãî òåëà â îãðàíè÷åííûé îáúåì êàêîãî-ëèáî äðó-
ãîãî, íåïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íà íåêîòîðûé óäàëåííûé
îò íà÷àëüíîãî ìîìåíò âðåìåíè. Ýòî, íàïðèìåð, ÷àñòî íåîáõîäèìî
â çàäà÷àõ àñòåðîèäíîé îïàñíîñòè äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòè ñòîëê-
íîâåíèÿ àñòåðîèäà ñ Çåìëåé, ëèáî ìîæåò áûòü ïîëåçíûì ïðè ïëà-
íèðîâàíèè íàáëþäåíèé îáúåêòà â áóäóùåì äëÿ îöåíêè âåðîÿò-
íîñòè ïîÿâëåíèÿ îáúåêòà íà íàáëþäàåìîì ó÷àñòêå íåáà. Îòîá-
ðàæåíèå ðàçáðîñà âîçìîæíûõ ðåøåíèé â çàäàííîå ïðîñòðàíñòâî
è íà çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ÷èñ-
ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ, ÷òî ñ íåîáõîäè-
ìîñòü ïðåäïîëàãàåò ïîøàãîâîå ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå, òðåáó-



7.3. Îöåíèâàíèå âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ îáúåêòà â îáúåì 299

þùåå çíà÷èòåëüíûõ çàòðàò ïðîöåññîðíîãî âðåìåíè. Ê òîìó æå
íà ïðàêòèêå ðàññìàòðèâàåìûå îáúåìû, êàê ïðàâèëî, î÷åíü ìàëû,
÷òî, ðàçóìååòñÿ, ñîïðÿæåíî ñ ìàëûìè âåðîÿòíîñòÿìè ïîïàäàíèÿ
â íèõ îáúåêòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñëåíèå òàêèõ âåðîÿòíîñòåé
äîëæíî áûòü ÷ðåçâû÷àéíî òðóäîåìêèì, ïîñêîëüêó îíî ôàêòè÷å-
ñêè âûïîëíèìî ëèøü ïðè íàëè÷èè âåñüìà áîëüøîãî êîëè÷åñòâà
âîçìîæíûõ ðåøåíèé.

Äëÿ ðàçðåøåíèÿ óêàçàííûõ òðóäíîñòåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü
áûñòðûå îòîáðàæåíèÿ òèïà (7.1). Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ýòè îòîá-
ðàæåíèÿ ïðèáëèæåííûå, èõ îöåíêè âåðîÿòíîñòè ìîãóò íå ñîâïà-
äàòü ñ îöåíêàìè, ïîëó÷àåìûìè ïðè èñïîëüçîâàíèè èñõîäíûõ îð-
áèòàëüíûõ ìîäåëåé, õîòÿ ðàçëè÷èÿ â íèõ ìîãóò áûòü ïðàêòè÷åñêè
íåçíà÷èòåëüíûìè. Òåì íå ìåíåå, åñëè âñå æå, ñêàæåì, â çàäà÷àõ
àñòåðîèäíîé îïàñíîñòè òðåáóåòñÿ òî÷íàÿ îöåíêà, òî áûñòðûå îòîá-
ðàæåíèÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðåäâàðè-
òåëüíîãî îòáîðà ïîòåíöèàëüíî îïàñíûõ âîçìîæíûõ ðåøåíèé, óâå-
ëè÷èâ â íåñêîëüêî ðàç îáëàñòü-ìèøåíü. Êîíå÷íî, â ýòîì ñëó÷àå
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îðáèò íå èçáåæàòü, îäíàêî èõ áóäåò
óæå ñóùåñòâåííî ìåíüøå, íåæåëè âñåõ âîçìîæíûõ îðáèò.

Ïðåäïîëîæèì, èñïîëüçóÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ pC(t,q), íåîáõîäè-
ìî îöåíèòü âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ îáúåêòà â ìàëûé îáúåì Vp â
L-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå p íà ìîìåíò âðåìåíè t1, êîãäà íà ìîìåíò
t0 èçâåñòåí âåðîÿòíîñòíûé ðàçáðîñ K-ìåðíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî
âåêòîðà q, êîòîðûé õîðîøî îïèñûâàåòñÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðè-
öåé. Ïðè ýòîì âîçìîæíûå äâèæåíèÿ âíóòðè ìàëîãî îáúåìà Vp
ïðîèñõîäÿò ïî÷òè ïðÿìîëèíåéíî è ðàâíîìåðíî.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé îáúåêòà â
îáëàñòè Vp íà ìîìåíò t1 íà îñíîâå íà÷àëüíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðàç-
áðîñà q âîñïîëüçóåìñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì, ñêîíñòðóèðîâàí-
íûì îòíîñèòåëüíî òî÷êè q∗ (öåëåâàÿ îðáèòà), ÿâëÿþùåéñÿ ïðîîá-
ðàçîì íåêîòîðîé òî÷êè p∗ ∈ Vp. Âîîáùå ãîâîðÿ, òî÷êà q∗ íå ÿâ-
ëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé, ïîñêîëüêó ïðîîáðàçîì òî÷êè p∗ â ïàðàìåò-
ðè÷åñêîì K-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ íåêîå (K −L)-ìåðíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî öåëåâûõ îðáèò. Ðåçîííûì áûëî áû âûáðàòü íà
íåì òó òî÷êó q∗, â êîòîðîé ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ çíà-
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÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìàêñèìàëüíà. Òàêàÿ òî÷êà äîëæíà äîñòàâëÿòü
ìèíèìóì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

Q(q) = 1

2
(q− q̂)TQ(q− q̂)

íà ïîäïðîñòðàíñòâå ïðîîáðàçîâ. Òàêèì îáðàçîì, îòûñêàíèå ïðî-
îáðàçà q∗ ôàêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè
ôóíêöèè Q ïî q, ãäå â êà÷åñòâå îãðàíè÷åíèÿ âûñòóïàåò âåêòîðíîå
ðàâåíñòâî pC(t1,q) = p∗. Â ñâîþ î÷åðåäü, ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è
íàõîäèòñÿ èç ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè Ëàãðàíæà (Áåðòñåêàñ, 1987)

L(q) = Q(q) + λ · (pC(t1,q)− p∗) (7.5)

ïî ïàðàìåòðè÷åñêîìó âåêòîðó q è L-ìåðíîìó âåêòîðó ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà λ, äëÿ ÷åãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì Ãàóññà�
Íüþòîíà ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì q̂.

Íàêîíåö, ïîëüçóÿñü ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì q(t0)→ p(t1):

p = p∗ +
∂pC

∂q

∣∣∣∣
t1,q∗

(q− q∗), (7.6)

äëÿ êàæäîãî âîçìîæíîãî q âû÷èñëÿåì p è ðåãèñòðèðóåì ïîïàäà-
íèå îòîáðàæåííîãî ïîëîæåíèÿ â îáúåì Vp, ò.å. âûïîëíåíèå óñëî-
âèÿ p ∈ Vp. Îòíîøåíèå ÷èñëà âîçìîæíûõ ðåøåíèé, äëÿ êîòîðûõ
ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, ê èõ îáùåìó ÷èñëó áóäåò äàâàòü ñòàòè-
ñòè÷åñêóþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ îáúåêòà â ìàëûé îáúåì
Vp íà ìîìåíò t1.

7.4. Îöåíèâàíèå âåðîÿòíîñòè ñòîëêíîâåíèÿ
àñòåðîèäà ñ ïëàíåòîé

Ðàññìîòðèì òåïåðü îñîáûé ñëó÷àé, êîãäà p = x è ëþáîå âîçìîæ-
íîå äâèæåíèå îáúåêòà â îáúåìå Vp ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò
ïðÿìîëèíåéíîãî è ðàâíîìåðíîãî âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ â íåì ãðà-
âèòèðóþùåé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè (ñèíãóëÿðíîñòè). Ýòî òèïè÷íî
èìååò ìåñòî ïðè îöåíèâàíèè âåðîÿòíîñòè ñòîëêíîâåíèÿ àñòåðîèäà
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ñ ïëàíåòîé. Î÷åâèäíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèå ëèíåé-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé òèïà (7.6) óæå áóäåò íåîáîñíîâàííûì, êàêèì
áû ìàëûì íå áûë îáúåì Vp, ñîäåðæàùèé ñèíãóëÿðíîñòü.

ßâëåíèå òåñíîãî ñáëèæåíèÿ àñòåðîèäà ñ ïëàíåòîé, êàê ïðàâè-
ëî, êðàòêîâðåìåííî. Íåñìîòðÿ íà ýòî, îíî ïðèâîäèò ê ñåðüåçíîé
òðàíñôîðìàöèè àñòåðîèäíîé îðáèòû. Ìåæäó òåì äâèæåíèå àñòå-
ðîèäà âî âðåìÿ ñáëèæåíèÿ ïðîèñõîäèò ãëàâíûì îáðàçîì ïîä âëè-
ÿíèåì ìàññèâíîé ïëàíåòû, ïîýòîìó îíî äîñòàòî÷íî õîðîøî ìîæåò
áûòü îïèñàíî ïðîñòûìè (íåëèíåéíûìè) ôîðìóëàìè çàäà÷è äâóõ
òåë. Ýòà îñîáåííîñòü óêàçûâàåò íà öåëåñîîáðàçíîñòü ïðèìåíåíèÿ
ñîñòàâíîãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ ðàçðåøåíèÿ ïðîáëåìû ñèëüíîé íåëè-
íåéíîñòè, âûçâàííîé ñèíãóëÿðíîñòüþ.

Ñîñòàâíîé ïîäõîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî äî òåñíîãî ñáëèæåíèÿ
îáëàêî âèðòóàëüíûõ àñòåðîèäîâ îòîáðàæàåòñÿ ëèíåéíî ïî ôîð-
ìóëàì (7.6), òîãäà êàê âî âðåìÿ ñáëèæåíèÿ � íåëèíåéíî ïî ôîð-
ìóëàì çàäà÷è äâóõ òåë (Àâäþøåâ, 2012). Ñôåðà âëèÿíèÿ ïëàíåòû
ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îáëàñòü ñèëüíîé íåëèíåéíîñòè. Òîãäà
t1 â (7.6) áóäåò ìîìåíòîì âðåìåíè ïðîõîæäåíèÿ àñòåðîèäà íà öå-
ëåâîé îðáèòå ñ ïàðàìåòðàìè q∗ ÷åðåç ñôåðó âëèÿíèÿ.

Äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà, î÷åâèäíî, ñëåäóåò ïðèíÿòü îãðàíè-
÷åíèå

|pC(t1,q)− p∗|2 = b2S ,

ãäå p∗ � ïîëîæåíèå ïëàíåòû â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, à bS �
ðàäèóñ ñôåðû âëèÿíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì öåëåâóþ ôóíêöèþ

L(q) = Q(q) + λ(|pC(t1,q)− p∗|2 − b2S). (7.7)

Ïðîáëåìà, îäíàêî, ñîñòîèò â òîì, ÷òî èòåðàöèîííûå ìåòîäû, ìè-
íèìèçèðóþùèå ôóíêöèþ (7.7), âñëåäñòâèå ñèëüíîé íåëèíåéíîñòè
÷ðåçâû÷àéíî ïëîõî ñõîäÿòñÿ, è ïðàêòè÷åñêè ðåäêî óäàåòñÿ íàé-
òè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ q∗ öåëåâîé îðáèòû. Âïðî÷åì, îíè ìîãóò
áûòü îïðåäåëåíû èíûì ñïîñîáîì (Àâäþøåâ, 2012).

Âîçüìåì ñíà÷àëà â êà÷åñòâå q∗ âåêòîð îöåíîê q̂ è âûïîëíèì
èíòåãðèðîâàíèå îðáèòû äî ìîìåíòà âðåìåíè t1, êîãäà ëèáî áó-
äåò äîñòèãíóòî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî ïëàíåòû, ëèáî íî-
ìèíàëüíûé àñòåðîèä ïåðåñå÷åò ñôåðó âëèÿíèÿ. Íà ýòîò ìîìåíò
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îòîáðàæàåì íà÷àëüíîå îáëàêî âèðòóàëüíûõ àñòåðîèäîâ ïî ôîð-
ìóëàì (7.6). Íàõîäèì ñðåäè îòîáðàæåííûõ àñòåðîèäîâ òîò, êîòî-
ðûé ìàêñèìàëüíî áëèçîê ê öåíòðó ïëàíåòû. Âûáèðàåì òåïåðü åãî
ïàðàìåòðû â êà÷åñòâå íîìèíàëüíûõ, è ïîâòîðÿåì îïèñàííûå äåé-
ñòâèÿ. È òàê äàëåå äî òåõ ïîð, ïîêà äî è ïîñëå î÷åðåäíîé èòåðàöèè
íå ïîëó÷èì òå æå ñàìûå íîìèíàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ. Ñîá-
ñòâåííî, íà ýòîì ýòàïå óæå íóæíû íå ñòîëüêî îíè, ñêîëüêî ëèíåé-
íî îòîáðàæåííîå îòíîñèòåëüíî íèõ îáëàêî âèðòóàëüíûõ àñòåðîè-
äîâ, êîòîðîå âïîñëåäñòâèè îòîáðàæàåòñÿ íåëèíåéíî ïî ôîðìóëàì
çàäà÷è äâóõ òåë. Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà (Àâäþøåâ, Ãàëóøè-
íà, 2014), ïîèñê íîìèíàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ íà ìíîæåñòâå
âîçìîæíûõ îáû÷íî òðåáóåò âñåãî íåñêîëüêî èòåðàöèé, ïîýòîìó
ñîñòàâíîå îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü âåñüìà âîñòðåáîâàííûì äëÿ
îïåðàòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñòîëêíîâåíèÿ àñòåðîèäà ñ
ïëàíåòîé, â îñîáåííîñòè, åñëè ýòà âåðîÿòíîñòü äîñòàòî÷íî ìàëà, à
ñòîëêíîâåíèå îæèäàåòñÿ â íåáëèçêîì áóäóùåì.
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ÇÀÄÀ×À ÄÂÓÕ ÒÅË.

ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå îäíîãî òåëà îòíîñèòåëüíî äðóãîãî
ïîä äåéñòâèåì èõ âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ â íåêîòîðîé íåâðàùàþ-
ùåéñÿ ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òîãäà óðàâíåíèå çàäà÷è
äâóõ òåë (êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

d2x
dt2

= F = −µ x

|x|3
=

(
∂

∂x

µ

|x|

)T

. (Ï.1)

Óìíîæèì óðàâíåíèå ñïðàâà è ñëåâà ñíà÷àëà âåêòîðíî íà x, à
çàòåì ñêàëÿðíî íà ẋ. Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

x× d2x
dt2

=
d
dt

(x× ẋ) = | = x× F = 0;

ẋ · d
2x

dt2
=

d
dt

(
ẋ2

2

)
= | = ẋ ·

(
∂

∂x

µ

|x|

)T

=
d
dt

(
µ

|x|

)
.

Çäåñü ñëýø ðàçäåëÿåò âûðàæåíèÿ ïðåîáðàçîâàííûõ ëåâîé è ïðà-
âîé ÷àñòåé. Èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì èíòå-
ãðàë ïëîùàäåé èëè ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

x× ẋ = c = const (Ï.2)

è èíòåãðàë æèâûõ ñèë èëè ýíåðãèè

ẋ2

2
− µ

|x|
= h = const. (Ï.3)

Çäåñü c � âåêòîð ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ; h � ýíåðãèÿ (çà
åäèíèöó ìàññû). Èç (Ï.2), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî îðáèòàëüíîå
äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â íåêîòîðîé íåïîäâèæíîé ïëîñêîñòè, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîé âåêòîðó c (ðèñ. 1).
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Óìíîæèì òåïåðü ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ (Ï.1) âåê-
òîðíî íà c/µ, ó÷èòûâàÿ (Ï.2):

d2x
dt2
× c

µ
=

d
dt

(
ẋ× c

µ

)
= | = −x× (x× ẋ)

|x|3
=

= −x(x · ẋ)− ẋ(x · x)
|x|3

=
d
dt

(
x

|x|

)
.

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷èì åùå îäèí òàê íàçûâàåìûé
èíòåãðàë Ëàïëàñà

ẋ× c

µ
− x

|x|
= e = const, (Ï.4)

ãäå e � âåêòîð Ëàïëàñà (ðèñ. 2), õîòÿ ÷àñòî â êà÷åñòâå íåãî ðàñ-
ñìàòðèâàþò âåêòîð g = µe.

Èç âñåõ ñåìè èíòåãðàëîâ (Ï.2)�(Ï.4) íåçàâèñèìûìè ÿâëÿþò-
ñÿ òîëüêî ïÿòü, ïîñêîëüêó, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, îíè ñâÿçàíû
äâóìÿ ñîîòíîøåíèÿìè

c · e = 0, 2hc2 = µ2(e2 − 1). (Ï.5)

Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð Ëàïëà-
ñà ëåæèò â îðáèòàëüíîé ïëîñêîñòè.

Óìíîæèì (Ï.4) ñêàëÿðíî íà x

c2

µ
− |x| = |x|e cos v, îòñþäà |x| = p

1 + e cos v
, (Ï.6)

ãäå v � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè x è e (ðèñ. 2); p = c2/µ. Ïîëó÷åí-
íîå ñîîòíîøåíèå (Ï.6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå êîíè÷åñêîãî
ñå÷åíèÿ (ýëëèïñà, ïàðàáîëû èëè ãèïåðáîëû) â ïîëÿðíûõ êîîðäè-
íàòàõ |x| (ðàäèóñ-âåêòîð) è v (èñòèííàÿ àíîìàëèÿ) ñ ôîêàëüíûì
ïàðàìåòðîì p è ýêñöåíòðèñèòåòîì e. Öåíòðàëüíîå òåëî íàõîäèòñÿ
â ôîêóñå îðáèòû. Ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðàëüíîãî òåëà
äîñòèãàåòñÿ ïðè v = 0, ò.å. êîãäà âåêòîð ïîëîæåíèÿ è Ëàïëàñà
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x2x1

x3

i

x

v

c

Ðèñ. 1. Îðáèòà â ïðîñòðàíñòâå. Çäåñü e = 0.7; i = 20◦; Ω = 30◦; ω =

= 60◦; A � àïîöåíòð; Π � ïåðèöåíòð; γ � âîñõîäÿùèé óçåë. Íà îðáèòå

òî÷êàìè ïðåäñòàâëåíû ïîëîæåíèÿ îáúåêòà ÷åðåç âðåìåííûå èíòåðâàëû

∆t = T /50. Ïóíêòèðíîé ëèíèåé ïîêàçàíà ïðîåêöèÿ îðáèòû íà îñíîâíóþ

ïëîñêîñòü

êîëëèíåàðíû. Òî÷êà ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ íà îðáèòå íàçûâà-
åòñÿ ïåðèöåíòðîì. Òàêèì îáðàçîì, åñëè íà÷àëî âåêòîðà Ëàïëàñà
ïîìåñòèòü â ôîêóñ îðáèòû, òî îí áóäåò íàïðàâëåí íà åå ïåðèöåíòð,
ïðè ýòîì åãî âåëè÷èíà ðàâíà çíà÷åíèþ ýêñöåíòðèñèòåòà (ðèñ. 2).

Ââåäåì îðáèòàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ îñÿìè

S =
e

|e|
, T = W × S, W =

c

|c|
.

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû â ýòîé ñèñòåìå ξ, η è ζ (ñì.
ðèñ. 1 è 2) áóäóò ñâÿçàíû ñ ïîëÿðíûìè êàê

ξ = |x| cos v, η = |x| sin v, ζ = 0.

Èíòåãðàë ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ (Ï.2) â îðáèòàëüíûõ êî-
îðäèíàòàõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ξη̇ − ξ̇η = c, îòñþäà |x|2v̇ = c. (Ï.7)

Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ýëëèïòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
(Ï.6), ò.å. êîãäà 0 ≤ e < 1. Íàèáîëåå îòäàëåííàÿ îò ôîêóñà òî÷êà
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x

e
vE

Ðèñ. 2. Òà æå îðáèòà, ÷òî è íà ðèñ. 1, íî íà åå ïëîñêîñòè. Óãîë E

(ýêñöåíòðè÷åñêàÿ àíîìàëèÿ) èçìåðÿåòñÿ íà ïëîñêîñòè êðóãîâîé îðáèòû,

îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé êîòîðîé íà îñíîâíóþ ïëîñêîñòü îðáèòàëüíîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ îðáèòà

íà ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå (v = π) íàçûâàåòñÿ àïîöåíòðîì. Â òî æå
âðåìÿ ïîëóðàññòîÿíèå a ìåæäó ïåðèöåíòðîì è àïîöåíòðîì íàçû-
âàåòñÿ áîëüøîé ïîëóîñüþ, à ëèíèÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íèõ, � ëè-
íèåé àïñèä. Ñóììèðóÿ ïîëóðàññòîÿíèÿ îò ôîêóñà (Ï.6) ïðè v = 0
è v = π, íàõîäèì

p = a(1− e2).

Òîãäà, èñïîëüçóÿ âòîðîå ñîîòíîøåíèå (Ï.5), ïîëó÷èì

h = − µ

2a
.

Ýëëèïòè÷åñêóþ îðáèòó ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îðòîãîíàëü-
íóþ ïðîåêöèþ íà îðáèòàëüíóþ ïëîñêîñòü êðóãîâîé îðáèòû ðà-
äèóñà a, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïåðèöåíòð è àïîöåíòð, ò.å. ëèíèÿ àï-
ñèä ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïëîñêîñòåé îðáèò. Óãîë ε ìåæäó ýòè-
ìè ïëîñêîñòÿìè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýêñöåíòðèñèòåò êàê e = sin ε.
Â ïëîñêîñòè êðóãîâîé îðáèòû ââåäåì óãîë E (ðèñ. 2), íàçûâàåìûé
ýêñöåíòðè÷åñêîé àíîìàëèåé, ìåæäó ëèíèåé àïñèä è íàïðàâëåíèåì
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èç öåíòðà îðáèòû íà òî÷êó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì ïîëî-
æåíèÿ íà ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå. Òîãäà èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðà-
æåíèé íåòðóäíî ïðåäñòàâèòü îðáèòàëüíûå êîîðäèíàòû ξ è η êàê
ôóíêöèè ýêñöåíòðè÷åñêîé àíîìàëèè E:

ξ = |x| cos v = a cosE − ae,

η = |x| sin v = a cos ε sinE = a
√

1− e2 sinE, (Ï.8)

îòñþäà
ξ̇ = −aĖ sinE, η̇ = aĖ

√
1− e2 cosE. (Ï.9)

Èç (Ï.8) ñëåäóåò, ÷òî

|x| =
√
ξ2 + η2 = a(1− e cosE). (Ï.10)

Äèôôåðåíöèðóÿ (Ï.10) è ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè (Ï.6)�(Ï.8),
ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ E, à òàêæå ôîðìóëó
äëÿ Ė â (Ï.9)

dE
dt

=
n

1− e cosE
=
na

|x|
, (Ï.11)

ãäå n =
√
µ/a3 � òàê íàçûâàåìîå ñðåäíåå äâèæåíèå. Ó÷èòûâàÿ,

÷òî E = v = 0 â ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ïåðèöåíòð t = τ ,
íàõîäèì ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (Ï.11)

E − e sinE =M = n(t− τ) = n(t− t0) +M0, (Ï.12)

ãäåM � ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ;M0 � çíà÷åíèåM íà ìîìåíò t0. Ñîîò-
íîøåíèå (Ï.12) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Êåïëåðà. Îíî ñâÿçûâàåò
âðåìÿ t è àíîìàëèè M , E è v, êîòîðûå îäíîçíà÷íî çàäàþò ïîëî-
æåíèå îáúåêòà íà îðáèòå. Ïîñêîëüêó îðáèòàëüíîå äâèæåíèå 2π-
ïåðèîäè÷íî ïî àíîìàëèÿì, òî îðáèòàëüíûé ïåðèîä T ïî âðåìåíè,
ñîãëàñíî (Ï.12), áóäåò

T =
2π

n
.
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Ìû îïðåäåëèëè äâèæåíèå â îðáèòàëüíûõ êîîðäèíàòàõ. ×òîáû
ïåðåéòè ê èñõîäíûì êîîðäèíàòàì, íóæíî âûïîëíèòü ïðåîáðàçî-
âàíèå âðàùåíèÿ R = R3(−Ω)R1(−i)R3(−ω): x1

x2
x3

 = R

 ξ

η

0

 .

Çäåñü Ω, i è ω � ýéëåðîâû óãëû (ñì. ðèñ. 1), çàäàþùèå îðèåí-
òàöèþ îðáèòû â ïðîñòðàíñòâå x: ïðåöåññèîííûé, íóòàöèîííûé è
ñîáñòâåííûé óãëû, êîòîðûå â íåáåñíîé ìåõàíèêå òðàäèöèîííî íà-
çûâàþò äîëãîòîé âîñõîäÿùåãî óçëà45, íàêëîíåíèåì îðáèòû è àð-
ãóìåíòîì ïåðèöåíòðà ñîîòâåòñòâåííî, à R1 è R3 � ìàòðèöû âðà-
ùåíèÿ îòíîñèòåëüíî îñåé àáñöèññ è àïïëèêàò:

R1(φ) =

 1 0 0

0 cosφ sinφ

0 − sinφ cosφ

 , R3(φ) =

 cosφ sinφ 0

− sinφ cosφ 0

0 0 1

 .

Â èòîãå èìååì

x1 = |x|(cosΩ cosu− sinΩ sinu cos i),

x2 = |x|(sinΩ cosu+ cosΩ sinu cos i),

x3 = |x| sinu sin i,

ãäå u = v + ω � àðãóìåíò øèðîòû.
Â îðáèòàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (0, 0, c)T è (e, 0, 0)T � âåê-

òîðû ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è Ëàïëàñà. Ïðèìåíÿÿ ê íèì
ïðåîáðàçîâàíèå âðàùåíèÿ R, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ïîëåçíûå ñîîò-
íîøåíèÿ:

c1 = c sinΩ sin i, e1 = e(cosΩ cosω − sinΩ sinω cos i),

c2 = −c cosΩ sin i, e2 = e(sinΩ cosω + cosΩ sinω cos i),

c3 = c cos i; e3 = e sinω sin i.

45Óçëû � ýòî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îðáèòû ñ îñíîâíîé ïëîñêîñòüþ èñõîäíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò (ñì. ðèñ. 1). Åñëè ïðè ïðîõîæäåíèè óçëà àïïëèêàòà èñ-
ñëåäóåìîãî òåëà âîçðàñòàåò, óçåë âîñõîäÿùèé, èíà÷å � íèçõîäÿùèé. Ëèíèÿ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç óçëû, íàçûâàåòñÿ ëèíèåé óçëîâ.
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Îíè ôàêòè÷åñêè ïîçâîëÿþò èç äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ x è ẋ
ïîñðåäñòâîì c è e ïîëó÷èòü ýéëåðîâû óãëû Ω, i è ω.

Âïðî÷åì, èìåþòñÿ äðóãèå, áîëåå óäîáíûå äëÿ ïðàêòèêè ôîð-
ìóëû, ïðåäñòàâëÿþùèå ðåøåíèå çàäà÷è äâóõ òåë. Âñëåäñòâèå òî-
ãî, ÷òî êåïëåðîâñêîå äâèæåíèå ïëîñêîå, âåêòîð ïîëîæåíèÿ x ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ëþáûõ äâóõ íåêîëëè-
íåàðíûõ âåêòîðîâ, ëåæàùèõ â îðáèòàëüíîé ïëîñêîñòè. Âîçüìåì â
êà÷åñòâå òàêîâûõ x0 è ẋ0, ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü íåáåñíîãî òåëà
â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0. Òîãäà âåêòîð ïîëîæåíèÿ íà ýë-
ëèïòè÷åñêîé îðáèòå â ëþáîé äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè t = t0 + ∆t
áóäåò (Áýòòèí, 1966)

x = fx0 + gẋ0. (Ï.13)

×òîáû îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû f è g, âåêòîðíî óìíîæèì
(Ï.13) íà ẋ0 è x0:

x× ẋ0 = fc, x0 × x = gc.

Îòñþäà, âîñïîëüçîâàâøèñü îðáèòàëüíûìè êîîðäèíàòàìè, êîýô-
ôèöèåíòû ìîæíî âûðàçèòü êàê

f =
ξη̇0 − ξ̇0η

c
, g =

ξ0η − ξη0
c

.

Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå âûøå, áóäåì èìåòü

f = 1− a

|x0|
(1− cos∆E), g = ∆t− ∆E − sin∆E

n
,

a = − µ

2h
, h =

ẋ2
0

2
− µ

|x0|
.

Ðàçíîñòü òåêóùåé è íà÷àëüíîé àíîìàëèé ∆E = E−E0 îïðåäåëÿ-
åòñÿ îáîáùåííûì óðàâíåíèåì Êåïëåðà

n∆t = ∆E +
x0 · ẋ0

na2
(1− cos∆E)−

(
1− |x0|

a

)
sin∆E,
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êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ Êåïëåðà (Ï.12). Çäåñü èñ-
ïîëüçîâàíû ñîîòíîøåíèÿ

e cosE0 = 1− |x0|
a
, e sinE0 =

x0 · ẋ0

na2
,

ïîëó÷àåìûå èç (Ï.10) è (Ï.11).
Íà ïðàêòèêå ïîðîé áûâàþò íåîáõîäèìû ïðîèçâîäíûå îò âåêòî-

ðà ïîëîæåíèÿ íà íåêîòîðûé ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïî íà-
÷àëüíûì ïàðàìåòðàì x0 è ẋ0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (Ï.13)
ïðîèçâîäíûå îò x ïî q = (x0, ẋ0)

T ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

∂x

∂q
= x0

∂f

∂q
+ ẋ0

∂g

∂q
+ f

∂x0

∂q
+ g

∂ẋ0

∂q
,

ãäå

∂f

∂q
= −(1− cos∆E)

∂

∂q

(
a

|x0|

)
− a

|x0|
sin∆E

∂∆E

∂q
,

∂g

∂q
=

∆E − sin∆E

n2
∂n

∂q
− 1− cos∆E

n

∂∆E

∂q
,

∂∆E

∂q
=

[
∂n

∂q
∆t− ∂

∂q

(
x0 · ẋ0

na2

)
(1− cos∆E)−

− ∂

∂q

(
|x0|
a

)
sin∆E

] [
1 +

x0 · ẋ0

na2
sin∆E −

(
1− |x0|

a

)
cos∆E

]−1

,

∂n

∂q
= −3

2

n

a

∂a

∂q
,

∂a

∂q
= −a

h

∂h

∂q
,

∂h

∂x0
= n2

a3

|x0|3
xT
0 ,

∂h

∂ẋ0
= ẋT

0 ,

∂

∂x0

(
x0 · ẋ0

na2

)
=

1

na2

(
ẋT
0 −

1

2a

∂a

∂x0

)
,

∂

∂ẋ0

(
x0 · ẋ0

na2

)
=

1

na2

(
xT
0 −

1

2a

∂a

∂ẋ0

)
,

∂

∂x0

(
a

|x0|

)
=

1

|x0|

(
− a

|x0|2
xT
0 +

∂a

∂x0

)
,

∂

∂ẋ0

(
a

|x0|

)
=

1

|x0|
∂a

∂ẋ0
,
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∂

∂x0

(
|x0|
a

)
=

1

a

(
xT
0

|x0|
− |x0|

a

∂a

∂x0

)
,

∂

∂ẋ0

(
|x0|
a

)
= −|x0|

a2
∂a

∂ẋ0
.

Íàêîíåö, ∂x0/∂q = (E,0) è ∂ẋ0/∂q = (0,E), ãäå E è 0 � åäèíè÷-
íàÿ è íóëåâàÿ ìàòðèöû ðàçìåðà 3× 3 ñîîòâåòñòâåííî.

Äàëåå ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ êåïëåðîâñêîé îðáèòû
ïî òðåì íàáëþäåíèÿì α (ïðÿìîå âîñõîæäåíèå) è δ (ñêëîíåíèå) íà
ìîìåíòû âðåìåíè t−1, t0 è t1. Èñïîëüçóÿ ìåòîä Ëàïëàñà (Escobal,
1965), íàéäåì ïàðàìåòðû x0 è ẋ0 íà ñðåäíèé ìîìåíò t0.

Ïóñòü íàì èçâåñòíî äâèæåíèå íàáëþäàòåëÿ xO = xO(t) â ïðî-
ñòðàíñòâå x. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

x = ρl+ xO, (Ï.14)

ãäå ρ = |x − xO| � ðàññòîÿíèå îò íàáëþäàòåëÿ äî îáúåêòà; l �
åäèíè÷íûé âåêòîð:

l1 = cosα cos δ, l2 = sinα cos δ, l3 = sin δ.

Äèôôåðåíöèðóÿ (Ï.14) äâàæäû, áóäåì èìåòü

ẋ = ρ̇l+ ρl̇+ ẋO, (Ï.15)

ẍ = ρ̈l+ 2ρ̇l̇+ ρ̈l+ ẍO. (Ï.16)

Ñîãëàñíî (Ï.1) è (Ï.14), ñîîòíîøåíèå (Ï.16) ìîæíî ïåðåïèñàòü
â âèäå

lρ̈+ 2l̇ρ̇+

(
l̈+

µ

|x|3
l

)
ρ = −ẍO −

µ

|x|3
xO. (Ï.17)

Åñëè çàïèñàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (Ï.17) äëÿ ìîìåíòà t0, òî èç-
âåñòíûìè áóäóò âåëè÷èíû l0, (xO)0 è (ẍO)0, à íåèçâåñòíûìè � ρ̈0,
ρ̇0, ρ0, l̇0, l̈0 è |x|0. Âïðî÷åì, âåëè÷èíû l̇0 è l̈0 ìîæíî âû÷èñëÿòü
ïðèáëèæåííî, ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ïî-
ëèíîìà Ëàãðàíæà, ïîñòðîåííîãî íà çíà÷åíèÿõ l−1, l0 è l1:

l̇0 =
l0 − l−1

t0 − t−1
− l1 − l−1

t1 − t−1
+

l1 − l0
t1 − t0

,
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l̈0 =
2l−1

(t−1 − t0)(t−1 − t1)
+

2l0
(t0 − t1)(t0 − t−1)

+
2l1

(t1 − t−1)(t1 − t0)
.

Ðåøàÿ ìåòîäîì Êðàìåðà óðàâíåíèÿ (Ï.17) îòíîñèòåëüíî ρ̈0, ρ̇0,
ρ0, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì

ρ0 = A+
µ

|x|30
B, ρ̇0 = C +

µ

|x|30
D, (Ï.18)

ãäå

A = −|ll̇ẍO|0
|ll̇̈l|0

, B = −|ll̇xO|0
|ll̇̈l|0

, C = −|lẍO l̈|0
2|ll̇̈l|0

, D = −|lxO l̈|0
2|ll̇̈l|0

.

Çäåñü çàïèñü òèïà |abc| îçíà÷àåò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ñîñòàâ-
ëåííîé èç âåêòîðîâ a, b è c.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (Ï.14) èìååì

|x|20 = ρ20 + 2ρ0l0 · (xO)0 + |xO|20. (Ï.19)

Ïîäñòàâèâ ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (Ï.18) â (Ï.19), ïîëó÷èì óðàâíå-
íèå äëÿ ðàäèóñ-âåêòîðà |x|0 (óðàâíåíèå Ëàãðàíæà):

|x|80− (2AG+A2+ |xO|20)|x|60−2µB(G+A)|x|30−µ2B2 = 0, (Ï.20)

ãäå G = l0 · (xO)0.
×èñëåííî ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, íàõîäèì |x|0. Äàëåå, ïîäñòà-

âèâ ñîîòíîøåíèå (Ï.18) c âû÷èñëåííûì ðàäèóñ-âåêòîðîì â (Ï.14),
ïîëó÷èì íà÷àëüíûé âåêòîð ïîëîæåíèÿ x0. Â ñâîþ î÷åðåäü, ñêî-
ðîñòü ẋ0 íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (Ï.15) ïîñëå ïîäñòàíîâêè â
íåãî ñîîòíîøåíèé (Ï.18).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå Ëàãðàíæà èìååò ÷åòûðå âå-
ùåñòâåííûõ êîðíÿ. Åñëè íàáëþäàòåëü äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì
ãðàâèòàöèè öåíòðàëüíîãî òåëà, ò.å. ẍO = −µxO/|xO|3, òî îäèí
êîðåíü áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàññòîÿíèþ äî íàáëþäàòåëÿ è åñòå-
ñòâåííî îí íå áóäåò èìåòü îòíîøåíèå ê íàáëþäàåìîìó òåëó. Âòî-
ðîé êîðåíü òàêæå ìîæåò áûòü îòáðîøåí, ïîñêîëüêó îí îòðèöà-
òåëüíûé. Äâà îñòàâøèõñÿ ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ ìîãóò ñîâïàäàòü
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(êðàòíûé êîðåíü). Îäíàêî, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ, òî â äåéñòâè-
òåëüíîñòè îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì îïðåäåëèòü, êàêîé èç íèõ
ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíîé îðáèòå. Ñîãëàñíî (Charlier, 1910), äâà ðå-
øåíèÿ áóäóò èìåòü ìåñòî ïðè óñëîâèè, åñëè

|xO|20 + 3AG > 0.

Îáëàñòü äâîéíûõ ðåøåíèé â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ïîêàçàíà
íà ðèñ. 5.12.
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